Analysis II - Ubung 6
1. Gegeben ist die Funktionenreihe z +— > o f,,(2) mit f,(z) =e™" cos(n?z).

(a) Zeigen Sie, dass alle Reihen z +— > { (x) (k € Np) auf ganz R
gleichmafig konvergieren und folgern sie daraus, dass durch f(z) :=
>0 o fu(x) eine C°-Funktion auf R definiert.

(k)
(b) Zeigen Sie, dass die Taylorreihe > 7o ! k'(O) z* (im Entwicklungs-

punkt zo = 0) den Konvergenzradius R = 0 besitzt.

Beweis. (a) Per Induktion nach k ist zuné&chst leicht zu zeigen, dass f(% =
(—1)kn** e cos(n?z) fiir alle k,n € N gilt:
Induktionsanfang:

O = e cos(n?z) = (—1)°n*%e™" cos(n’z)

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein k € N.
Induktionsschluss:

f7(12(k+1 (( 1)Fntke cos(nzx))// =
= (( l)k+1 Ak+2, sin(n2z))/ =
= (- 1)k+1 Ak+1) - cos(an).

Analog zeigt sich

fr(L2k+1) _ (_1)(k+1)n4k+26—n sin(an)

fiir alle k,n € N. Da Sinus und Kosinus im Reellen beide mit 1 beschrinkt sind,
gilt natiirlich fiir alle k,n € N,z € R:

2k
f7(lk) < n2ke—n — n-
e’ﬂ
und fiir ihre Reihe also:
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Mit dem Wurzelkriterium erglbt sich aber auch:
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weswegen obige Reihe konvergiert. Nach dem Weierstraschen Majorantenkrite-
rium konvergiert dann aber > ék)(z) sogar gleichméfig fiir alle k. Nun ist

auch jede solche Reihe summandenweise differenzierbar, und Satz 4.2.7 ergibt

dann
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und wenn wir uns fi(z) == > 7, fbk)(a:) als die Grenzfunktion der k-ten Ab-

leitung definieren, erhalten wir fx(x)" = frx+1(z). Damit ist jede Ableitung von
f(z) := fo(z) wieder differenzierbar, und die Aussage f € C*° ist bewiesen.
(b) O



