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10.1
Berechnen Sie die Langen der folgenden parametrisierten Kurven und skizzieren
Sie diese:

a) t €[0,27] ~ c(t) := (cost, 1) € R?
b) t € [0,27] > ¢(t) := (t —sint, 1 — cost) € R?

Lésung: a) Zunéchst ist ¢(t) offensichtlich komponentenweise differenzierbar mit
¢(t) = (—sint,0). Damit ist auch diese Ableitung differenzierbar, und wir diirfen
die Lénge [ der Kurve nach Vorlesung via Integral bestimmen, ndmlich wie folgt:

z:/o ol = [ \/(—sin(t))2+(0)2dt:/0 | sin(t)][dt.

Auch wenn uns momentan keine explizite Stammfunktion zu |sin(¢)| bekannt
ist, konnen wir ausnutzen, dass wir wissen, dass der Graph von sin(t) zu je-
dem Punkt kn(k € Z) punktsymmetrisch ist und sin(kw) = 0 gilt, also gilt
insbesondere:

/07r sin(t)t = — /:ﬂ sin(t)t = /OF | sin(t)[t = /:W | sin(t)|¢.

Fiir ¢ € [0, 7] ist sin(f) > 0, weswegen wir [ [sin(¢)[t = [ sin(t)t schreiben
konnen. Zusammenfassend gilt also mit [ sin(z)dz = — cos(z) + ¢

= /O | sin(#)[dt = 2 /O sint)dt = 2] cos(t)]F = 2(— cos(r) + cos(0)) = 4.
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Abbildung 1: Die Kurve aus a) in der zy-Ebene.



b) Auch hier ist ¢(t) als Verkniipfung differenzierbarer Funktionen differenzier-
bar mit ¢(t) = (1 — cos(¢),sin(¢)). Die Linge [ ergibt sich wie in a) iiber das
Integral:

27 2m
= ¢ = — cos(t))2 + sin? =
- /0 e(t)|dt /0 V(= cos())? + sin?(1)at
= / ' \/1 — 2cos(t) + cos?(t) + sin®(t)dt = ' V2 —2cos(t)dt =
0 0
=2 o V1 — cos(t)dt.
0

Dazu miissen wir das unbestimmte Integral von /1 — cos(t) bestimmen. Es gilt:

/mdt /\/1+cos (L—cos(t) , _

1+ cos(t)

1- cos2 sin(t)
dt = [ sign(sin(z)) ————=dt.
1+ cos(t) cos(t 1 + cos( )

Fallunterscheidung: Sei zunichst 0 < ¢ < 7 = sin(z) > 0. Dann gilt, mit

Substitution u := 1 + cos(t) = dt = SIi?t)
. sin(t) .
51n81n d w zdu = —2+/1 + cos(t) + c.
/ n 1+ cos(t (t)

Fiir den Fall # < ¢t < 27 erhalten wir dasselbe Ergebnis mit umgekehrtem
Vorzeichen, also 24/1 4 cos(t) + ¢. Das dies tatséchlich Stammfunktionen sind,
erhalten wir durch Differentiation. Wir miissen das Integral also in zwei Bereiche
unterteilen, und erhalten:

1 =V2 o \/l—cos(zf)dt—\@(/?r V1 —cos(t)dt + 7 \/l—cos(t)dt> =
0
=V2([-2y/1 + cos(t)]F + [24/1 + cos(t)]>7) = 2f+2f)78
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Abbildung 2: Die Kurve aus b) in der zy-Ebene.



10.2 Untersuchen Sie, ob die Funktionen
a) f:RT =R, f(z):=2%acR,
b) f: Rt 5 R,g(z) == Lsinl

jeweils iiber ]0,1] und [1, co[ uneigentlich Riemann-integrierbar sind.

Lésung: a): Wir machen eine Fallunterscheidung;:
Fall 1: « = =1 = f(z) = L. Wir wissen natiirlich, dass [ 1dz = log(z) + ¢
gilt. Also:

I%O %%W

1
1

/ —dx =log(1) — lim log(z) = o0 / —dz = lim log(z) —log(1) = oo,
o T

=00
% ist also auf keinem der beiden Intervalle uneigentlich integrierbar.

Fall 2: a < —1. Hier gilt [2*dz = “;J:

a+1 a+1
.
= —00, lim

. x
un , =
z—0+t a+ 1 z—o0 o + 1

folglich erhalten wir in den Integralen

1 1 a+1
/ x%dx = — lim = o0,
0 a+1l z—=ota+1

i o xotl 1 1
dz = lim =— ,
1 z—oo o + 1 a+1 a+1

womit f(x) fiir & < —1 auf [1, co[ uneigentlich integrierbar ist.

Fall 3: @ > —1. Wie in Fall 2 gilt: [2%dz =

S Wegen a« +1 > 0

a+1
gilt dann
xa+1 0a+1 xa+1
lim = =0, lim = 00,
z—ota+1 a+1 z—oo v+ 1

und wir erhalten:

! 1 atl 1
/ x%dx = — lim =—
0 a+l z=ota+1l a4+l

o0 zotl 1
/ z%dz = lim - —— =0,
1 T—00 a-+»1 a—Fl

und f(z) ist fiir & > —1 auf ]0, o] uneigentlich integrierbar.



b) Zunichst gilt fiir das unbestimmte Integral mit Substitution u := % ==

dzr = —2?du und [ sin(z)dz = — cos(z) + ¢

[ i o= [t os (£) s

Ableiten des enstehenden Terms bestétigt die Stammfunktionseigenschaft. Uns
ist bekannt, dass lim,_, o cos(z) = lim,_,o+ cos (%) unbestimmt divergent ist
und lim,_,,, cos (%) = cos (limmHOO %) = cos(0) = 1 wegen der Stetigkeit des
Kosinus gilt, also erhalten wir fiir die uneigentlichen Integrale:

. 1
/ —5 sin — dm—cos( )_Q}EEOCOS(E)’

welches aufgrund der unbestimmten Divergenz des Subtrahenden ebenfalls di-
vergiert. Das andere Integral liefert:

<1 1 1
/ —5 sin — d:zc = lim cos ( ) —cos(1) =1 — cos(1),
1 x x

T—00

und ist somit uneigentlich integrierbar.
10.3 Die Funktion F : R? — R sei gegeben durch

F(x,y) — {CL'Z/ 2+ v, falls (x’y) £ (070)’
0 falls (x’y) — (070).

a) Zeigen Sie, dass F' zweimal partiell differenzierbar ist, aber 0102 F(0,0) #
8281F(0, 0) gilt.

b) Ist F stetig in (0,0)?

Lésung: a) Die Funktion ist zunéchst einmal in (x,y) = (0,0) total differenzier-
bar, denn

22 — 2 22— y?
F(z,y) :fym :F(O,O)Jr(ym)(xfO)Jr L0 (y—0),
— Az (z,y)
Ay (z,y)

ys 2+ P , fiir (z,y) # (0,0)
0 fir (z,y) = (0,0)
nach Epsilon-Delta-Kriterium, denn fiir |(z,y) — (0,0)| = |(z, y)| < € gilt:

wobei Ay (x) = 0 offensichtlich stetig ist und Ay (z) =

2 =y aumet | [a?] + Jp?
F — F(0,0 < =
) = FO.0 =l gty < Wla s

=yl =vy: < Va2 +y?=|(z,y)l2 <e.

Da sie total differenzierbar ist, ist sie insbesondere partiell differenzierbar, und
wir kénnen ableiten wie ein Weltmeister. Fiir (z,y) # (0, 0) erhalten wir (Quo-
tientenregel):

(Bz?y — y?)(2® + %) — 2x(2y —ay®) a4+ daPy? — ot

0, F(z,y) = -
(aj y) ($2+y2)2 Y ($2+y2)2

3 2Y(.,.2 2 _ 9u(a3y — z13 40 202 — ot
ayF(%’y):(x 3zy®)(x ﬁ;y)”y(xy zy®) _ 2 daty —y
(% +?) (2% +9?)?



Es ist leicht zu erkennen, dass lim,_,q+ 0, F(z,0) = lim,_,o- 8, F(x,0) =0
bzw. lim, o+ 0,F(0,y) = lim,_,o- 0, F(0,y) = 0 gilt, und somit ist F' in allen
Komponenten partiell differenzierbar mit

ot faz2y? gt

0, F(z,y) = {g @ 7)?

2t da?y? —yt

TV Y i
e - [

fiir (x,

Diese Ableitungen sind als Zusammenstellung differenzierbarer Funktionen in
(z,y) # (0,0) offensichtlich wiederum partiell differenzierbar. Andererseits er-
halten wir:

0,F(0,y) =4 ¥ f}.lry#O,zfy’ 0, F(,0) = 1 © furac;éO,:x’
0 fir y =0 0 firx=0

also ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen
0y F(0,0) = 0y (—y) = —1 # +1 = 0, (z) = 05, F(0,0).

b) Wir haben gezeigt, dass F einmal total differenzierbar ist, also aus Zusam-
mensetzung stetiger Funktionen A;(z,y), As(z,y) konstruierbar ist. Damit ist
F selbst stetig.

10.4 Fiir ein differenzierbares Vektorfeld F : G C R™ — R"™ ist die sogenannte
Divergenz div F : GR erklart durch:

div F(z) := Z@iFi(x)

Berechnen Sie fiir die Funktion r : R™ — R

r(z) = ||z|[2 = fo (Euklidische Norm)

den Gradienten Vr(z) := grad r(x) sowie div Vr(z) fiir « # 0.

Lésung: Zunichst ist r(x) als Norm fiir x # 0 niemals Null, weswegen wir
nie ein Problem haben, wenn r(z) im Nenner steht. Desweiteren ergibt sich fiir
ein beliebiges k mit 1 < k < n die partielle Ableitung nach k von r(z) iiber eine
simple Anwendung der Kettenregel:

1 - 1 Tk
=0 (£52) = s (45 ) = st = 8

i=1

womit sich der Gradientenvektor wie folgt ergibt:

817"(.%) 7?}0 1 T
grad r(z) = =1 | = @ :
Opr(z) T“E;) T



Wiederum die Ableitung der k-ten Komponente nach der k-ten Variable dieses
Gradienten liefert (via Quotientenregel):

O (grad 7)(z) = O vy r(2)Okrr — 2rOkr(x)

r(z) r?(z)
_ r(@) — @) R S PR
- 7’2(!E) - 7"3(£C) (T (J)) ‘rk)v

womit fiir die Divergenz folgt:

n

div grad r(z) = Z@i(grad r)i(x) = Z ! (r}(z) —a?) =

3
i=1 i=1 " (l‘)




