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CHAPITRE

() Le programme

Contenus

Second degré

Forme canonique d’une fonction
polyndme de degré deux.
Equation du second degré,
discriminant.

Signe du trinome.

Capacités attendues

o Déterminer et utiliser la forme
la plus adéquate d’une fonction
polyndéme de degré deux en vue
de la résolution d’un probléme :
développée, factorisée, canonique.

Commentaires

On fait le lien avec les
représentations graphiques
étudiées en classe de Seconde.

O Des activités algorithmiques

doivent étre réalisées dans ce cadre.

@ Noflre poinl de vue

Nous avons choisi de commencer le livre par ce chapitre consacré au second degré, car il fournit des
meéthodes et des outils que 'on pourra réutiliser dans les chapitres suivants. Apres deux paragraphes
consacrés a la résolution d’équations et d'inéquations du second degré, le dernier paragraphe reprend
ce qui a été vu en Seconde : la forme canonique d’une fonction polyndéme du second degré fournit les
coordonnées du sommet de la parabole représentant cette fonction, le coefficient indique dans quel
sens est tournée la parabole. La forme canonique permet ainsi de dresser le tableau de variation d’'une
fonction du second degré. Cest pour cette raison qu’il nous a semblé inutile de proposer dans ce chapitre
des démonstrations algébriques du sens de variation d’une fonction du second degré. Il nous semble
que nous avons ainsi suivi ce que préconisent les programmes « On fait le lien avec les représentations
graphiques étudiées en classe de Seconde ».

Les schémas et légendes qui figurent a la page 14 donnent un résumé complet et argumenté des
différents cas possibles.

Dans les exercices que nous proposons, lorsqu’il est question de déterminer les variations d’'une fonction
du second degré, de chercher son maximum ou son minimum, nous considérons que ces informations
se déduisent de la forme canonique et des indications qu’elle fournit sur la parabole représentant la
fonction en question.

Nous avons veillé a proposer des exercices dans lesquels la réponse n’est possible que si « I’on choisit
la forme adéquate » de la fonction du second degré.

Des exercices demandent explicitement d’utiliser la calculatrice ; c’est bien str un outil de vérification
pour la résolution d’équations ou d’inéquations, mais elle peut aussi aider I'éleve a comprendre
pourquoi certaines techniques sont fausses (par exemple, diviser les deux membres d’une égalité par
une expression contenant la variable) parce ce qu’il trouve est en contradiction avec ce qu’il peut lire
sur I'écran de sa calculatrice.

L'utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique est préconisée dans certains exercices pour conjecturer
des propriétés ou déterminer des ensembles de points.
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Nous avons également veillé & proposer quelques exercices qui font intervenir la logique (proposition
directe, réciproque ou contraposée), d’autres dans lesquels il faut écrire et faire fonctionner des algorithmes.
Les deux TP qui figurent a la fin de ce chapitre utilisent divers outils TICE : calculatrices, logiciel de

calcul formel et tableur.

Les notions abordées dans le chapitre 1

1. Equations du second degré
2. Factorisation et signe d’un trindme

3. Représentation graphique d’une fonction polynéme du second degré

(3 Avant de commencer

Se tester avec des QCM

OC; 98; OA;
Osetc; Ocetd; @C

Se tester avec des exercices

0 a. A(x) =x(6x - 5).
b. B(x) = (4x - 3)2.

€. Cx) = (x=7)(x + 3).
Qa.x=00ux=§.

b.x=7.
c.x=+13 oux=-+13.

Oc;

d.x=-50ux=1.
e.x=-1letx=-9.
f. Pas de solution.

Da. [—6; -%] b.]-3;0[. €.]-%;-12] U [-8;+L.

m a. f est décroissante sur ]- ; 0] et croissante sur
[0+l

b. g est croissante sur ]-o ; 0] et décroissante sur
[0; +oel.

¢. h est décroissante sur ]-o0 ; -2] et croissante sur
[-2; +ool.

d. kest décroissante sur]-o; 1] et croissante sur [1; + .

(®) Activites
Aclivité 1 La meéethode d’Al-Khawarizmi

Cette activité a pour but d'introduire la forme canonique
en proposant une méthode attribuée a Al- Khawarizmi.

1. L'aire du carré est (x + 5)2 ou encore x2 + 5x + 5x + 25,
soit x2 + 10x + 25. On obtient : x2 + 10x = (x + 5)2 - 25.
Comme par hypothése, x2 + 10x = 39 alors on peut
écrire : 39 = (x + 5)2 - 25, soit (x + 5)2 = 64. Ainsi
X+5=80ux+5=-8.Lesdeuxsolutions sont 3 et-13.
2.a.x2+ 12x=45ssi (x + 6)2 - 36 = 45, soit (x + 6)2=81.
On obtient ainsi x + 6 = 9 ou x + 6 = -9, soit deux
solutions 3 et -15.

b. x2+4x-32=(x+2)2-4-32=(x+2)2-36.
Ainsix2+4x-32=0si(x+ 2+ 6)(x + 2 - 6) = 0, soit
(x+ 8)(x —4) = 0. Les deux solutions sont -8 et 4.

4

Aclivité 2 Observation de paraboles

Cette activité a pour but d'introduire le discriminant d’un
polynéme f du second degré et de montrer le lien entre le
signe de A et le nombre de solutions de I'équation f (x)= 0.
Ici on utilise la calculatrice pour visualiser le nombre de
solutions, qui sont les abscisses des points d’intersection
de la parabole représentant f avec I'axe des abscisses.

a b 4 A N
f(x) 3 2 -5 64 2
gx) -9 13 10 529 2
h(x) 6 5 0 25 2
k(x) 5 1 3 -59 0
j(x) 2 -8 8 0 1




Actlivité '3 Avec des polyntmes
du second degre

Les éleves savent maintenant déterminer la forme
canonique d’un polynéme du second degré. On se propose
ici d'établir que I'on peut ainsi, dans certains cas, en déduire
la forme factorisée de ce polynéme et étudier son signe.
1.f(X) = (x+4)2-1=(x+ 5)(x + 3). Al'aide d’un tableau
de signes, on en déduit que f(x) est positif si x < -5 ou
x > -3, négatif si x est compris entre -5 et -3.
2.g(x)=-(x-3)2+ 16 =(4 + x - 3)(4 - x + 3), soit
gx) =K+ 1)(-x+7) = -(x+ 1)(x = 7). On en déduit
que g (x) est positif si x compris entre -1 et 7, négatif
six<-Toux>7.

3. h(x) = (4x + 1)2, donc h(x) est positif ou nul pour
tout réel x.

4. k(x) =3(x+ 1)2+ 1. On peut en déduire que k (x) est
strictement positif pour tout réel x.

Aclivilé 4 Des paraboles qui changent
de forme
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_activite4a.ggb, 01S_activite4b.ggb
et 01S_activite4c.ggb (Geogebra). Dans chacun des cas,
on a créé un curseur qui permet d’animer la figure et de
conjecturer les résultats que I'on va ensuite démontrer.

 exercices

L'objectif est d’établir le lien entre la parabole et les
coefficients a, b et c de la fonction polynéme associée.
Cette activité permet d'introduire le dernier paragraphe du
cours et devisualiser les propriétés qui vont étre présentées.
Nous proposons aussi sur le site un fichier Geogebra et
un fichier Geoplan regroupant les 3 courbes : 01S_
activite4.ggb (Geogebra)et 01S_activite4.g2w (Geoplan).

1. Lorsque c varie, les paraboles se « déplacent
verticalement ». En effet, les sommets de ces parabole
ont tous la méme abscisse x = —1. Les sommets des
paraboles appartiennent ala droite d'équation x=-1.

2. Lorsque bvarie, les paraboles se déplacent en gardant
la méme forme; elles sont toutes tournées vers le haut,
conservent le méme écartement. Elles coupent deux
fois I'axe des abscisses lorsque b < -2 ou b > 2; elles
sont tangentes a I'axe des abscisses lorsque b =2 ou
b =-2.Pour b compris entre -2 et 2, elles ne coupent
pas |'axe des abscisses. Elles passent toutes par le point
de coordonnées (0; 1).

3. Lorsque a varie, les paraboles changent de forme.
Lorsque a est positif, elles sont tournées vers le haut ;
lorsque a est négatif, elles sont tournée vers le bas. Elles
passent toutes par le point de coordonnées (0 ; -1).
Sia > -4, elles coupent deux fois I'axe des abscisses.
Si a < -4, elles ne coupent pas I'axe des abscisses. Si
a=-4,la parabole est tangente a I'axe des abscisses.

POUR DEMARRER

[EM 1. Equations du second degré : a, d, e.
Ela.f)=x2+6x-9.a=1,b=6,c=-9.
b.f(x)=4x2+13x+8.a=4,b=13etc=8.

c.f(x) =36 +12x-12,a=36,b=12etc=-12.
d.f(x) =8x2-3x-15,a=8,b=-3 etc=-15.
e.f(x) =3x2-6x-5,a=3,b=-6etc=-5.
ENr)=(x+22-3;9(x)=Kx-3)2-16;
hx)=x+6)2;k(x)=(x-1)2+2.

BN =2x+3)2-23;9(x) =—(x-1)2+6;
h(x)=-(x+1)2+17;k(xX)=(x+4)2-16.

IEla.16; b.9; c.49; d.124; e.233; f.64.
EHla.1et-3; b.-let-2; c.-let3; d.0et9;
e. L'équation n’a pas de solution.

A a. pas de solution b.-2et-10 «. g

d.9et5 e.%et#.

BN On résout I'équation n(n + 1) = 702,
soitn?2+n-702 =0. Les entiers consécutifs sont 26 et
27 ainsi que -27 et -26.

ENA(X) = (x+3)2; B(x) = 4x(x + 2) ; C(x) = -(x - 5)(x + 3) ;
D)= (x+7)(x+ 11).

B (9 = (x— 1)(x+ 9); Fl9) = (x+%)<x—2);
G(x) ne se factorise pas ; H(x) = (4x - 5)(4x + 5).

EEN 7(x) est positif ou nul si x < -6 ou x = 4, négatif sinon.
g (x) est toujours strictement positif.
h (x) = (3x + 1)2 donc toujours positif, nul pour x = —

W=

j(x) est positif ou nul si x < -2 ou x = 0, négatif sino

>

EEX£(x) est positif ou nul si x < % oux = 1, négatif sinon.
g (x) est toujours strictement positif.

h (x) est positif ou nul si x < 1 ou x = 2, négatif sinon.
EEla.x<-100ux=1.
c. Pas de solution.
Eda.R. b.x <-lToux=09.

b. Pas de solution.

€.-6<x<0.
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EH Le coefficient de x2 est positif ; le discriminant est
positif.

XA fest représentée par P, g est représentée par P,.
XA f est décroissante sur - ; 1] et croissante sur
[1; +[. La parabole représentant fa pour sommet le
point S(1;-9).

X La parabole représentant fa pour sommet le point

S(3;-4).f(x)=0six=1oux=>5.
POUR S’ ENTRAINER
Ea.f)=6x+1)2-11; b.g()=-2(x-2)2+8;
L A i) = —5(x — 1)
c. h(x) 3(x 6) +12, d.j(x)=-5(x-1)2+2.
37 . 381,
Eda. f(x) ( )—ﬁ,bg(x)—(x+2) 7
1)} 57 1V 57
C.h( )——8(X+ ) +§; doj(X)Z—z(X—Z) E.
1 2
Ela. (v (X+E) 3; b.g(X)=9(x-2)2+1;
c. h(x)=-3x2+3; d.j(x)=2(x+2)?+18.

ma.A=§ ;b.A=121;¢.A=97;d.A=7.
Ela.A=25;b.A=-80;¢c.A=0;d.A=217.

3 7
Eda.-Zet=;b.0ct16;c.-3et5;d.0et=;
3 5 2
e. Pas de solution.
Eda éetz~b 8et—g C —letZ'd Pas de solution;
‘22" 2" 4 ay !
e.let1l.

Ed a.-3;b.-15et5; c. Pas de solution ; d Z

3—«/5 3+\/§
2
ma.13—~/145 13+4145 b—9et 2
12 12 13

¢. Pas de solution ; d. 0 et Lo ;e.0et E

5’ 57
EJa.1-2et1++2;b.0et5;c. Pasde solution ;

d.—2et—ﬂ;e.4et—g.
7 9

17
Ela.- et5 b.-— et5.

4
17 9 -
ma-—Set—g;b.—geﬁ;c. 27 1Z‘lget 2722‘/3_3;
d. 4.
EZA Algorithme : Saisir a, b, ¢
-b
Affichera = —
2a
__b2-dac
Afficher p = - ia

3-413

EE] Les solutions de I'équation sont ————= et
34413 2
— Avec la commande Solve on obtient deux

valeurs approchées de ces solutions : -3,305 et 0,302.

[EZJ Apreés transformation, on obtient : 2x2 - 24x + 20 = 0.
Solutions : 6 + V26 et 6 — v26.
Avec Solve: 11,09 et 0,9.

ES 2 + 4x + 4 =0, soit (x + 2)2 = 0. Solution : -2.

[EA Les équations a. et ¢. ont les mémes solutions.

1-+5
==

[EZA L'autre solution est
[EX) c = -12. L'autre solution est 4.

E& A =9 -36a,doncsia = % I'équation admet une
unique solution : - 6.

£ A = 169 - 44, donc I'équation a deux solutions
distinctes sia < % .

[EZ0 A = b2 - 20, donc I'équation n’a pas de solution si

245 < b < 245,

IEZA A = b2 + 24 toujours strictement positif, donc il y
a toujours deux solutions.

1
EIA=1 +4c,doncA<Osic<—Z.

2 Algorithme :
Saisir a, b ,c
d prend la valeur b2 — 4ac
sid<0
alors afficher « pas de solution »
sid=0
alors afficher « une solution »
sid>0
alors afficher « deux solutions »
Fin si
TI CASIO
méme programme avec 2 A
« prompt » pour rentrer 2B
des valeurs et « disp » 2 C
pour afficher B2 _4xAxCr>D
IfD<0
Then « pas de solution »
Else
IfD=0
Then « une solution »
Else
IfD>0
Then « deux solutions »
If end

EH a. L'énoncé est faux, on le prouve a l'aide d'un
contre-exemple : x2 + 2x - 3 et 2x2 + 4x - 6 ont les
mémes racines mais sont deux polynémes distincts.
L’énoncé réciproque est « si deux polynémes sont
égauy, ils ont les mémes racines », vrai.

b. L'énoncé est vrai, I'énoncé réciproque également.



A a. A = b2 - 4ac, donc si a et ¢ sont de signes
contraires, alors ac > 0 et A est positif. Donc la
proposition est vraie.

b. La proposition réciproque est fausse, contre exemple:
I'équation x2 - 6x + 5 =0 admet deux solutions ; pourtant
a et ¢ sont de méme signe.
c.Enoncédelacontraposée: «sil'équation ax2+ bx+c=0
n’a pas de solution, alors a et ¢ sont de méme signe ».
Vrai car si A = b2 - 4ac < 0 alors 4ac > b? et donc
nécessairement le produit ac est strictement positif,
ce qui signifie que a et ¢ sont de méme signe.

2
A Faux, la forme canonique est 4 (x + %) +9.
53 Vrai, A = - 456.
EEAVrai car A > 0 puisque a et ¢ sont de signes contraires.

[ Faux. Par exemple : x2 + 2x - 3 et 2x2 + 4x - 6 ont
les mémes racines.

[EZ0 On détermine les réels positifs x et y tels que :
X+y=24etxy=135.

On résout I'équation : x(24 - x) = 135

soit: —x2 + 24x — 135 =0. On obtient: x=15 ety = 9.

mx+i=%soit21x2—58x+21 =0.
X

Les réels sont : 3 et Z.
7 3

Elx+l=Qsoit40x2—89x+4ozo.
X 40

Les fractions sont g et g .

Ed(a-1)2+a*+ (a+1)2=1877 soit a’= 625.

Les entiers sont 24, 25 et 26.
EA(a-22+@-1)2+a*+(@+1)2=42(a+2)

soit 4a2 - 462 — 78 = 0. A = 841. La solution entiére de
cette équation est a = 13 (I'autre solution est —% ).
Les entiers cherchés sontdonc: 11,12, 13, 14 et 15.

[EA On cherche les nombres positifs a et b tels que :
a+b=46eta+b++a? + b2 =80.0nestconduitarésoudre
le systétme:a + b =46 eta?+ b?=(80-46)2=1156.
On pose b =46 - a, on obtient: a2 - 46a + 480 = 0. Soit
a=16oua=30.

Les cOtés de ce triangle mesurent : 16, 30 et 34.

2 On cherche a et b tels que : a + b =58, on suppose
a>balorsab+a=2814.

On obtient:a(58 —a) + a= 814 soit a? - 59a + 814 =0.
Les solutions de cette équation sont 36 et 22.Sia=22,
b =36 ce qui convient. Sia =22 alors b =37, ce quine
convient pas.

E3 1l faut résoudre I'équation : 10 2= 220 / + 100 = 0.
A=444.0nobtient /=11 -v1110ul=11++111.

& Le nombre n de participants est la solution positive
de I'équation w =325,
Soitn?-n-650=0.A=2601etn=26.

X 2. a. Il faut résoudre I'équation n(nz— 3) n
soit n2 - 5n=0. La solution qui convient est n = 5.
2. b. Il faut résoudre I'équation w =09,

soit n2—3n-18 =0. La solution qui convient estn = 6.

2. c. Il faut résoudre l'équation w = 434,

soit n?-3n-868 = 0. La solution qui convientestn =31.

I Il s'agit de trouver deux réels a et b tels que :
1 1
-
a+b - E et a b = é
2 2 2 2
soita+b=>5eta+b=3ab.Enremplacant b par5-aq,
on obtient 5 = 3a(5 - a) soit I'équation :

15 ++165 etb=15—\/165
6 6 '

3a2-15a+5=0.D'oua=

21 si n désigne le nombre de bancs et p le nombre
de personnes par banc,ona:
np =800 et (n - 20)(p + 2) = 800.
En exprimant p en fonction de n, on obtient I'équation:
2n%-40n - 16 000 = 0.
La solution qui convientest n = 100. Iy a 8 personnes
par banc.

B Soit n le nombre de personnes devant se présenter
etplapartde chacun.L'énoncé se traduit par: np =380
et (n - 6)(p + 4,80) = 480. En exprimant p en fonction
de n, on obtient I'équation : 4,80n% - 28,8n -2 280 =0
soit n? - 6n — 475 = 0. La solution positive de cette
équation est n=25. 25 personnes devaient se présenter
et chacun devait recevoir 15,20 €.
IEZ1 Il s'agit de résoudre I'équation :

1075=n(n-5) + (n - 10) soit N2 - 4n -1 085 =0.
On obtient n = 35.

A L'équation se raméne a:x2 + 9x - 27 = 0, solutions

—9-3\21 ot 94321

2 2
2 _
3 On obtient: X~ X+ 10 8x+16 _ () soit (x-4)2=0,x=4.
2_ _
22 Aprés réduction, on obtient : XT-42x-88 _ 0,
7x +35
les solutions sont x = -2 et x = 44.
2 _ _
IEE3 Aprés réduction, on obtient 9% -50x =176 _ 0,
24x — 48

R 22
doux=80ux=—?.

21 On factorise par x. Solutions x=0 oux=-2 oux=3.

52
EZ Les quatre solutions sont : -2, - 3 3¢t 7.
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AN En exprimant y en fonction de x, on obtient :
x2+(5-x)2=13, soitx=2 oux = 3. Les couples solutions
sont:(2;3)et(3;2).

EZ1 a. (x + 2)(5x - 4) ; b. Pas de factorisation ;

¢. Pas de factorisation ; d. (2x + 9)2; e. (x + 3)(5x — 4).

E&la. -(x- 1)3x-4); b. (-x+ 1)(2x-9);

c. A=3159, les racines sont -3 — V789 et -3 + V789
d’ou la factorisation 1 (x=x)x=x3);
d.—(x-1)(x-6);e.(x-6)(x-8).

[EZ3 a. Pas de factorisation ; b. (x2— 5)%;

¢. Pas de factorisation ; d. | x + %) ;@ (7x-5)(-3x+9).

EA (x-1)(x-4).

EA (x - 6)%

EZA x?- 3x -10 ou 2x2 - 6x - 20.
m% (x - 1)(x—2)=% (x2=3x+2).

EE1.f00=(x-1)(x+3).
2.x-1)(x+3)=3(x-1)(x+9),soit (x—1)(-2x-24)=0.
Les solutions sontx=1etx=-12.

3. et 4. La calculatrice montre que I'équation
f(x) = 3(x — 1)(x + 9) a deux solutions car les courbes
représentatives des deux fonctions se coupent deux
fois. Cela peut aider les éléves a comprendre que sil'on
simplifie par (x- 1) I'équation (x— 1)(x+ 3) =3(x=1)(x +9)
on oublie une solution.

Cet exercice a pour but de les aidera remettre en cause
cette procédure qui conduit a une erreur.

[EX L'exercice repose sur la méme idée.

7x2-6x-16 = (x - 2)(7x + 8). La calculatrice montre que
I'équation 7x2 - 6x -16 = -2x + 4 admet deux solutions.
La résolution algébrique le confirme :

(x=2)(7x + 8)=-2(x - 2) équivaut a:

(x=2)(7x + 10) = 0. Les solutions sont 2 et — g

[EXN Vrai. Le polynome se factorise car il admet deux
racines (A = 25 4+ 24 = 49).

EE Faux. 3x - 6)(3x + 3) = 9(x -2)(x + 1).

[EEX Faux, démonstration par 'absurde. Sile polynéme
admet trois racines distinctes, il peut s'écrire sous forme
factorisée : a(x — x;)(x — x,)(x — x3). Quand on développe
ce produit, on obtient un polynéme de degré 3.

EZ a. f(x) positif ou nul sur J-o ; =13] U [1 ; +[,
strictement négatif sur]-13; 1[.

b. g (x) positif ou nul sur]-o;-8] U [0; + [, strictement
négatif sur1-8; O[.

¢. h(x) est positif pour tout réel x, nul si x = 3.

d. j(x) est strictement positif pour tout réel x.

EH a. -2(x + 3)2 donc toujours négatif ou nul ;
b. g (x) = (x - 1)(4x - 5) donc g (x) est positif ou nul sur

5
-0, -1JU|—; +@
|- ][4

, strictement négatifsur]1 ; %[

c. h(x)

SUI’:‘—

d. j(x) = —x(4x + 9) donc j(x) strictement positif sur

—(x = 5)(2x + 1) donc h (x) strictement positif

N =

;5 [ négatif sinon.

} —% ; 0 [ négatif sinon.

A a. f(x) =—(6x - 1)2 donc négatif pour tout x distinct
de 6, nul six=6.

b. g (x) (A=-11) donc g (x) est strictement négatif pour
tout réel x.

c.h(x) = x2-8x+ 16 = (x-4)2donc positif, nul pour x=4.
d.j(x) =48x2+ 10x + 13, le discriminant est négatif donc
g (x) est strictement positif pour tout réel x.

ma.]—w;S[u14;+oo[;b.B : 4];
12
C-]-OO;—S]U[O;+00[;d.4(x—z) >0;

e.(2x-3)2<0.Leréel x= A est la seule solution.

1

88 -1 -3 ; %} ; b. Pas de solution; ¢.]-1; 7[;

d.2x2+8x-10=0douS=]-o;-5] U [1;+[;
e.]-»;-3]U [% ; +oo[.
EEl a. 9x2 - x + 4 > 0 tout réel x est solution ;

b.1-13;1[;
c.(—14x—2)(—4x+4)>Osoit5=}—oo; —;]U[l s+

—_

d.11x2+6x—17$050it5=[—%; };
e 9 9
e.(2x+9)(2x—9)>050|t5—]—oo; —E[U}E; +°°[-

EXl a. 5x2 - x + 14 > 0, pas de solution (discriminant
négatif). 6

b.11x(11x—6)s0d’0(1$=[0; ﬁ] .
€. 14x2-123x-6 < 0d'ou S=[—§ ; \E]

EAx2+9<0;-x2-1>0.
EEl —(x - 4)(x + 2) > 0 soit —x2 + 2x + 8 > 0.
E@ 2(x - 3)(x - 5) = 2x2 - 16x+ 30 = 0.

EA Pour que cette inéquation n‘ait pas de solution, il
faut que le discriminant soit strictement négatif ; c'est-
a-dire que a? -16 doit étre négatif. Il faut donc que a
soit strictement compris entre -4 et 4.



[EZ2 1. La proposition contraposée est : « si A = 0 alors
il existe un réel x tel que f(x) positif ou nul. »

2. La proposition % est vraie car si f(x) < 0 pour tout réel
x cela signifie que f(x) n"admet pas de racine (donc A < 0)
et que le coefficient de x? est négatif. Ce qui signifie
d‘ailleurs que la proposition contraposée est vraie.

3. Laproposition réciproque est « si A < 0 alors pour tout
réel x, f(x) est strictement négatif ». Cette proposition
est fausse, un contre exemple le prouve. Le polynéme
f(x) = x% + x + 9 a un discriminant négatif mais f(x) est
positif pour tout réel x.

EXA Faux, 1 000x2 - 1 est négatif si x est compris entre
-1 +1

— et .
10410~ 10V10

EXA Vrai car si f(x) = 10x2 - 3x + 5, f(x) est strictement
positif pour tout réel x (A < 0) donc 10x% - 3x > -5
pour tout x.

[ 6x2 - 11x > 2 5i 6x2 - 11x - 2 positif c'est-a-dire si
(6x+ 1)(x—2) positif. Or (6x + 1)(x - 2) positif pour x< -

Nl=o|=

ou pour x > 2. Dong, si on prend par exemple x = -
alors 6x2 — 11x < 2. Ce qui prouve que l'affirmatio
est fausse.

ELX 52 > 3x+ 14si5x2 - 3x - 14> 0

or 5x2 - 3x — 14 = (x - 2)(5x + 7) donc ce polyndme est
positif six > 2 oux< -

>

=

. Donc I'affirmation est vraie.

N|w,

L a. Axe de symétrie : x = 3, sommet (3 ; - 8).

b. Axe de symétrie : x = - g, sommet (—g— ; A;)

5 41

54
d. Axe de symétrie : x= 1, sommet (1; 1).
[IE Le sommet de @ est le point (-1 ; 2) donc & ne
coupe pas I'axe des abscisses car elle est tournée vers
le haut (a=1).

- 5
c. Axe de symétrie : x = 2+ sommet

[LZ La parabole ? ne coupe pas I'axe des abscisses
car A < 0. Comme elle est tournée vers le haut, elle
est toujours située au-dessus de I'axe des abscisses.

L3 25x2 - 10x + 1 = (5x - 1)2 donc la parabole %
est située au-dessus de I'axe des abscisses et elle est
tangente a I'axe des abscisses au point x = % .

[ Le polyndme —6x2 + 11x + 2 a deux racines - — et
2. Donc la parabole % coupe I'axe des abscisses aux
points d'abscisses o et 2. Elle est située au—qessus
de l'axe des abscisses pour x compris entre "% et 2,

au-dessous sinon.

I La parabole a un seul point d'intersection avec (Ox)

si A =0 c'est-a-dire si 36 - 4a=0. Ce quidonne a=9.

L3 Les coordonnées des points d'intersection sont

(-2;0) et % ; g .Pour déterminer la position relative

des deux paraboles, on étudie le signe de la différence :
(x2 + 2x) - (-2x2 - 3x + 2) = 3x2 + 5x - 2. La parabole
P est au-dessus de la parabole P’ si x < -2 ou x > 3

EET] 1. a est positif, le discriminant également.
2. g est négatif, le discriminant également.

EEEl A corresponda®, B: %, C:®, D:P,
EEE] La parabole située sur la gauche a pour équation :
y=2(x+1)2+ 1.La parabole de droite a pour équation
y=-(x-2)2+3.
EEE] L'équation f(x) = 0 admet deux solutions ~15 et 20.
Lafenétre étant mal choisie, ces solutions n‘apparaissent
pas a I'écran. Exemple de fenétre adaptée :

Xmin =-20, Xmax = 25, Ymin =-20, Ymax = 30.
ﬂny=—% (x+1)2+5.
BEy=-2(x+2)x-6).
By =ax2 + bx+ cavecc=1,4a + 2b=-10 et
4a -2b=-14.0n obtienta=-3 et b =1
douy=-3x2+x+1.
EEEd f(x) = a(x =7)2+ 11 avec a négatif.
EEE (x) = a(x + 5)2 = 9 avec a positif.

EEEl f(x) = —(x - 1)2 = 9 donc fadmet un maximum - 9

pourx=1.

2
EXfx=3 (x + g) - % donc fadmet un minimum

100
3
EEZ] Le javelot part & 2 métres de haut. La hauteur

maximale atteinte est 17 m (au bout t = 3 secondes)

5V3 +485

et le vol dure secondes soit environ

3,58 secondes.

EEE 1. L'énoncé direct et sa réciproque sont vrais.

2.L'énoncé est faux; on le montre a l'aide d'un contre-
exemple. Si f(x)= x2 - 3x + 2, ¢ > 0 et la parabole qui
représente fest au-dessous de I'axe des abscisses pour
x compris entre 1 et 2. Par contre, 'énoncé réciproque
est vrai : si la parabole d'équation y = ax? + bx + ¢
est au-dessus de 'axe des abscisses alors a > 0 et
b?-4ac < 0soitc> Z—: ce qui entraine que c est positif.

EEZ Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
01S_exercice124.ggb (Geogebra)

et 01S_exercice124.g2w (Geoplan).

1. On trace la parabole d’équation y = 2x + 5x + 4, on
définit un curseur a variant de -5 a 10 et on trace la

Chapitre 1 Le second degré 9



droite d'équation y = ax + 2. En faisant varier g, on
constate qu'il y a trois cas possibles.

2. SoitI'équation 2x2 + (5 - a)x + 2 =0, on calcule A, on
obtient A=a%-10a + 9.

Par conséquent, sia < 1 ou a > 9, A est positif : la
parabole et la droite ont deux points d'intersection.
Sia=1o0ua=9,ilnyaqu’un point d’intersection. Si
1 < a <9, ladroite et la parabole n'ont pas de point
d'intersection.

EEX Faux, le sommet est (—% ;- %) )

EEX Vrai car -9 et 1 sont les racines de -2x2 - 16x + 18
eta<o0.

EEZ] Faux, g admet un minimum car la parabole est
tournée vers la haut (a > 0).

EEX] vrai, le sommet a pour coordonnées (-2 ; —4)
eta>0.

[Ef(x):OSIX:Soux:—g doncsix<—§ oux>5,
f(x) <O.

EED Les racines sont 1 et —% donc si x < —% ou
x>1,f(x)>0.

EEX] La fonction est croissante sur ]- o ; 2], décroissante
sur [2; +o°[. Son maximum est f(2) = -1.
EBy=2(x+5)x-3).

EEy=-7(x+1)2+4.

EEZ} 1 s'agit de résoudre I'équation =3x2 + 10x + 17.=0.

5-219 et5+2Jﬁ
3 3

Les solutions

.Les points d'inter-

5-2V19 -41+8JE)

section ont pour coordonnées

ot [5+219 —41—8«/1_9)

3 4 3

3 3
La parabole est au-dessus de la droite si :
-3x2+10x+17 >0
5-2419 , 5+2V19
5 .

soit x compris entre 3

POUR FAIRE LE POINT

OA; @po; ©D; OB CetdD; OB;
eAetD; OB; OA; QC.

EEB a. Aprés réduction au méme dénominateur, on

_x2 _
obtient : 2(7)(7)6 =0. Les solutions sont -3 et 2.
X\X + _Qy2 _

b. L’équation est équivalente a: —8x7 - 8x+13 0.

x-TKx+2)

10

Les solutions sont :

-2-430  -2+130
4 4
2x2 - x =27 _
x2-9
1+4217
VR
EEH En posant y = 30 - x, on se raméne a I'équation :
Xx2+42x-1080=0. Les solutions sont x = 18 ou x = -60.
On obtient deux couples solutions: (18;12) et (-60;90).

¢. L'équation est équivalente a: 0.

1-4217

Les solutions sont : 2 et

EEX Les abscisses des points d'intersection des deux
courbes vérifient I'équation 2x2 - x -2 =0,

1-V17 1417
—

soitx = etx
4

EEX] Les abscisses des points d'intersection des deux
courbes vérifient I'équation x2 - 5x + 4 =0, soitx=1o0u
x=4.Les points d'intersection ont pour coordonnées :

(1 : %) et @:1).

EE1.2u2+u-6=0,u=-2 ouu==d'oules solutions

2
de I'équation (E) sont : x = - \E etx= E

2. Siu=x?alors u? +4u-5=0,soitu=1ou-5. Les
solutions de I'équation bicarrée sontx=1et x=-1.

[N a. Siu=x2, alors u=2ouu =6, ce qui donne deux
solutions pourx:«/f,—«/f,«/get—«/f.
b.u=-4-2V7 ouu=-4+2V7 soit x=V-4+2V7
ou—-4+247.

¢.u=-2o0uu=-6,I'équation n'a pas de solution.

[H a. Si u = Vx, on obtient : u= 1 ou u = -5. Soit une
solutionx=1.

b. De méme, on obtientu=1ouu = % soitx=1ou

2
X=|=.
7 1
c. En posant u=—, on obtientu=2ouu=-3
X

. 1 1
soitx=—oux=-—.
2 13
EE2 Si u = x + —. L'équation E est équivalente a
X 2
10u2-77u+130=0;0n obtientu:g ou u:?—o.
On en déduit les valeurs possibles pour x:0,5,2,0,2 et 5.
EZE On se raméne a I'équation : 36x% - 97x2 + 36 =0
soit x2 = — ou x2 = z Le nombre cherché est donc

. L2 . 2
égal a = ou bien - =.
3 3

EZZ Soit n le nombre de jours de travail du pére et s son
salaire quotidien. Le probléme se traduit par les deux
équations : ns = 500 et (n - 5)(s — 8) = 240. On trouve
que s est une solution de I'équation : s2 - 60s + 800 = 0.
On obtient s = 20 ou s = 40. Si s = 20, alors n = 25 ; si
s=40alors n= 12,5 ce qui est exclu.

Conclusion : le pére travaille 25 jours pour un salaire



quotidien de 20€ (!); le fils 20 jours pour 12 € par jour(!).
NB : I'énoncé conduit a des résultats peu crédibles...
(B ab =858 etVa? + b2 =72,5.0n trouve que a est une
solution de I'équation : a* - 5 256,25a% + 736 164 = 0.
Onobtienta=12,b=71,5etI'hypoténuse de ce triangle
rectangle mesure 72,5. Le périmétre est 156.

ﬂE]—w;i%é]U[1;ﬂ.

ma -3x2+20x -7

<0
X-6
coit 10—«/5;6 g 10+«/7_9; vool,
3 3

b.10; 11 UJ2; +ol.
c. _2X_4>OsoitS=]—OC;—2[.

x2+4
d —x2+10<O

T x2-9

soitS=1]-%; 101 U1-3;3[ U [V10 ; + 0.

EZEI Dans cet exercice, la calculatrice sert a conjecturer,
vérifier ou corriger des résolutions algébriques
d’'inéquations.

2.2X_1>Osix<%oux>3.
_ 2 _
4.2X 1>—5x+7équivautézwq>0
x-3 Xx-3
N 2V
soitM>0. D'ou x> 3.

EEE) Il s'agit d'étudier le signe de I'expression :

- 2
X=2 _(x-1)soitle signe de XA4X
X+2 D)

Ainsi, la courbe 7€ est située au-dessus de la droite &
sixe[-4;-2[U[0;+oo[.
EOx2-8x+7=0six<1oux=7.
X+2)(x-3)=0si x<-2oux=3.

Doncx?-8x+7 =0et(x+2)(x-3)=0
six=-2oux=7.

[E1 3. a. L'équation 5x2 +13x - 18 = 0 admet une

solution évidente : 1. Comme le produit des racines
18

est égal a T I'autre solution est —=
3.b. L'équation 7x2 + 20x + 13 = 0 admet une solution
évidente : -1. Avec le méme raisonnement, on trouve
que l'autre solution est - E.

¢. Pour qu’une équation du second degré admette deux
racines de signes contraires, il faut que leur produit <
soit négatif donc que a et c soient de signes contraireg.
d. Pour que les deux racines soient négatives, il faut

que leur prodwt — soit positif et que leur somme —b

soit négative. Donc les réels a, b et ¢ doivent étre de
méme signe.

EEZ 1. S'il existe deux réels a et b dont la somme est
Setle produit Palors a(S - a) = Psoita?-aS+P=0.
aet bsontdonc solutions de I'équation : X2- SX + P=0.
Cette équation admet deux solutions si S2 - 4P est positif,
si S2— 4P est nul, il y a une racine double.

2.l s'agit de trouver deux réels positifs tels que S=28
et P = 195. Si ces réels existent, ils sont solutions de
I'équation : X2 — 28X + 195 = 0. Les dimensions du
rectangle sont 15 et 13.

3. Algorithme:
Saisir S et P
d prend la valeur S2 — 4P
Sid=0
alors afficher « 5~ % ‘/— A ALl ‘/_
sinon afficher « il n’y a pas de solution »
Fin si
TI CASIO
PromptS,P ?2+—>S?2—>P
S2_4P—d S2_4P—d
If =0 fd=0
Then
s - ‘/— S + J— Ve,
Disp ) .
Else « PAS DE SOLUTION » 2
End S+ «/; 4
2
Else
« PAS DE SOLUTION »
If End
e
purid = | 4 [N

2
x-1
1.+ -2= % donc I'expression est positive
X

puisque x est un réel > 0.
a b c d a d b ¢ .
2, —+—+—+——-4=|=+—-2|+|—+—-2| positif
d ¢ b a (d a ) (c b ) P
car on retrouve la somme de deux expressions positives

de la forme (x + % - 2| (cf. question 1).

3. De méme Q+Q+£+Q+§+£_6 est la somme
f e d c b :

de trois expressions positives de la forme (x +—- 2)
X

a . )
(avec x = 7 puis x = — et enfin x =
e

queg+9+£+g+5+£
f e d c b

EEZ 1. 1l s'agit de démontrer que pour tout réel x,
2x% > 3x -4 s0it 2x2 - 3x +4 > 0.

Le polynéme 2x2 - 3x + 4 est strictement positif pour
tout x puisque son discriminant est négatif et que le
coefficient de x? est positif. Donc la parabole est toujours
au-dessus de la droite.

c .
E)' ce qui prouve

=6.
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2. D’apres ce qui précéde, on peut dire que la longueur
MN est égale a : 2a% - 3a + 4. La fonction f définie par
f(x)= 2x2 - 3x + 4 est représentée par une parabole,
tournée vers le haut ; I'abscisse de son sommet est 3 .
Conclusion:sia= é, la distance MN est minimale.4

EE3 La fonction f définie par f(x) = -2x2 + 7x — 3 est

représentée par une parabole, tournée vers le bas ;

I'abscisse de son sommet est % f z = é.

. 4 8
Par conséquent :
sim > 2—85 I'équation f(x) = m n'a pas de solution

Sim= 2—85 , I'équation f(x) = m a une solution.

Sim< 2—85 , I'équation f(x) = m a deux solutions.

EE3 Les sommets de paraboles d’équations
1

y=ax?+2x+ 1 ont pour coordonnées: —% e P + 1)
(ce qui prouve que ces points appartiennent a la droite
d'équationy=x+1).

&z Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_exercice157.gbb (Geogebra)

et 01S_exercice157.g2w (Geoplan).

On trace la parabole d’équation y = 2x2 +5x + 4. On
crée un curseur b et on trace les droites d’équation
y =-3x+ b. Suivant les valeurs de b, on constate qu'il
y a deux, un ou aucun points d’intersection entre
la droite et la parabole. On valide cette observation
en cherchant le nombre de solutions de I'équation
2x% + 5x + 4 = -3x + b suivant les valeurs de b.
2x2+8x+4-b=0,A=32+8b.

Sib > -4, pas de pointd’intersection ; sib=-4, la droite
est tangente a la parabole ; si b < -4, la droite coupe
la parabole en deux points.

EE3 Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_exercice158.ggb (Geogebra)

et 01S_exercice158.g2w (Geoplan).

On crée de méme la parabole y = 2x2 - 5x + 3, un curseur
m, la droite d'équation y = -2x + m. On fait varier m
pour faire apparaitre les différents cas.

On crée les points d'intersection entre la parabole et
la droite (intersection entre deux objets), on place le
milieu | du segment ainsi créé. En faisant variermeten
sélectionnant trace activée , on constate que les points
| se déplacent sur une demi-droite verticale.
Démonstration :

1. Pour déterminer le nombre de points d’intersection
entre la parabole et la droite, on déterminer suivant
les valeurs de m le nombre de solutions de I'équation :
2x? - 5X +3=-2x+ msoit 2x2 - 3x+3-m=0.

12

A=8m-15.Doncsim > E, il y a deux points d'inter-
section, sim= %, la droite est tangente a la parabole.

2, Sil,, milieu de [A,,B,,], alors son abscisse est la semi
somme des solutions de I'équation :

. 3 . i
2x?>-3x+3-m=0soitx,= R Les points I, décrivent

R . : 3. .
donc la demi droite d’équation x = 2 issue du point
3.3

3
2. 2] avecx==,
(7 3foer=d
EEX Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_exercice159.ggb (Geogebra)

et 01S_exercice159.g2w (Geoplan).

On définit un curseurm et on trace la droite d'équation
y=mx+ 1-m, droite de coefficient directeur m passant
par A. En faisant varier m, on conjecture pour quelle
valeur de m, la droite est située entiérement « en
dessous » de la parabole.

1. La droite de coefficient directeur 3 passant par A
coupe la parabole aux points de coordonnées (1 ; 1)
et(2;4).

2. Ladroite est au dessus de la parabole pour x compris
entre 1 et2 (x2-3x+2>0).

3. On cherche m tel que, pour tout réel x :
xX2-mx-1+m=0.
A=m?-4m+4=(m-2)2.Doncx’-mx-1+m=0

pour tout réel x sim= 2.
I Un point M est 4 égale distance de F et de la droite
9 si et seulement si :

7] =i

La parabole d'équation y = x? a pour foyer le point

3

1

et pour directrice la droite d’équation 9,

y=-z~
. c c? )
& Six=v, +v, alorsx== + 41+ —. Une des solutions
1 2 4 s
del'équation x-—=c(soitx2 - cx-1=0) est %
X
soit v4 + v;.

2 Soit ala longueur du segment que I'on partage et
xlalongueur du « partage » (x est donc un réel inférieur
aa).Lerectangle « compris sous la droite entiere et 'un
de ses segments » a pour dimensions a et x, le carré
de «l'autre segment » est (a — x)2. Soit (a — x)2 = ax, qui
équivaut a:x%-3ax+a?=0.

Cette équation admet deux solutions : @ et

3a+ a5 . N . .
————.Onretient la premiere solution, puisque, par

hypothese (« partage ») x < a.



& Soit O I'objet, mg sa masse, x la distance entre cet
objet et la terre. Il s'agit de déterminer le nombre de
solutions de I'équation : My =M, _ M =M,
x? (d - x)?

Tous calculs faits, on obtient : A = 4d?(My- M) (M, - M,).
Comme on peut supposer que l'objet est plus Iéger que
la terre et la lune, le discriminant est positif et doncil
y a deux points situés sur la droite « terre-lune » qui
subissent des attractions égales de la part de la terre

etdelalune.
EZI On utilise le théoréme de Thalés pour démontrer

queMN:%et Bng.
On en déduit que MQ =12 - izx , etainsi que l'aire du

rectangle MNPQ est 37)( (1 2- 37)() soit: - %)(Z + 9x.

On en déduit que l'aire du rectangle est maximale
pour x = 4.
[FE 1. a. L'angle PMQ est égal & 90° car :

AMP = QMB = 45°.
b. On exprime les longueurs PM et MQ en fonction
de x a l'aide du théoréme de Pythagore. Puis, a I'aide
de ce méme théoréme, on a : PQ? = PM? + MQ?, soit
X2 (10=XP A pO2 2
==L . Ainsi:PQ?=x%-10x + 50.

2
2. Pour placer M tel que PQ =6, il faut déterminer les

valeurs de x pour lesquelles : x2 — 10x + 50 = 36. On
obtientx=5++11etx=5-+11.

3. Lafonction fest décroissante sur [0 ; 5] et croissante
sur [5;10]. f(0) = f(10) = 50 et f(5) = 25.

On en déduit que PQ est compris entre 5 et 542.
DoncL € [5;5v2].

4. a. Le triangle AIB est rectangle isocéle en | car les
angles IAB et IBA valent 45°.

b. PIQM est un rectangle donc IM = PQ (diagonales
du rectangle).

¢. La valeur minimale de IM est 5 : c’est la longueur
de la hauteur issue de | dans le triangle IAB. La valeur
maximale de IM est IA (IA = IB), c'est-a-dire 5v2.
On retrouve ainsi géométriquement les résultats
précédents.

3 si on note x et y les dimensions du rectangle, H le
projeté orthogonal de O sur la corde paralléleaT,ona:

2
x2+y2:36,y+OH=3etOH2+X7=9.

Ainsi : y*+ (36 — 40H2) = 36 soit y = 2 OH.

D'ou 20H + OH =3 etainsiOH =1.

Si on suppose que la corde est tracée de telle sorte
que O appartienne au segment [AH], c'est-a-dire que
y =0H + 3, OH? + Xj et x2+ y? = 36, on obtient de
méme y = 2 OH et donc OH = 3. C'est-a-dire que H et
A sont symétriques par rapport a O, dans ce cas, on ne
peut pas construire le rectangle.

[T 1. Si on roule 8 130 km/h, la distance de freinage est
environ 145 m; 110 km/h, distance = 108 m; 50 km/h,
distance =30 m.

2
2, On résout I'inéquation : v + % < 20 et on trouve

v < 10,61 soit environ moins de 38 km/h.

" PM’iﬁﬂiaﬁves‘ ‘

[ si on pose x = AM, on trouve que l'aire du
parallélogramme MNPQ est égale a : 2x2 — 16x + 60.
Cette aire est minimale pour x = 4. L'aire minimale
est 28 cm’,

[IZ si on pose x = AP, avec le théoréme de Thalés on
montre que PM = Z_TX ; donc l'aire du rectangle APMQ

_ -
est X x 2 2X =%+X.Elleest maximale pour x = 1.

EEZ] On démontre que les sommets de ces paraboles
_1
4a)

ont pour coordonnées (;—1 i1
a
Donc ces points décrivent la droite d'équationy = 3 +1.

EEZ Soit v la vitesse de la colonne en cm/s, V la vitesse de
la derniére fourmi, t; le temps aller et t, le temps retour.
Ladistance aller est V; =v; +50.La distance retour est
Vi,=50-v,.D'ou:

50 50 50v  50v
tj=——ett,=——.Ainsi: + =50.
! V—ve 2T Vv ns! V- V+v
SionposeX=K,onobtient:i+ﬂ=50

v x-1 x+1
soit 2X = X2 - 1.

SiX2-2X-1=0avecX>0alorsX=1++2

soit V= (1+2)v.

La distance parcourue par cette fourmi est :
(1 +42)vx (6 +t5) = (1 +42)(vi, + Vi)

soit (1 ++2) x 50 cm.

Chapitre 1 Le second degre 13



(@ Activités TICE

TP 1 Programmation el calcul formel

A. Voici I'algorithme permettant de résoudre une
équation du second degré en envisageant les trois
cas possibles.

Saisir a, b, ¢

d prend la valeur b? — 4ac

Sid>0

alors afficher (b —Jd )+ (2 x a), (~b + ¥d )+ (2 x a)

Sinon

Sid=0

Alors afficher (—b): (2 x a)

Sinon

afficher « pas de solution »

Tl CASIO

Prompt A, B, C 2 A
B"2-4xAxC—D 258
IfD > 0 25 C
Uz B"2—4 x Ax C—D
Disp (-B — ¥D):(2 x A), D >0
(8 +4D):(2 < A) Then (-B - vD:(2 x A) b
Else (-B+4D): (2 x A) D>
IfD=0 Else
el IfD=0
Disp —B:(2 x A) Then (-B:(2 x A)) >
Else Else
Disp « pas de solution » « pas de solution »
End If End

B. Utilisation d’un logiciel de calcul formel
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_TP1.xws (Xcas) et 01S_TP1.dfu (Derive).

Les aides figurant au bas de la page et a la fin du manuel
doivent permettre aux éleves d'utiliser les logiciels
proposés, Xcas et Derive. Les principales commandes
y sont décrites.

Exemples avec le logiciel Xcas.

Geo  Tanleur Phys

[wesipdymtm ey, o qpLyeime~Srmy) [
L 4 4

[facloriser(sTa-8)

m—a (208 T 59?

Slractortsen{ 120473

e 10317y gz s 2 10507y
24 2

S=x1+Xx,=2
2. On se propose de calculer x; +X;.
a.SiT=x7+xjalors T=2x; + 1+ 2x,+ 1 =25+ 2 soit
T=6.
b. szf +x§’ =X2x1+ 1) +X,(2x, + 1) =2T+ S= 14,
c. De méme:
V=x7+ X5 =x,06(2% + 1) + X,06(2x, + 1))
= 2(x1?’ +x23) +x12 +x22 doncV=2U+T=34
d.A= x15 + xz5 =X (x14) + xz(x;)
=x,(26 +x2) + x2(2x2 +x3)
=207 +x3) + 0 +x3)
d'ou A=2V+ Usoit A=82.
B. Algorithme de calcul
Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
01S_TP2.alg (Algobox).
Une erreur s'est glissée dans lavue d'écran: S prend la
valeur 2 et T prend la valeur 6.

S prend la valeur 2 Bl

T prend la valeur 6 i

Pour | variantde 3a N Vi
Uprendlavaleur2xT+S o> T

S prend la valeur T For3—ItoN
T prend la valeur U 2uT@5=U
Fin Pour T=e
Afficher T A=

Next

Amslx1 +x2°=145239074......x)° + x;° = 551614
X2 +x2° =3710155682.

C. Utilisation d’un tableur

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_TP2.xIs (Excel 2003), 01S_TP2.xlIsx (Excel 2007) et
01S_TP2.0ds (Open Office).

D. Utilisation d'un logiciel de calcul formel
1.et2.

.4|";"||L'_.'ur"J|i-_qul.'t-S.\: Tais! d = ) AAEETIEEITATA ul
e Ty 121 | L i
R I =
| T -]
| FEEE |
| SOETEIATEE |
i 2 s e SeSasneaes
N ] e S - W I N
A. Calcul des pl‘emleres Valeurs skl [nomai | U | E | _in [ LT ™0 S| || L E
1. Les solutions de |'équati0n :x2-2x-1=0sont 3. Avecle tableur X1 +X2 =2046573816377470,00

x1=1—x/§etx2=1+~/5.
14

Avec Xcas : x;% + x5° = 2046573816377474.




On peut penser que le résultat donné par le tableur est
plus fiable que celui donné par le logiciel de calcul formel.
4. On constate que tous les nombres x1k + xzk sont
entiers et pairs.

s O e
| B [T -

1 n somme

2 1 z

3 s &
[a 3 1%

e . £y

5 B s2

7 & 193

8 7 473

E) & 1154
) 7786

u ) B8

12 15238
jig 12 | 33202

u 13 542

h 11 FARAR
3 15| 51514
7 15 1301714
W 1 | 2150102
15 13 61730
3"_. 14 | VR FARGAR
T as2I078
w7 109715785
v 263672645
M 536562075
E | 153ATIAAND
N FrAUOHEEL
o REATINALSE
M 7 21624372014
) 53205652194
an £l TIREGTARAND, 0

it Dy G5

o Tadkan Pl Geodain A

Confly © conet 2l TAD 124e00 12 BN | 2T e |- x)

.23, & % € 7. L B W 1 2 W W 15 [ [ i, ™
R T R R R R e T TG R
4 B

o
x w E i i 7 o0 r | m ' 72 [ ! i
E T | = ToE [ sl - - E i
B o e N [ | us_lq_lan_ l L O = | B g
simeats (e | 3 " o | oo air = : o -

5. La commande permet d’afficher les sommes
x¥+ x¥ pour k variant de 1 a 40.

La commande seq(expr,k,1,n) définit en effet la liste des
valeurs des expr lorsque k varie de 1 a n.

6. Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
01S_TP2 (Xcas) et 01S_TP2 (Derive).
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CHAPITRE

() Le programme

Contenus | Capacités attendues | Commentaires
FEtude de fonctions « Connaitre les variations de cesdeux | Aucune technicité dans I'utilisation
Fonctions de référence x — vx fonctions et leur représentation gra- | delavaleur absolue n’est attendue.
et x> |x]. phique.

Démontrer que la fonction racine
carrée est croissante sur [0 ; + 0.

Justifier les positions relatives
des courbes représentatives des
fonctions x — x, x — x? et x — Jx.

Sens de variation des fonctions |  Exploiter ces propriétés pour | On nourrit la diversité des
u+ k, hu, Ju et l, la fonction u déterminer le sens de variation de raisonnements travaillés dans les
" fonctions simples. classes précédentes en montrant a
l'aide de contre-exemples qu’on ne
peut pas énoncer de regle générale
donnant le sens de variation de
la somme ou du produit de deux
fonctions.

L’étude générale de la composée
de deux fonctions est hors
programme.

étant connue, k étant une
fonction constante et A un réel.

Remarque : Le symbole & signale des « démonstrations, ayant valeur de modéle. Certaines sont exigibles
et correspondent a des capacités attendues ».

G Notre poinf de vue

L’objectif de ce chapitre est d'introduire deux nouvelles fonctions de référence : la fonction racine carrée
et la fonction valeur absolue (la fonction cube n’est pas étudiée). Conformément aux commentaires,
nous n’avons pas développé de technicité dans l'utilisation de la valeur absolue ; cependant, il nous
semblait important de signaler certaines propriétés algébriques et I'inégalité triangulaire. C’est par le
biais d’exercices que nous avons abordé ces points.

Nous avons mis la démonstration de la croissance de la fonction racine carrée dans le cours. Elle
s’appuie sur 'expression conjuguée.

La position relative des courbes des fonctions x — x, x — x2 et x — Jx sera prétexte a introduire un
savoir-faire & propos de I'étude plus générale de la position relative de deux courbes.

L’étude générale de la composée de deux fonctions est hors programme. Aussi, les résolutions des
exercices proposés s’appuieront sur les types de fonction vus dans le programme : u + k, Au, Yu et L
Nous n’avons donc pas introduit la composition de fonctions. !
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Enfin, nous avons évoqué (car cela apparait dans les commentaires) la somme et le produit de deux

fonctions. C’est 'occasion dans les savoir-faire de montrer « a l'aide de contre-exemples qu’on ne peut

pas énoncer de régle générale donnant le sens de variation de la somme ou du produit de deux fonctions ».

Au cours de ce chapitre, nous utiliserons les résultats du chapitre précédent concernant le second degré.

Dans les savoir-faire, nous avons insisté sur des méthodes algébriques, graphiques et sur I'utilisation

de la calculatrice. L’étude des variations des fonctions s’appuiera sur la définition et sur les propriétés

des fonctions de référence. Des exercices simples permettront de travailler les savoir-faire développés
dans le cours, d’autres viseront a donner du sens.
L’énoncé de la page « Chercher avec méthode » permet de mettre en ceuvre une démarche d’analyse

pour étudier le sens de variation d’une fonction et pour construire son raisonnement.
L'utilisation des TICE est développée aux cours de ce chapitre.

Les notions abordées dans le chapitre 2

1. Sens de variation. Fonction valeur absolue

2. Fonction racine carrée. Comparaison de fonctions de référence
3. Opérations sur les fonctions et sens de variation

GAvanr de commencel

Se tester avec des QCM

Os; Oc; ©c; OA CetD;
O~retd; @BetC; @Betc; @B,CetD.

Se tester avec des exercices

Oa.- 9et1—3J_
Da.fr(n)= 2etg()
1
2

®Da.r i

b. Oui;
b.]-;0] U [2;+0[;
b. f(-5) > f(-2).

c.0et3;

(® Activites
Aclivité (1 Minimum d'une aire

Cette activité permet de réactiver des réflexes, des
techniques voire des définitions dans le cadre des fonctions.

1.f,(x) =3x

2.DN=6-xetfh(x)=12-2x.

3. Graphique.

4.lavaleurest24.

5.505=24-3x - (12—2x)—w =fy(x).
6. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :

02S_activite1.ggb (Geogebra).

a. Minimum pour x = 3.

b.a=1 et_—b:3.

2a
f3(x) = = [(x— 3)2+ 15]. Le minimum est 7,5 pour x = 3.

N\—-

Aclivité ' 2 Une nouvelle fonclion

Cette activité introduit la fonction valeur absolue a l'aide
de la distance définie a I'aide d'un axe gradué.
1.a.3,6,2et;.

b. Les deux réels sont -2 et 2.

Les deux points sont A et B.
A O | B

\

-3 -2 -1 0 1 2 3

(0] |

L
L 1 1 1 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

\J

3. M et M’ sont symétrique par rapport a O (O est le
milieu du segment [MM']), donc OM = OM'".

Chapitre2 Efude de fonctions 17



Ainsi |-x| = |x|.

4. a.Six <0, alors f(x) = |x| = x et si x = 0, alors
f(x) =|x|=-x.

b.

¢. 4 et -4 sont solutions.
d.[-4;4].

Activité 3 Comparaison de x, x2 et Vx

Cette activité permet de comparer les images de
trois fonctions de maniére graphique et de maniére
algébrique.

1. Faux: si on prend un nombre x négatif, alors x2 > x.

Les éléves raisonnent souvent avec les entiers.

2.a. /

© (3

1

0 1 X
b.Sio<a<1alorsa?2<a<+aetsi1=<a,alors
Ja<a<a?
3.a.x2 - x=x(x+ 1)(x = 1), sur l'intervalle [0 ; +<[ le
signe de x? — x est le méme que celuide x— 1 carx =0
etx+1=1.
Doncx2<xsi0o=x<letx2=xsix=1.

b. Deux méthodes.

Ona 0 =0.
: (x-x)(x+¥x)  x2-x
Six>0,x-+x = = .
X +x x =x
Le signe de x - vx estle méme que celuide x2-x.On en
déduitquex=+x six=1etquex<+xsi0<x=<1.
L'autre méthode est |'utilisation de la croissance de la

fonction racine carrée et de I'égalité Vx2 = x six = 0
et en utilisant la question 3. a.
€.Si0o<x<1,alors X< x < +x etsi1=<x, alors
Jx < x < x2 Ce qui confirme la lecture faite sur le
graphique.

18

Aclivité 4 D’une fonclion a I'autre,

d'une variation 8 I'autre
Cette activité introduit a I'aide d’exemples les fonctions
f+k et \f et permet d'évoquer les variations.

1. Il faut définir la fenétre avec la calculatrice.

.——"”/&\——.

2.a.

.,—u-”/’\‘—-—h
) -

b. La courbe 6, se déduit de ‘6¢en ajoutant 1 a chaque
ordonnée d'un point de la courbe 6;.

c. Les fonctions f et g sont croissantes sur [-2,5 ; 0] et
décroissantes sur [0; 2,5].

d. On vérifie que g (x) = f(x) + 1.

3.a.

\
i

b. La courbe ¢}, se déduit de 6,en multipliant chaque
ordonnée d'un point de la courbe €, par 2.

¢. Les fonctions f et h sont croissantes sur [-2,5 ; 0] et
décroissantes sur [0 ; 2,5].

d. On vérifie que h(x) =2 x f(x) .

Aclivité 5 L'inverse d’'une fonction

Cette activité introduit sur un exemple l'inverse d’une
fonction qui ne s’annule pas et qui garde un signe
constant.

1. Ecran calculatrice

| |

2. Les fonctions u et f ont des sens de variation
contraires.

3.a.5i0<a < b,alors 0 < a? < b2 car lafonction carré
est croissante sur [0 ; +°[. En multipliant par 2 (positif)
et en ajoutant 3, on obtient 3 < 2a%2 + 3 < 2b? + 3,
c'est-a-dire 3 < u(a) < u(b).

b. Comme 3 < u(a) < u(b), alors 0 < u(a) < u(b). La



fonction inverse est décroissante sur ]0 ; +[, alors
1 1

PR > —_

u(a) = u(b)

f(a) > f(b). La fonction f est décroissante sur ]0 ; +o[.

, soit f(a) > f(b). Ainsi, si 0 < a < b, alors

4. De maniére analogue, on démontre que f est
croissante sur]-o0; 0] en utilisant le fait que la fonction

carré est décroissante sur l'intervalle ]-; 0].

X —00 0 + 0
W | S~y 3
X —0 0 + 00
fo) | 7 % T~

Ceci confirme 'observation faite a la question 2.

 exercices

POUR DEMARRER

M fest décroissante sur R et -2 < 5,donc f(-2) > f(5).
BN f est croissante sur R, alors f(-1) < f(x) < f(2) ;
-4<f(x)<

IEX 1. La fonction carré est strictement croissante sur
[0; +oo[, donc f(0,998) < £(0,999).

2. La fonction carré est strictement décroissante sur
]-c0; 0], donc f(-0,998) < f(-0,999).
Elsi-1<sx<2alors-2=<f(x) <2

IEH 1. La fonction inverse est strictement décroissante
sur]0; +oo[, donc f(0,998) > (0,999).

2. La fonction carré est strictement décroissante sur
]-00; 0[, donc f(-0,998) < f(-0,999).

A Faux, car -2 et 3 ne sont pas dans le méme
intervalle | : on ne peut pas appliquer la définition
d’une fonction croissante.

[EA a. La fonction carré est décroissante sur ]-; O[,
donc a? > b?; I'inégalité est fausse.

b.La fonction inverse est décroissante sur]-oc; O[, donc
i > B ; Iinégalité est fausse.

c.S|a< b < 0,alors a? > b? >0et— < p,l inégalité
est juste.

EN7,3et2
EN1.05;8;
2. Antécédent 3
3.Non, |x| = 0.

K. f(x) = |x| y

; 1072; 1073 104 - 103.

t-3.

-104;

| oo

0]

2. Solutions -5 et 5.
3.[-1; 1]

[11] y f(x) = 20x

glx)=~Ix|

EE3 V5 -3 > V5 =4, car-3 > -4. Les réels v5 - 3 et
V5 - 4 sont négatifs et la fonction valeur absolue est
strictement décroissante sur]-oo;0].

Donc |5 - 3| < |5 - 4].
13 I3

[EZJ La fonction racine carrée est strictement croissante :
2<+x <3.

EH 0,998 < 0,999 donc £(0,998) < £(0,999), car f est
strictement croissante sur R*.

E3 7(8) + f(32) =8 + 32 =642 =72 =f(72).

[EEA u est décroissante sur |, donc 2u est décroissante
sur |, et -5u est croissante sur .

18] x |1
5/

f(x)

On ajoute 3, on ne change pas le sens de variation.

x |-1 4

g |7t T g

On multiplie par -2, on change le sens de variation.

x |1 4

0,5
T 0.2

’

f(x)
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u(x) > 0, donc elle ne change pas de signe. u et font
des sens contraires de variations.

[EEX 1. La fonction f est définie sur [-2 ; 4].

X |-2 0 2 4

u(X)4\O/2\1

Les fonctions u + 1, u — 2 et 2u ont le méme sens de
variation que u, et -u a le sens contraire.

x |2 0 2 4
W |2 T T T

x |- 0 2 4
u -2 |2 T— B ad 0 — -1

2wk |8 T~ 0o —"

X -2 0 2 4
-u(x) _a / 0 \ 2 / -

EIJ 1. La fonction f est définie sur [-1; 4].

X -1 0 1 4
2 2
u(x) 1 / \ 1 /

2. La fonction u ne s'annule pas et garde toujours le
méme signe (ici positif).

X -1 0 1 4
,_U(X) : / ﬁ \ : / \/5
X -1 0 1 4
1 1 1

W | s e

XN 1. La fonction fest une fonction affine, elle est soit
croissante, soit décroissante sur R.Commeona0 > -2

et f(0) < f(5), alors fest décroissante (on peut bien str
f-2)-f0) _ -1y

-2-0 2
2,Si-5 < x < 5, alors f(-5) = f(x) = f(5) (on peut faire
remarquer aux éleves que I'on alaréponse sans calculer

calculer

les images -13 et i)
g&s ety

20

Ed1.4et343+1.
2. On résout I'équation f(x) = 4, soit -x2 - 3x = 0.
Solutions : 0 et -3.

EEl -0 ; -3[ U 1-3;3[ U I3 ; +=[. Ce sont tous les
nombres réels sauf ceux qui sont solutions de I'équation
x2-9=0.

EZ3 Il faut que x2 - 6x > 0. On a x2 - 6x = x(x — 6) et
a > 0. La fonction f est définie sur]-o; 0] U [6; + .

EH Cest oui, car c’est la méme expression aprés
réduction au méme dénominateur et le méme
ensemble de définition.

EQ 1l suffit de réduire au méme dénominateur dans
I'expression f(x).

EZ Elles sont égales : il suffit de réduire au méme
dénominateur dans I'expression de g (x).

EX1 1. On sera amené théoriquement a résoudre
un systéme. Les éleves analyseront I'énoncé pour se
simplifier le travail... Notons g (x) = ax? + bx + c.
Comme g(0) =0, alors c=0.

g(=2)=0, alors 4a - 2b =0, soit 2a = b.
g(-1)=-1,alorsa-b=-1,d'ou parexemplea+1=b.
On déduit 2a =a + 1, c'est-a-dire a = 1, d'ou b = 2.
Conclusion : g (x) = x2 + 2x.

2. 0On vérifie que g (2) = 8, donc par définition, le point
(2; 8) est sur la courbe représentative.

EXX Vrai. Il ne faut pas se fier aux apparences. On
peut soit calculer, soit observer simplement que les x2
disparaissent, ce qui suffit pour répondre a la question
(onaf(x) =-28x+ 35).

[EX) Vrai. On veut savoir s'il existe au moins un nombre
x tel que f(x) = x. Il en existe au moins un car (1) = 1.
On peut aussi vérifier avec f(-2) = -2. L'équation sous-
jacente est x2 + x = 2, mais c’est inutile de la résoudre
ou de la trouver pour répondre a la question.

EXN Faux. Par exemple six= -1, alors x2 + 2x=-1. Or il
faut que x2 + 2x > 0.

EA1.(x+1)2-4=x2+2x+1-4=x2+2x-3.

2, Le coefficient de x2 est positif, le minimum de fest - 4,
il est atteint pour -1, la fonction f est décroissante sur
]-o0;-1]etelle est croissante sur[-1;+[.Onaf(-3)=0
etf(4)=21,doncsi-3 <x <4, alors-4 < f(x) < 21.

2
m1.f(x)=(x—§) 2

2] T4

X |-» -3 -1 4 4o

0| S g




2. Le coefficient de x? est positif, le minimum de f est

_2 = -2,25, il est atteint pour —%. La fonction f est

4

. 3 .
décroissante sur ] —0; - 5] et elle est croissante sur
[—%; +o|.0naf(0)=0etf(2)=-2,doncsi0<x<2,

alors -2,25 < f(x) < 0.

EA1.f(x) =2(x+2)2- 3.

2. Le coefficient de x2 est positif, le minimum de f est
-3, il est atteint pour -2, la fonction f est décroissante
sur]-o; -2] et elle est croissante sur [-2 ; +22[.

X |- -2 +

f) \ -3

3.Si2=<x=<5,alorsf(2) < f(x) <f(5),s0it 29 < f(x) < 95.
4.f(-4)=5<f(5).Si-4<x=<5,alors-3 < f(x) <f(5),
soit -3 < f(x) < 95.
EQ a. vrai.
Ed1.4<f(a) <.
2.4 < f(a) <10.
3.-6 < -f(a) < -4.
4.4 <f(-a)<6.
EJ1.1=-a=-b=0,doncf(-a) < f(-b).
2.-1<ag-1<b-1<0,doncfla-1)<f(b-1).
3.0=<a’<1,doncO0=<f(a?) <1.

X Faux.

a=-letb=2,0onaa<b, dou-1<2.
a?2-2a=(-12-2x(-1)=3etb2-2b=22-2x2=0,
donc a?-2a > b2 -2b.

b. Vrai. c. Faux.

EX Faux. Contre-exemple : -2 < -1, et f(-2) = 2,
f(-1)=0, c'est-a-dire f(-2) > f(-1). La forme canonique

12 1
est x2+2x=(x+—) ——

2 4-
EHda.1+v3; b.n-3; V2 -1.
EEla. 2et2.  b.Pasdesolution. ¢ 1et-1.
.
x |-= 0 +oo

M| S o

2.Si1=sx=<2alors1<|x|<2.

3.S5i1=x=<2alors-1<1-x<0,d'ou0=<|1-x|<1.

E1.Si x=0,f(x)=3x; si x<0,f(x)=-3x.

f(x) = 3|x|

AO| B X

2, Les abscisses de A et B environ -0,7 et 0,7.
3.Six=0, f(x) =2revienta 2 = 3x, soit x = % qui est
positif. 5

Six < 0, f(x) = 2 revient a 2 = —-3x, soit x = -3 qui est
négatif.

E31.9(5)= |5 -4|=4-+5 carV5 < 4.
2.Six=4,gX)=x-4;six=4,gx)=—x+4.

Y ()= |x - 4|

1
T

B A
0 ¢ X

<

3. Les abscisses de A et B'sont 2 et 6.

EZ 1. si x >0, alors f(x) = 2x - 1. Si x < 0, alors
f(x) =-2x - 1. La représentation graphique est formée
de deux demi-droites.

2.Six>0:f(x) =3 équivauta 2x - 1 =3, soit x=2, et
2€[0;+[.Si x<0:f(x)=3 équivauta -2x-1=3,
soit x=-2, et -2 € ]-; 0]. Les solutions sont -2 et
2. Vérification graphique : les abscisses des points
d’intersection de la droite d'équation y = 3 avec la
représentation graphique de la fonction fsont -2 et 2.

y

X

E1.Six=2,f(x) =x-2;six<2,f(x)=-x+2.D'ol
les deux équations des deux demi-droites.
2.

y

f(x) =|x- 2|
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3. Les abscissesde AetBsont 1 et 3.
EE11.10;0,56;7 et 100.
2, Le résultat est la valeur absolue.
3. Il faut modifier le Traitement :
Six>5

Alors Afficher x — 5

Sinon Afficher —x + 5
Fin Si

El1. \ ay

\f 31| +/1

=
Il

y=4
A B
10 X
2. |x|=0,douf(x) = 1.
4, n, S
51 y fx) = |x- 1|
yE=2
A B
1 0 > X
Ela.4 b.[0; +o0[.

EEX 1. L'expression | 2x| est associée a 6 : f5(x) = | 2x]|

et l'expression |x + 2| est associée a 6,: f4(x) = |x + 2|.
2. La courbe 6, correspond a la fonction f; (x) = [x - 4].
La courbe 6, correspond a la fonction f, (x) = —|x - 1.

= \Pr /

fx)=3x-2|+1

-

22

1. |x - 2| vaut x - 2 ou 2 - x suivant les valeurs de x,
ce qui donne dans les deux cas des fonctions affines.
2.Six=2alorsf(x) =3x-5etsix=<2,f(x)=-3x+7.
EH 1. Tous les réels sauf 0.

2.S5i x>0, s(x)=1 etsi x<0, s(x)=-1.

y

f(x) = signe|(x)

La représentation graphique est formée des deux
demi-droites sans les points d’abscisse 0.

EA six<3,alors|[x-3|=x-3
etf(x)=(x—-3)+2x=3x-3.

Six=3,alors [x-3|=-x+3etf(x)=(-x+3)+2x=x+3.
A six > -1,alors f(x)=x+1;six<-1,alors f(x)=—x-1.
Six=0,alorsg(x)=x+1;six<0,alorsg(x)=-x+1.
1. Les courbes sont superposées pour x = 0.

y

y=x|+1

1
I

0 X

2, Les fonctions ne sont pas égales.
3.Six<0,ona|x+1|<|x|+1.
Six=0,0na|x+1|=|x|+1.

On peut résumer les deux cas par |[x+ 1| < |x| + 1.
EJ1.Six=0,alorsp(x) =x;six<0,alors p(x) = 0.
Six=0,alorsg(x) =0;six=<0,alors qg(x) =x.

C'est la fonction g qui est représentée.

2,
. Y L y=pt

-
X

y=gx)

3.0nap(x)=xsix=0etp(x)=0sinon,doncp(x) =0.
Onag(x)=xsix=<0etq(x)=0sinon,doncg(x) <0.
C’'est ce qu’'on observe sur les représentations
graphiques.



4.Six=<0,alorsp(x) xq(x)=0xx=0.
Six=0,alorsp(x) xg(x)=xx0=0.

EEIFaux, voirexercice 57 ou|-2+ 1|=1et|1]+|-2|=3.
I Faux, I'égalité est toujours vraie.

IEE0 Vrai, voir graphique de I'exercice 50.

EE31.5i0<a<b,alorsva <vb,dou1-va>1-+b.
fest décroissante sur [0 ; + .
2, y

I (Gf

IE1 1. Soit a et b deux réels de [0 ; +oo[ tels
que a < b. La fonction racine carrée est
croissante sur [0 ; +[, donc vJa =< +b. Ainsi,
3x va <3x b, dou3x va-3<3x vb-3,cesta
dire f(a) < f(b). La fonction f est croissante sur [0 ; + .
2.

y -
/

N

EZA1. fest définie sur [0 ; + [, g est définie sur [2;; +[.
C'est la fonction g qui est représentée.

2, y @
L

g

€

3.0naf(x) < g(x) d'apres le graphique.

A 1. fest définie sur 10 ; +oo[.

2. f(x) = Vx définie sur]0; +[. La représentation de
la fonction fest celle de la fonction racine carrée privé
de l'origine.

A a. Vrai.

b. Faux.

c. Vrai.

IZA Cest vrai, il faut multiplier et diviser f(x) par la
quantité conjuguée de 1 - Vx.

IEE3 Ovui, elles sont égales ; il suffit de réduire les deux
quotients de f(x) au méme dénominateur.

A vrai.
EZ Faux, elle est définie sur ]-o; 0].
2N Faux, elle est décroissante.

EZA Vrai car |x| est toujours un nombre positif.

-x? -
m1.0nai—x=1 X =(1 X)(HX).Lesignede
X X X

1 N .
” - x estle méme que celuide T —xsur]0; +oo[.

Sio<x< 1,a|ors% > xetsix=<1,alors 1x < x.
2.6  estau-dessusde 6rsi0 <x < 1.

64 est au-dessous de 6¢si 1 < x.

EZ1 1. 3 - x2 = x2(x - 1). Le signe de x3 - x2 est celui
dex-1.

X2 —x=x(x-1).Lesigne de x2 - x est celui de x - 1 sur
[0;+[.Si0O<x=<1,alorsx* < x> <xetsix=1,alors
X< x2<x3.

2, 6, est en dessous de 6, qui est en dessous de 6,
sio=x=<1.

‘6resten dessous de ‘6, qui est en dessous de 6, six = 1.
EA 3 - x = x(x + 1)(x - 1) ; sur I'intervalle 1~ ; 0] le
signe de x3 - x est le méme que celuidex+ 1 carx<0
etx—1 < 0surl'intervalle d’étude.

X -x<0sixs-letx}-x=0si-1<x=<0.Ainsi,
X3 <xsix<-1etx3>xsixestdanslintervalle [-1;0].

(76 R B € y

NEl /
\ /

1
I

Al B
-23 0 1,3 X

2. Les courbes se coupent aux points d'abscisses 2,3
et 1,3 (environ).

f(x) < g(x) sixestdansl'intervalle [x,; xg] et f(x) > g (x)
sinon.

EZA 1. & est au-dessus de % si x est dans

]-;-0,4[ U 0;2,4].
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% est en dessous sixestdans [-0,4;0[ U [2,4;+[.

y \ «

g
9,

-

0,5 E—

€

x2 -2x -1 .
—— . Le numérateur

1
2.f(x)—g(x)=;—(x—2)=—
s'annule pour x;=1-+2 et x,=1++2.

3.

X —o0 X4 0 Xy + o0
-X + + 0 - -
x2-2x-1 + 0 - - 0 +
f(x)-gx) + 0 - + 0 -

f(x) >g(x) sixestdans 1-o;x;[ U]0;x,l.

f(x) <g(x) sixestdans Ix;;0[ U Ix,; +°[.

Ce résultat confirme I'observation car x; = -0,4 et
X, =24,

EEl1. f(x) < g(x) six < 0 ou si x est dans l'intervalle
[1;2].

f(x) > g (x) si x est dans l'intervalle ]0; 1[ oux > 2.

2. Etude du signe de % —(x+3)= (—Xi);ﬂ
X -0 0 1 2 +oo
x - 0 ¥ + +
(x-2)(x-1) + + 0 - 0 +
f(x)-g(x) - + 0 - 0 +

Le tableau confirme I'observation du graphique.
m1.f(x)—g(x)=x2—(—3x+4)=x2+3x—4.
A=25:cetrindme a deuxracines —4 et 1. Le coefficient

de x2 est positif, d’'ou le tableau de signes de f(x) - g (x) :

X -0 -4 1 +o

f(x)-g(x) +

fx)-gx)=0six<-4oux=1.
fx)-g(x) <Osi-4<x<1
2.Six<-4oux=1Pestau-dessusded;si-4<x=<1

% est au-dessous de 9.

24

L
L~
LTV

—
-
N

\\

E3D vrai.

EZl Faux. Un contre-exemple avec x = 1,2 par exemple::
VX2 -1=0,67,x2~ 1= 0,44 et (2= 1)2= 0,19 donc
WX2-1>x2-1>(2=1)2

EA vrai.

Ea.

— 0 + 0
0] >~y o "

—o0 0 400
g (x) / - \
X

—00 0 40
hoo | , 7

EZ3 u est la fonction inverse, elle est décroissante sur
l'intervalle]JO; +o°[.

a.f=-4 x u; fest croissante sur ]0 ; +[ car -4 est
négatif.

b.g=2xu+1;2uestdécroissante sur]0; +2°[, donc
2u + 1 est décroissante sur ]0 ; +oo[.
c.g=-4xu+1;gestcroissante sur]0; +oo[ car g est
delaformeAu+k avec A=-4 et k=1, et A<O.
EH f est décroissante sur [0 ; +].

g est croissante sur [0 ; 4+ [,

EA On ajoute 2.

X 0 + 0
fx) \

On multiplie par 3 et on ajoute 2.

X 0 +00

g ||| T~

~
x_




X -2 0 2
u ) 13 \ 1 / 13

u(x) > 0 sur l'intervalle [-2; 2].

X -2 0 2
/ 1 \
1.x2+ 1 > 0, donc la fonction h est définie sur R.

2. g=u+1avecu(x) =x%: g ale méme sens de
variation que la fonction carré.

f(x)

1 1
13 13

1
glx)>0eth= 7 les fonctions g et h ont des sens de

variations contraires.

X |- 0 +o0

g0 \1 /

| 7 1\

[

EE1.5ix>2,alors 3x-6 > 0etsix < 2,alors 3x—6 < 0.
2, fest définie sur]-o0; 2[ U ]2; +oo[.

Sur]-90; 2[ la fonction u garde le méme signe. Comme
u est une fonction croissante sur cet intervalle, alors
la fonction f est décroissante sur ]-o0 ; 2[. Méme
raisonnement sur l'intervalle ]2 ; + <[ : la fonction fest
décroissante sur ]2 ; +[.

EIX 1. 1l faut que 3 - x = 0, donc x dans l'intervalle
[3; +oof.

2, Lafonction u définie par u (x) = 3 - x est décroissante.
Comme g (x) = Ju(x), la fonction g est décroissante sur
[3;+0°.

B8 Sur [2 ; + o[ la fonction u(x) = x2 — 4 est positive
et elle est croissante, donc la fonction f(x) = Ju(x) est
croissante sur le méme intervalle.

EX sur [-1; 1] la fonction u (x) = 1 - x2 est positive et
elle est croissante sur [-1; 0] et décroissante sur [0;+1],
donc la fonction f(x) = Ju(x) est croissante sur [-1; 0]
et décroissante sur [0; +1].

1 -1
1. |- -3 U5 |
2, Soit u la fonction définie par u(x) = 2x+ 1.

1 .
Sur ] -2 =5 [, u(x) < 0 etest croissante, donc f= %

est décroissante.

-1 . 1
Sur ] 5 +* [, u(x) > 0 et est croissante, donc f = U
est décroissante.

EE 1. u est décroissante sur ]-; 6] et u (x) = 0 pour
x de cetintervalle.

2. La fonction 3 x vu +4 est décroissante sur ]~ ; 6]
car on multiplie par 3 (positif) et on ajoute 4.

u est croissante et est strictement positive.

Ed a. 2u + 1 est croissante. b.-u.

C. % est décroissante. d. 2+u est croissante.

97 ]
X 0 6 X 1 6
ued | 3 o~ | T o—
X 1 6 X 1 6
g | ® —~— Sfhw| , 7 °
98 R
x |-5 -1 1
-u (x) _10 / -3 \ _4
x |-5 -1 1
2u00] 20 . 8
x -5 -1 1
-05u()+25 | 0 —7 235 —~—_ -

2,Si-5<x<1,alors-10 < -u(x) <-3;
si-5<x=<1,alors6 <2u(x) <20;
si-5=<x=1,alors 20 =< -0,5u (x) + 25 < 23,5.

EX1 u ne s'annule pas ; sur chaque intervalle, u garde
un signe constant. La fonction % est définie sur [3; +oo[.

X -3 0 3 40
1 1
% %/v \% 7 3

[ La fonction u est positive, donc u est définie sur
[3;+oL
1. D’apres le graphique :
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x |-3 0 5

u 7/10\2

La fonction u ne s'annule pas sur [-3; 5].
La fonction u est positive sur [-3; 5]

x |-3 0 5
RNl
x |-3 0 5
iy TN 5

1 1
2.75 = 13 = 3 et 2 = Yl <70

ulx) 2
E On a u(x) = 2x + 1)2 - 4, u(x) s'annule pour %
3,
et—E d'ou:
x oo -3 1 1 oo
2 2 2
u [Ny 0 N0 4 T o0 7

1. Sur chaque intervalle ou elle n’est pas nulle, u garde

N . 1 . .
le méme signe. u et U varient dans le sens contraire.

h
2

N| =

|7 7 AN

3 1
2. u est positive sur]—w; —5] et sur{z; +°°[.

NP

u et Ju ont le méme sens de variation.

x low -3 A 1 boo
2 2 2
Ju [T™Sa o pas définie o 7V
102 [776% 3)2 + 2, donc la fonction u est toujours

posmve et ne s'annule pas.

X |-x 3 400
u ~ ,

1. La fonction % est définie sur R.

—0o0 =1 + o0
1
Pl N

2. La fonction Yu est définie sur R.

Sl= | x

26

X |- 3 40

2
[E1.0na4x2- 12x+9:4(x —%) .La fonction fest
donc définie sur R.

o= -3 =3

x |-3 0 3 +©
W 4 \ : /v 3 \
\\ Y /
\\ //
N
N/
0 X

3\? 3
Donc f(x) = 4(x—§) -4 X_f"
. 3 3
3.S5i x= >0 alors f(x)=x- 5

Si x< %,alors f(x) = % - X.

L5 soit a et b deux réels de l'intervalle I tels que a < b
et u une fonction croissante sur cet intervalle I.

Alors u(a) < u(b).

1. u(a) + 3 < u(b) + 3. Ce qui veut dire par définition
que la fonction u + 3 est croissante sur | (puisqu’elle
conserve le sens des inégalités).

2. u(a)+ k < u(b) + k. Ce qui veut dire par définition
que la fonction u + k est croissante sur I.

3 1.2 x u(a) < 2 x u(b) car 2 est un nombre positif.
Ce qui veut dlre par définition que la fonction 2 x u
est croissante sur | (puisqu’elle conserve le sens des
inégalités).

2,Sih >0, alors A x u(a) < A x u(b), ce qui veut dire
par définition que la fonction A x u est croissante sur .
3.SiA <0, alors A x u(a) > A x u(b), ce qui veut dire
par définition que la fonction A x u est décroissante sur
| puisque sia <b,onaAxu(a) > Akxu(b).

X Sur l'intervalle [0 ; 5], la fonction u(x) = x? + 3 est
croissante et u (x) > 0, donc la fonction fest strictement
décroissante sur [0 ; 5]. Donc si 0 < x < 5, alors

£(0) = f(x) = £(5), C'est-a-dire % > f(x) =12.



LI 1. La fonction u est décroissante sur R donc en
particulier sur 14 ; +[ ; elle est strictement positive
sur ce méme intervalle.

2, Soit g la fonction définie par g (x) =

X14sur]4;+oo[.
Cette fonction est décroissante.Onaf(x) =2 +5 x g (x).
IciA=5etk=2.Lafonction fest croissante surl4;+o[.
ELH 1. Sur Iintervalle [1 ; 4], la fonction x — vx est
croissante, donc la fonction u : x — 1 + Jx l'est aussi.
De plus, elle a toujours le méme signe, donc la fonction

f= % est strictement décroissante sur l'intervalle [1; 4].

. 1 1
2.S5i1<x<4,alorsf(1)=f(x) =f(4),donc 3 <f(x)< 7"
EEI Vrai car la fonction carré est décroissante, positive
sur le méme intervalle.

EEE]Vrai car x— 1 - x décroissante sur le méme intervalle
et A =2 qui est positif.

. 1 . .
EEE] vrai car f(x) = 1 + ~ et la fonction inverse est
décroissante.

EEE] Faux. Le contre-exemple : 8 < -3 ; f(-8) = 3 et
f(-3) = 2, donc f(-8) > f(-3). On pourrait démontrer
que la fonction est décroissante car la fonction affine
x+—> 1 -xest décroissante sur l'intervalle ]-o; 1].

X 2 3 2
u 0\_4/70

2, Sur l'intervalle ]-2 ; 2[, la fonction u est toujours
négative. 1
La fonction g : x — -4
décroissante sur [0; 2[. On a f(x) = 1 + 3 x g(x) avec
k=1etA+3.Lafonction fale méme sens de variation

que la fonction g.
EEH six < 0, alors f(x) = —x - 1.

Six=0,alorsf(x) =3x-1.

est croissante sur ]-2 ; 0],

y

_xx+1) -1 x(x+1)
m11'f(;()_1 Xx+1 — x+1
a=1letb=-1.

R
x+1 7 x+1

est croissante sur

2. La fonction g : x — (-1) x !
X+1

11; +oo[ car lafonction x— x + 1 est positive, croissante

sur le méme intervalle et on multiplie par A = -1.

Doncsi1 <a<b,alorsg(a) <g(b),

d'otg(a) +a<g(b) +a<g(b)+ b, cest-a-dire que

f(a) < f(b).

EEonau(x)=(x-22-1.

y €

A /

Surl'intervalle ]-; 1], u est positive et décroissante. La
fonction fest donc décroissante sur le méme intervalle.

EEE] 1. Lafonction fest définie sur R, lafonction g aussi
3

2
car x2—x+1=(x—%) +Z>O'

)
On vérifie que f(x)—g(x)= X

————— <0
(2+1)(x2-x+1)

2, 6rest toujours en dessous de 6, et elles n‘ont qu'un
seul point commun I'origine du repére. On peut vérifier
en construisant les courbes.

y
1 Ny
—
0 X
o
of

(1Y ©sBetdD; ©OD; Ocetp;
eA,BetD; GC; OAetC; OC;
©sBetd; @OBetd; @cC

POUR APPROFONDIR

EEEl 1.a. C(x) = 20 000 + 16x sur l'intervalle [0; 10 000].
b. C'est une fonction croissante sur cet intervalle.

2.a. Si Mestlafonction colit moyen définie sur]0; 10 000] :

M(x) =16 + 20300.

b. Si u est la fonction inverse définie sur]0; 10 000], on a
M(x) =16 + 20 000 x u(x). La fonction M est décroissante
sur l'intervalle.
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¢. A priori non car un objet fabriqué colte 16 € auquel
il faut ajouter la proportion du co(t total qui diminue
quand le nombre d’objets fabriqués augmente.

EEI 1. La fonction f est définie sur ]-o0; O[ U 10 ; + 2],
la fonction g sur]-c; 4[ U 14; +o°[.

2.Onaf(x)=37x+%etg(x)=3;:15+%,d’00 le
résultat.
3.
X 0 +o0 X 4 +0o0
f \ g \
Ly _3(t-2)+1_3t-5
4. f(t 2)_71‘—2 =513
_3(t+2)+11_ 3t-5
etglt+2)= (t+2)-4 — t-2°

EXsix<-1oux= 1,alorsg(x) =f(x).Si-1<x=<1,
alors g (x) =—f(x). 6,4 est au-dessus de I'axe des abscisses.
f\ Y I<6|fl= 6

|

-

<[ \I/])

EEZE 1. 1l faut tenir compte du signe de f(x) selon les
valeursde x:

f(x) = 0si x est dans l'intervalle [-2; 2]

et f(x) < 0six appartient a ]-o; -2] U [2; +[.

En utilisant la définition de la valeur absolue :

six appartienta]-o;-2] U [2;+0o[,alorsg(x)=0;

six est dans l'intervalle [-2; 2],

alors g(x) =2 x f(x) = 8 — 2x2.

2. L’'ensemble des solutions est - ; 2] U [2; +o°[.

y

[
/

cng 2 X

-
ra

EEX 1. On réduit au méme dénominateur :
2 (x-NMx-2) 2
x—1+X_2_ ) +X_2—f().
2 L. 2
2.Onaf(x)=g(x)+m,doud(x)—7x_2.
Six>2,alorsd(x) > 0etsix <2 alorsd(x) <0.
3.Six>2,alors f(x) - g (x) > 0, la courbe 6 est au-dessus
de la droite A et six < 2, alors f(x) - g (x) < 0, la courbe

% est en dessous de la droite A.

28
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b.Six <1, alorsx3 < x2etsix> 1, alors x3 > x2.
2.0nax3-x2=x2(x~-1).Lesigne de x3 - x2 est le
méme que celui de x - 1. Ce qui confirme le résultat
de la question précédente.

3. x™1 - x7 = x"(x = 1). Il faut considérer la parité de n.
n est pair : x™' - x"a le méme signe que x - 1:

EZ1.a.

X - 0 1 +00
x-1 - - 0+
X" + 0 + +
X1 xn = 0 - 0 4

Six > 1,alors x™! > x" et six < 1, alors x™ < x".
n estimpair:

X -0 0 1 +%
x-1 - - 0 +
X" - 0 + +
XM+ - xn + 0 - 0 +

Six estdans ]-o0; 0] U [1; +[, alors x™*1 > x" et
si x est dans l'intervalle [0 ; 1], alors x"*1 < x".
EEX 1. L'inéquation (I) n'a de sensquesix=0etona

, , 1 ) ,
en élevant au carré : x < | x + | car la fonction carré

3
est croissante sur [0 ; +o°[. Réciproquement, si x > 0,
1 . . .
alors x + = > 0 et comme la fonction racine carrée est

3
croissante, on a l'inéquation (l).
2

v . P N 2 1
2.Ll'inéquationx <|[x + | équivautax <x2+= x+—

3 3 9
etad<x?- % X+ % . Le discriminant vaut — % donc

I'expression x2 — %x + % est strictement positive,
I'ensemble des solution est R. D'apres la question 1.,
cela signifie que I'inégalité (1) est vraie.

3. Du point de vu graphique, la courbe représentative
de lafonction racine carrée est en dessous de la droite

quireprésente la fonction affine définie par g (x) :x+% .
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2. Graphiquement, I'équation n'a qu’une solution qui
est I'abscisse du point d'intersection A : environ 2,6.
3. a. Soit a une solution de I'équation vx =x -1, alors
Joa =a-1etcommevo =0,onaa-1=0,doua=1.
b. On suppose x = 1, alors Vx = x - 1 équivaut a
(Vx )’ = (x - 1)2, c'est-a-dire x = (x - 1)
c.x=(x-1)2équivaut a x2 - 3x+ 1 = 0. Cette équation
# et 3 +2J§. Seu 3 +2J§ est

a deux solutions : le

plus grande que 1. Conclusion, I'équation Vx =x-1a
3++5
5

une seule solution

B 1.sSix=<0,alors |x| =-x
1 3
etfX)=x2-x+1=|(x—=| +=.
x) (x 2) +2

w 1
X + >

2*% ~ 2 7

La fonction f est donc décroissante sur ]=c; 0]. R

2.Six=0,alors x| =xetf(x)=x*+x+1= x+l +=.

1

X-3

Sw

2 4
1) —l 1)
X + 5 "
17 3 3
xiglrg | a3 T

La fonction f est donc croissante sur [0 ; +<°[.
3.

X —00 0 + o0
f \ 1 /
‘Gg ﬁf y (éh
0 X

EEX] 1. On peut faire un tableau.

X - 0 3 +
2| x| -2x 0 2x 6 2x

[x-3| x+3 3 —x+3 0 x-3

f(x) -3x+3 3 X+3 6 3x-3

Six<0,alorsf(x) =-3x+3;
si0=x=<3,alorsf(x)=x+3;
six= 3, alors f(x) =3x-3.

2. G y y=3x-3

\ | =k

JAL

0

y=-3k+3 A

EEX) 1. Remarque : cette propriété n’apparait nulle part
dans les programmes de mathématiques, c’est pour cela
que nous demandons de la démontrer.
Siasb,alorsa+c<b+cetsic=d,alorsb+c<b+d.
D’ol comme b + ¢ apparait dans les deux inégalités,
ondéduita+c=b+d.

2. |l faut examiner deux cas.

Six=0,0onalx|=x.

Six < 0, alors il est clair que x < 0 < |x| puisqu’une
valeur absolue est toujours positive.

3.a.0nax < [x| ety < |y| (question 2.) et d'aprés
question 1.ona x+y =< |x| +|y|.

b.Ona-(x+y) =(=x) + (-y) < |-x| + |-y| = |x| + |yl
d'ou la réponse.
4.Six+y=0,alors|x+y|=x+y=<|x|+]|y| (question 3.)
Six+y=<0,alors|x+y|=-(x+y) <|x|+|y| (question 4.).
On en déduit la propriété de I'inégalité triangulaire.
ED1.Six=0ety= 0, l'éqalité |xy| = |x| x |y| est
évidente.

Six=<0ety=0,alorsxy =0, dou |xy| = xy.

D’autre part |x| = -x et |y| = -y, ce qui donne

|x] % |y| = (=x) x (-y) = xy d'aprés la régles des signes.
Ainsi, —|xy| = |x| x |y|.

Six=<0ety=0,le produit xy est négatif, d'ots | xy| = -xy.
D’autre part dans ce cas, | x| = -x et |y| =y, ce qui conduit
alx|x|y[=-xy.

On en déduit que |xy| = |x| x |y|. On peut refaire la
méme chose en échangeant le réle de x et de y.

Conclusion : dans tous les cas |xy| = |x]| x |y|.

. 1
2. On sait que, pour x non nul, on a x x <= 1, dong,
d'apres la question précédente, on déduit que :
11
x| I
La deuxieme égalité s'obtient clairement si on remarque

1 N
—|=1,dou
X

|x| x

queﬁ—xxl
y y
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EEZ] 1. La fonction fest définie sur R.
2.a.Six=0,alors:
X2 x2+1 1 1
flx)= = - =1- .
) xX2+1 x2+1 x2+41 x2+1
b. Sur l'intervalle [0 ; +[, la fonction x — x2 + 1 est
croissante et positive. On déduit que la fonction u

définie par u (x) = % est décroissante sur le méme
intervalle. Xt

Comme f=-u + 1, la fonction f est croissante sur
l'intervalle [0 ; +2°[.

Remarque : on pourrait démontrer de maniére analogue
que la fonction f est croissante sur l'intervalle ]-; 0].
3.a.Comme (-x)?2=x? et que |-x| =x, I'égalité f(-x) =f(x)
est évidente.

b. Calculons les coordonnées du milieu du segment
MM : Xt X _ x+£—x)' -0

fx) + fi=x)" _ flx) - fix)

et ym+yMl: =0.

2 2
Les coordonnées sont (0 ; 0) : I'origine du repére.
c. La courbe € est symétrique par rapport a l'origine

du repére.
d.

EEE1 1. Sur le graphique, on lit f(-1) =2 et h(-1) = =1.
On en déduit que k= 3. Ainsih=f+3.

2, Sur le graphique, on lit f(-1) =2 et g(-1) =-4.

On en déduit que A =-2. Ainsig = (-2) x f.

EEE] 1. Programme de calcul

Début Algobox

Variable VARIABLES

LTg L EST_DU_TYPE NOMBRE

Entrée TEST_DU_TYPE NOMBRE

Saisir L G EST_DU.TYPE NOMBRE

Traitement | DEBUT ALGORITHME

G:=9,81 LIRE L

Teoen JI G PREND_LA_VALEUR 9.81
VG TPREND_LA VALEUR 2*Math.PI*sqrt(L/G)

Sortie AFFICHER T

f:‘if:Cher T FIN_ALGORITHME

0 T
tPromet L

£9, 812G
2okl (LoGD =T
iDisF TH

CASIO

A
7L 9081268 2xaxd (L+G)
»TiT.
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¢
2, On suppose que ¢ est fixée. Soit f: x — 27 x J;
alors f(x) = Zn«/z%. La fonction racine carrée est
X

croissante et positive sur 10 ; +oo[. Donc la fonction
X = T est décroissante sur le méme intervalle et

1 s
comme f =k x n avec k = 2mv/¢ > 0, on en déduit
que fest aussi décroissante sur 10 ; +<o[. Ceci veut dire
que si x augmente, f(x) diminue, d’ou si g augmente,
la période T =f(g) diminue.
EEZI1.a. Surl'intervalle [-3;3],9-x2 = 0.On ale tableau
de variation suivant pour la fonction u :

x |-3 0 +3

b. La fonction f = Yu est croissante sur [-3 ; 0] et
décroissante sur [0; 3].

x |-3 0 +3

Uo/g\o

an

2.a.0M2=x2+ (f(x))2=x2+ 9-x2=9,d’ou OM = 3.
Ainsi si M est un point de la courbe 6, alors M est un
point du cercle de centre O et de rayon 3.

b. Enoncé de la réciproque : si M est un point du cercle
de centre O et de rayon 3, alors M est un point de la
courbe 6;. La réciproque est fausse.

Soit A (0;-3), on a OA = 3 mais f(0) =3 # -3.

c. Soit g la fonction définie sur [-3; 3] par g (x) = —f(x).
SiOM =3, alors x2+y2=9,d'oli y2 =9 - x%, C'est-a-dire
y=v9-x2ouy=-+9 - x2.

Ainsi, M est un point de 6¢ou un point de 6.

C.

EEQ 1. Une erreur s'est glissée dans le manuel : il n'y a
pas d'exercice 135.

<€f
0 X

2.0naf(0)=f(2)=f(4)=0etf(1)=f(33)=2.

Sur [0; 2], alors f(x) = ax.

Soit x de l'intervalle [2 ; 3], alors f(x) = ax + b’ (les
segments sont paralléles) avec f(2) =2a + b’ = 0.
Dol b’ =-2a. Ainsi f(x) = a(x — 2) = f(x - 2).



Sur[1;2],alors f(x) =a'x+ bavecf(1)=a'+ b =2. [(Ed1.a.

Soit x de l'intervalle [3 ; 4], alors f(x) = a'x + b" (les y A,
segments sont paralleles) avec f(3) =3a'+ b"'=2=d'+ b/, ~
d'ou b"=b"-2a. //
Ainsif(x)=a'x+b' -2a=ada'(x-2)+b' =f(x-2). A, //
Conclusion : pour x de l'intervalle [2 ; 4], on a /
fx)=f(x-2). /’/
3.5i0=x=<1,alorsf(x)=2x;si 1 <x=<2,f(x)=4-2x. ////
4.Si2 < x=<3,alorsx-2estdansl'intervalle [0; 1] et )
fx)=f(x-2)=2(x-2)=2x-4. ,/
Si3 < x < 4, alors x — 2 est dans l'intervalle [1 ; 2] et /
fx)=f(x-2)=4-2(x-2)=-2x+8. 0,1 //
5.a. . Ao /
Y b o op X
! 12 (1P 3
- <€X b. AjA; = (f) +(—2) =5
1\ 1TV 1 3-2 7-42

b. Iy a quatre parties pour résoudre I'équation f(x)=vx. ArAy = 1_5) +(1_f) :\/Z+ 2 - 2
- Dans l'intervalle [0 ; 1], on résout 2x = Vx, soit L= A, +A1A2=g+ 7—:\5'

4x2—x=0><(4x—1):0.Deuxsolutions:Oetiqui
' 4 2A—k-\/FetA (k+1 [k
sontdans[0; 1]. A el I s S\ T Ty )

. Dans l'intervalle [1 ; 2], on résout 4 — 2x = Vx, soit

5 . N +1 k2 (k1 [kY
4x% - 17x + 16 = 0. Cette équation a deux solutions : AP =\ "0 T
17-433 et 17+433 ; une seule est dans l'intervalle 1\ (Jﬁ _ k)z
° 17-\/3_38 At = (E ’ n
[1;2]: 222 =1,407. >
8 o 1R (ke1-vk)
- Dans lintervalle [2 ; 3], on résout 2x — 4 = Vx, soit ~ D'oul= ot n
42 -17x+16=0. s k=0
Cette équation a deux solutions : .
Début VARIABLES
17-433 (17433 e seule est dans Fintervalle Variables N EST_DU_TYPE NOMBRE
8 8 N, L k L EST_DU_TYPE NOMBRE
[2:3]: 17+433 ~2843 Entrée K EST_DU_TYPE NOMBRE
B 8 N Saisir N DEBUT_ALGORITHME
. Dans l'intervalle [2 ; 3], on résout —2x + 8 = v/x, soit L prend la valeur 0 L PREND_LA_VALEUR 0
) ; . . Traitement LIRE N
4x?% - 33x + 64 =0. Cette equatlon a deux solutions : Pour kallantde 0 a N—1 POUR K ALLANT_DE 0 A N—1
33-65 , 33++65 . | d I I L prend la valeur DEBUT_POUR
8 et 8 ; une seule est dans l'intervalle y (m_ﬁ)z L PREND_LA_
33-V65 L+ypz* N | VALEUR L+sqrt(1/
[3;4]: 5 =3,117. Sortie pow(N,2)+pow(sqrt(K+1)—
Afficher L sqrt(K),2)/N)
6.a.5i0<x=<1,alors|x-1|=-x+1 Fin FIN_POUR
etf(x)=2-2x(—x+1)=2x. AFFICHER L
FIN_ALGORITHME
S el 17
etf(x)=2-2x(x—1)=4-2x.Onretrouve I'expression - -
de fdans l'intervalle [0; 2].
b. On a, pour x dans l'intervalle [2 ; 4] :
fxX)=f(x-2)=2-2|x-3].
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Pour N=10,onal=1,474093 8.

Pour N=100,0onal=1,478752.

Pour N=1000,0onal=1,4789365.

Il semble que 1,47 < L. On peut émettre la conjecture
que L < 1,479, mais on ajoute de plus en plus de
nombres positifs...

EEZ] Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
02S_exercice138.ggb (Geogebra).

1. La construction avec le logiciel ne présente aucune
difficulté particuliere.

2.a.Comme les droites (d) et (A) sont paralleles, I'égalité

. " .. O oM Im
provient du théoréme deThaIes.m =P = NP
On en déduit que en particulier que NP= w

b. Si le point M appartient a 6, alors les coordonnées
de M sont (x ; f(x)) avec x dans l'intervalle [0 ; + o[
et f(x) = x2. Par construction, on a Ol = 1, ON = x et
IM’ =f(x). On en déduit que les coordonnées du point P
sont par construction (ON ; NP), c'est-a-dire (x; x x f(x)).
Soit g la fonction définie par g(x) = x x f(x) = x3. Le
point P est donc un point de la courbe représentative
de la fonction g.

EEZ 1. Les triangles rectangles AMQ, rectangle en A,
et NCT, rectangle en C, ont des c6tés de I'angle droit
de mémes dimensions. Donc les hypoténuses [MQ]
et [NT] sont isométriques. De maniére analogue, les
triangles MBN, rectangle en B, et PDQ, rectangle en D,
ont des cotés de I'angle droit de mémes dimensions.
Ainsi, les hypoténuses [MN] et [TQ] sont isométriques.
Le quadrilatere MNPQ a ses cotés opposées de méme
longueur, c'est donc un parallélogramme.

2.a.0n a AM = x et M qui est un point du segment
[AB] de longueur 6. Donc 0 < x < 6.
b.MB=6-xetNC=10-x.

3. a. Le théoréme de Pythagore dans le triangle MBN
rectangle en B donne MN2 = MB2 + BN?, d'ou :

MN = {x2 + (6 — x)2. Donc f(x) = JxZ + (6 — x)2.

b.x2+ (6 -x2=2x?-12x+36 = 2(x - 3)2 + 18.

X 0 0 6

36 36
\ 18 /
Commef(x)=yx2+(6-x)?,0na:

X2 + (6 - x)2

32

x |0 0 6

fﬁ\yj/6 I\_/

4. a. Le théoreme de Pythagore dans le triangle NCP
rectangle en C donne NP2=NC2 + CP?,
d'otNP=4(10 - x)> + x2.Donc g (x) = (10 - x)* + x2.

b. (10 - x)2 + x2 = 2x2 - 20x + 100 = 2(x - 5)2 + 50.

X 0 5 6

100 \ 5 / 52

(10 = x)2 + x2

Comme g(x) =4(10- x)*+x2,0na:

x| 0 5 6

910\55/2«@[ E

5.a.L=2(MN + NP) =2 (f(x) + g (x)).
b. Sur l'intervalle [0 ; 3], les fonctions f et g sont

décroissantes. Ainsi, sur l'intervalle [0; 3], la fonction
h est la somme de deux fonctions décroissantes ; la
fonction h est donc décroissante sur cet intervalle.
Sur l'intervalle [5; 6], les fonctions fet g sont croissantes.
Ainsi, sur l'intervalle [5 ; 6], la fonction h est la somme
de deux fonctions croissantes ; la fonction h est donc
croissante sur cet intervalle.

¢. Aucune propriété ne concerne la somme d'une
fonction croissante et d'une fonction décroissante.
d.

Uigw Window
wmin i@

e Pe—
o | S FLLEPPPPRIPPE LT
g

B4TE1DE4

Entre 3 et 5, la fonction h (en pointillés) semble
décroissante puis croissante.

e.On peut par exemple utiliser le tableau de valeur de la
calculatrice. Y1 =f(x), Y2=g(x) et Y3=2*(Y1+Y2) =h (x).

FIGEL Pk PTGt R i YE b TE
MABTCRE+ =R 2 Ty [ ZEFE | FHBRE | 5 ErAERE
=Y Y202 [ FHEN2 =4 Mehz | 22,408
(R CETERRE B bl e i e
ST 1 I s
LY e= #=3.TF Y2=23, 3255313364

La calculatrice indique que le minimum de la fonction
h est entre 3,7 et 3,8.

Remarque : le minimum est atteint pour % (=3,75) et
vaut 434 = 23,32, ce qui se produit quand les c6tés
du parallélogramme sont paralléles aux diagonales du
rectangle.
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Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
02S_exercice139.ggb (Geogebra).

(140K ]
\:ﬁ
| ] |

En trait « gras » la fonction f, les droites sont les
représentations graphiques de h_;, h; et h;. On a mis

I'asymptote verticale.
o xx=-1)+2 _
2.a.f(x)—7x_1 =X+
donca=2etf(x)=g(x) +
2
x-1"'

b.f(x)-gx) =

que x—1.

Six = 1,alors f(x) = g (x) et six < 1, alors f(x) < g (x).

3¢ est en dessus de la droite 9 si x = 1 et # est en

dessous de 9 six < 1.

3. a. La fonction h; est définie par h;(x) = x. La

représentation graphique de h; est la droite d’équation

y=x.

b.h,(1)=mx1-m+1=1.Donc A(1; h,,(1)), Cest un

point de la représentation graphique de la fonction h,,,.

¢. Les coordonnées des points communs a ¥ et %,

vérifient le systéme formé des deux équations y = f(x)

et y = h,,(x). Par substitution, les abscisses de ces

points vérifient I'équation f(x) = h,,(x), c'est-a-dire

X2 - Xx+2
x -1

Le produit en croix donne:

X-x+2=Kx-1)mx-m+1)

X-x+2=mx2+(1-2m)x+m-1

(1-mx2+2m-2)x+3-m=0avecx=1;

d'ou la réponse.

d. Sim =1, 'équation devient 0x2 + Ox + 3 = 0.

Cette équation n’a pas de solution.

e. Si m # 1, alors on doit résoudre I'équation

(1-mx2+(2m-2)x+3-m=0.

A=2m-2)2-4(1-m)(3-m)=8m-8.

Sim > 1, alors A est strictement positif, il y a deux

solutions.

=mx-m+1avecx # 1.

Sim =1, 'équation n'a pas de solution d'aprés la
question précédente.

Sim < 1, A est strictement négatif, il n'y a pas de
solution.

Interprétation graphique :

Sim>1, % et 9, ont deux points communsetsim=<1,
¥ et 9, n'ont pas de point commun.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
02S_exercice140.ggb (Geogebra).

EZ3] Il y a au total quatre cas suivant les signes.
Présentation sous forme de tableau :

[x]+]y]+1 X<0 x=0
y=0 Xx+y=1 X+y=1
y=<0 x-y=1 x-y=1

[x]+|y|+1 x<0 x=0
y=0 y=x+1 y=-x+1
y<0 y=-x-1 y=x-1

x| +1yl =1

Q> Prises dinilialives
EZE L'équation xy = x + y équivaut y(x — 1) = x, d’ol
X . o ies g
Y= _qavecx # 1etsix=1Iégalité devienty=1+y,
ce qui est toujours faux. Donc I'ensemble cherché est
la représentation graphique de la fonction f définie par

X
f0) = —7avecx # 1.

Orf(x) = X=1+1 =1+ !

x-1 x=-T1
Sur l'intervalle 11 ; + [, la fonction x — x — 1 est
croissante et strictement positive.

1 . "
Doncx — 1+ <1 est décroissante sur l'intervalle
11 +eel.
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Surl'intervalle]-<0; 1[, la fonction x— x - 1 est croissante
et strictement négative.

est décroissante sur l'intervalle

Donc x — 1 +
J-oo; 1L
Représentation graphique :

a\

x-1

-

|

EEEoOna(x-12+y2=2,douy?=2-(x-1)

Il faut que 2 — (x - 1)2=0, soit -x2 + 2x+ 1 =0,
c'est-a-dire que x est dans l'intervalle [1 -2 ; 1 +v2].
Onnotef(x)=+2 - (x —1)? etg(x) =y2 - (x — 1)? définie
sur[1-+2;1++21.

Onadoncy:J —(x-12 ouy=—y2-(x-1).

Variations :

X 1-2 1 1++2
2-(x=12 | 4 / ? \ 0

x |1-v2 1 1++2

f 0 /‘5 \ 0

x [1-V2 0 1++2

g 0 \_ﬁ/ 0

Ainsi:

34

Remarque : La représentation graphique est le cercle de

centre A(1;0) et derayon 2.

- . 2x
EZZI On considére la fonction g : x — x *3

T +1
définie six # -1.
Ona2X+3=2X+2+1=2 1 )

X+1 X+1 X+1
Sur l'intervalle [0 ; + o[, la fonction x — x + 1 est
croissante et strictement positive.

, elle est

Donc x — 2 + ﬁ est décroissante sur l'intervalle
[0; +oel.
Ainsisi0 < x =< 0,09, alors 0 < Vx < 0,3
etg(0) < g(vx) < g(03).
Conclusion :
3=

X +3 36

& T =< ﬁ < 2,77.

[ZH On a f(a x b)=f(a) + f(b), ot a et b entier (i).
Sil'entier n.a 3 pour chiffre des unités, alors f(n) = 0 (ii);
f(10) = 0 (iii) ;

f est positive (iv).

D’apreés (i), f(2013) = 0.

Soitn=2011 x 2013, alors le chiffre des unités de n est
3,d'ou f(n) = 0. Ainsi:

0=1(2011 x2013) =£(2011) + f(2013) =f(2011) + 0.
Conclusion: f(2011) =0.

D’apres (iii), f(10) =0 =f(2) + f(5). Or d'apreés (iv), f est
positive, la seule possibilité est d'avoir f(2) =0 et f(5) = 0.
2012=2x 2 x 503.

Ainsi:

f(2012) =f(2) + f(2) + f(503) = f(2) + f(2) = 0.

Donc f(2012) =0.

2014=2x19x53,donc:

f(2014) =f(2) + f(19) + f(53) =0 + f(19) + 0 =£(19).
Or19x7=133,donc:

f(133)=f(19x 7) =f(19) + f(7).

D'apreés (ii),on a:

0=1(19) + (7).

D’aprés (iv), fest positive, la seule possibilité est d'avoir
f(19)=0etf(7)=0.

Conclusion:onaf(2014) =f(19), donc f(2014) = 0.




(@ Activités TICE

TP 1 Optimisation d'une distance
avec un logiciel de geometrie
el recherche d’une aire

Ce TP permet de déterminer le minimum d’une fonction
racine carrée de deux facons. Il propose aussi une
évaluation d'aire en utilisant le logiciel.

A. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
02S_TP1A.ggb (Geogebra).

L'utilisation du fichier dynamique, en observant la valeur
de a, donne un minimum de1,94 pour la longueur AM.

B.1. F
3
24 M (x +4(x))
1
]
] A
0 1 2 3 4 h B 7 8

AM2 = (4 - x)2 + (Vx) =x2 - 7x + 16,
d'oUAM=+vx2 -7x +16.
f(x)=vx2 -7x+16.

2. a. On vérifie que X2 - 7x + 16 = (x - 3,5)2 + 3,75.

X 0 0 6

x2+7x+16

Donc sur l'intervalle [0 ; +oo[, le sens de variation de
la fonction u:

X -0 3,5 +0o0
2
X+7x+16 \ 3,75/'
Onaf=+U.
X 0 3,5 +00

f4\ﬁ/v

Le minimum de la longueur AM est 43,75 = 1,936.
3.Le pointest unique, ses coordonnées sont (3,5;v3,75).

%1 Aire MNA = 1.53 cm?
- st
i) Mt
of N| A
0 1 2 3 4 5 6

C. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
02S_TP1C.ggb (Geogebra).
1. Construction et aire du triangle AMN.

Aire MNA = 0.47 cm?

2] : E

1]

of | =N A
o 1 12 3Ny

Théoriquement, l'aire vaut :
MNxNA 43,5x0,5 3,5
2 - 2 T4

= 0,467 7.

1 N

Avec les valeurs indiquées, on trouve une aire de 4,8.

TP 2 Une courbe originale

Cette courbe est une ellipse. Elle est construite a I'aide de
deux fonctions.

Le logiciel permet de mettre en évidence les propriétés
des foyers.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
02S_TP2.ggb (Geogebra), 02S_TP2.dfw (Derive),
02S_TP2.xws (Xcas).

A.1.L'équation 16x2 + 25y — 64x — 336 = 0 équivaut a
25y2 = -16x2 + 64x + 336
25y2 = 16(-x2 + 4x + 21)
y2=%x(—xz+4x+21),
s . 16
d’'ou la réponse y =Eh(x).
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2. L'éqgalité est équivalente a:
16 16
y= 2—54h(x) ouy= —,/2—5\/h(x),

c'est-a-direy = g,/h(x) ouy=- %\/h(x).

3. Les deux courbes sont symétriques par rapport a
I'axe des abscisses.

En effet, soit M; et M, des points de €, et 6, respec-
tivement ?ui ont la méme abscisse.

Alors M, :| x; gwjh(x)) et MZZ(X; —g h(x)).

Le milieu de [M;M,] a pour coordonnées (x ; 0), il est
donc sur l'axe des abscisses et comme le repére est
orthonormé, cet axe est perpendiculaire a [M;M,], c'est
donc la médiatrice.

B.1.0nah(x)=-x2+4x+21;h(x) =0,donc A =100,
x; = -3 et x, = 7. Le coefficient de x? est négatif, donc
'ensemble des solutions de I'inéquation est [-3; 7].
2. Forme canonique: h(x) = —(x - 2)2 + 25, d’ou le sens
de variation sur l'intervalle [-3; 7] :

x -3 2 7

h 0/25\0

3.Commef= % x h.Lafonction vh ale mémesens de
variation que la fonction h.

On multiplie vA par% =0,

les fonctions f et h ont le méme sens de variation.

4, y

A NG

C. 1. La courbe 6 est la courbe et 6.
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2. Le point A (2 ; 0) semble étre le centre de symétrie.
Avec le logiciel, on peut utiliser la fonction« symétrie
centrale » de centre A et vérifier que le point M’ obtenu
est toujours sur la courbe €, quand M décrit la fonction
€.

3. On constate que MF + MF’' = 10.

D. 1. MF2=(5-x)2+ (y - 0)2 d'ou MF = /(5 - x)* + y2

MF2 = (1 =X + (y - 0)2, d'oll MF' = /(1= x)? + y2.

2
2. MF = \/(5 - X)2 + (152 h(x)) d'apres la question.

Ainsi MF = J(s -x) + g (-x2 + 4x +21)d'ou le résultat.

De la méme fagon, on monterait que :

MF’ = \/(x+1)2 +%(—x2 +4x+21).

*w —
3.0n obtienta = M.

2
Remarque: En fait, on a MF? = (Bx-311 .
4.0n obtient b= M.
(3x +19)’

Remarque : En fait, on a MF? = T

5.et 6.0On retrouvea+b=10.
Si M est un point de la courbe %6, alors MF + MF’ = 10.



CHAPITRE

vallOll

QLe programme

Contenus

Dérivation
Nombre dérivé d'une fonction en
un point.

Capacités attendues

Commentaires

Le nombre dérivé est défini comme
limité du taux d'accroissement

w quand h tend vers

0. On ne donne pas de définition
formelle de la limite.

Tangente a la courbe représentative
d'une fonction dérivable en un point.

o Tracer une tangente connais-
sant le nombre dérivé.

L'utilisation des outils logiciels facilite
l'introduction du nombre dérivé.

Fonction dérivée.
On évite tout exces de technicité dans
les calculs de dérivation. Sinécessaire,
dans le cadre de la résolution de
problémes, le calcul de la dérivée d'une
fonction est facilité par l'utilisation
d'un logiciel de calcul formel.

Il est intéressant de présenter le
principe de démonstration de la
dérivation d'un produit.

 Calculer la dérivée
de fonctions.

Dérivée des fonctions usuelles:
1
X \/x,x'—>; et x+— x"

(n entier naturel non nul).

Dérivée d'une somme, d'un produit
et d'un quotient.

( Notre point’de vue

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions de nombre dérivé d’une fonction et de tangente
a sa courbe représentative, en un point. Nous avons ensuite défini la fonction dérivée et énoncé les
propriétés sur les opérations, afin d’entrainer les éléves a calculer des dérivées. Ce travail se poursuivra
par la suite dans le chapitre 4.

Nous avons utilisé un langage intuitif dans deux approches: 'une numérique (concernant la limite
en 0), pour définir le nombre dérivé a partir d’'un taux d’accroissement, 'autre graphique (passage du
coefficient directeur d’une sécante a celui d’une droite qui occupe une position limite). La notation de
limite est simplement mentionnée.

Le calcul du nombre dérivé d’une fonction, a partir du calcul de la dérivée, est utilisé dans la détermination
d’une équation de tangente.

Nous avons fait le choix de donner des énoncés de cours simples illustrés d’exemples.

Les savoirs-faire sont constitués d’exercices élémentaires, applications immédiates du cours.

Dans le choix des exercices, nous en avons proposé plusieurs liés a des lectures graphiques.

De nombreux exercices permettent aux éléves de s’entrainer au calcul de dérivées et a la détermination
d’une équation de tangente. Plusieurs exercices proposent des démonstrations, des activités de logique
ou des références historiques.
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Quelques exercices s’appuient sur des situations prises en dehors des mathématiques.

L'utilisation des TICE a été développée a plusieurs endroits dans le chapitre:

— Pour les calculatrices, nous avons présenté, dans les pages de Savoir-faire, les instructions relatives
au calcul d’'un nombre dérivé et au tracé d’une tangente. Ces instructions sont ensuite utilisées dans
de nombreux exercices.

— Pour les logiciels, nous avons indiqué plusieurs utilisations d’un logiciel de géométrie dynamique et
d’un logiciel de calcul formel pour le tracé de tangentes ou le calcul de dérivées introduit dans I'un des
savoir-faire. Nous avons privilégié I'utilisation des TICE, non seulement pour calculer des dérivées ou
tracer des courbes et des tangentes, mais aussi pour conjecturer ou contréler un résultat.

Dans la page « Chercher avec méthode », I'énoncé choisi permet de mettre en ceuvre plusieurs des
méthodes introduites dans le chapitre : calcul de la dérivée d'un quotient de deux fonctions, application
au calcul d’'un nombre dérivé, détermination d’'une équation de tangente. De plus, il est possible, ici,
de controler certains des résultats obtenus, a I'aide d’'une calculatrice: calcul du nombre dérivé et
détermination de la tangente (tracé et équation).

Les notions abordées dans le chapitre 3

1. Nombre dérivé et tangente
2. Fonction dérivée
3. Dérivées et opérations

GAvanr de commencer

Le QCM et les exercices proposés dans cette page b.y=-2x+2.
permettent de faire le point d'une part sur la notion de @ a.eth.

coefficient directeur d’'une droite et d'autre part sur le tracé

et la détermination d’une équation de droite. alE / @
Se tester avec des QCM ! B
08 Oc 04 Oc Ob; Os

Se tester avec des exercices ) /
@-o4

0a.y=2x+1. b.y=-x+4. c.y=3.

Oa.
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y 0 / 2 X

C.y=4x+6.
@ a.f(2)=9 et f(2+h)=9+8h+2h

_ 1
\ b.f2)=1 et fQ+h)=5—F— =77




0 Actlivites

Actlivité 1 Une histoire de vitesse

Cette activité introduit le nombre dérivé comme limite
d'un taux d’accroissement. Elle s‘appuie sur une situation
introduisant les notions de vitesse moyenne et de vitesse
instantanée . L’idée de limite est abordée ici, de maniere
trés intuitive.

1. La vitesse moyenne entre 0,46 s et 0,54 s est égale

. 094 . a
a 0,08 soit 11,75 me-s!, 5

Entre 0,48 s et 0,52 s, elle est égale a %’104
48m-s. '

2, a. La vitesse moyenne entre les instants t = 0,5 et
t=0,5+hestégalea4,9+49hpourh>0.

b. I fautlire la vitesse moyenne s'approche de plus en
plus de 4,9 lorsque h s’approche de 0.

Lorsque h prend les valeurs0,1;0,01 et 0,001, on obtient
respectivement pour la vitesse moyenne: 5,39;4,949;
4,9049. La vitesse instantanée a l'instant t = 0,5 est
égalea4,9m-s.

soit

Aclivile ‘2 Animation autour d’un point

Cette activité permet d'introduire le nombre dérivé comme
limite des coefficients directeurs des sécantes a une courbe
passant par un point fixé de la courbe. On pourra ainsi
introduire la notion de tangente a la courbe au point
considéré. Cette activité utilise le fichier 03S_activite2.ggb
disponible sur www.bordas-indice.fr qui permet une
présentation a la classe en vidéo-projection. Cependant
la copie d'écran donnée permet de traiter l'activité sans
utiliser d’ordinateur.

Pour l'utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique,
on pourra se reporter aux pages 266 a 269.

1.0n observe que les coefficients directeurs des droites
(AM) se rapprochent de 2 lorsque I'abscisse de M se
rapproche de 1, par valeurs supérieures ou par valeurs
inférieures a 1. Pourx égal a 1, le logiciel affiche « ? » .
Le rapport n'est pas défini.

2. a. Le point A a pour coordonnées (1; f(1)), soit
A(1; -1). Les coordonnées de M sont (1 + h; f(1 + h)).
Donc r(h) le coefficient directeur de (AM) est éqgal a

W.Ona f(1 4 h) - f(1)= h? - 2h. Par suite

r(h)y=h-2.
b. La valeur limite de r(h) quand h s’approche de 0
est-2.

Aclivité '3 Une courbe 3 Ia loupe

Dans cette activité, on fait observer a I'éléve qu’au
voisinage d’un point donné, le tracé de la courbe est

pratiquement rectiligne et se confond donc avec celui
d’une droite, qui est ici donnée.

Pour l'utilisation de la fonction Zoom de la calculatrice,
on sereportera, pour une calculatrice Texas a la page 272
et pour une calculatrice Casio ala page 276.

1. La premiére copie d'écran correspond a la fenétre
standard. Les deux autres ont été obtenues par deux
agrandissements successifs autour du point A. Le
dernier tracé est pratiquement rectiligne.

L
A

2. Le tracé de la courbe 6 est confondu avec celui de
la droite 9.

3. Les deux tracés sont maintenant distincts.

il

Activité ' 4 D’'une courbe vers Ia courbe
de |3 derivee
Il s’agit dans cette activité de déduire du tracé de la
représentation graphique d’une fonction I'allure du tracé
de la représentation graphique de sa fonction dérivée.
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1.0nlit f(-1)=2, f(0)=-1 et f'(1)=2.

2, a.Lesdroites T, et T, ont méme coefficient directeur:
-0,25.
b.On adonc f(0,5) =f'(-0,5) = -0,25.

3. 0n obtient le tracé suivant:

\ S

N

o

o
~

x

 exercices

4.a.llfaut lireAetBaulieudeA; et A,.

Les coordonnées de Csont (0;-1).Donc g(0)=c=-1.

Les coordonnées de A sont (-1 ; 2) donc g(-1)=2;

celles de B sont (-0,5; -0,25) donc g(-0,5) =-0,25.

Les réels a et b sont donc solutions du systéme
a-b-1=2

{0,250 -0,5b-1=-0,25

b. Il faut lire D et E au lieu de A et As.

Ainsig(x)=3x*-1.

L'ordonnée de Dest f'(0,5)=-0,25 et g(0,5)=-0,25.

L'ordonnéedeEest f'(1)=2 et g(1)=2.

;onobtient b=0 et a=-3.

POUR DEMARRER

ENOna f(4) =-5; f(4 + h) = =5 - 2h donc le taux
d’accroissement r(h) est égal a -2, pour h # 0.

Bl Comme f(-1)=2 et f(-1+h)=h?>-2h+2, ona
f(=1+h)-f(=1)=h*<2h, d'ou r(h)=h-2 pour h#0.

ENona f(1)=3 et f(1+h)=3h*+6h+3,
d'ou r(h)=6+ 3h.

I 1. Soit r (h) le taux d'accroissement de fentre -2 et

-2+ h.Ona f(-2)=3 etf(-2+h)=h?>-3h+3 donc

r(h)z%zh—S pour h =0.

2. Quand h tend vers 0, le taux a pour limite -3. Donc
festdérivableen a=-2 et f'(-2)=-3.

Eonlit f/(-2)=-3.
EHona f(-1)=1 et f'(-1)=2.
EAona f/(1)=2 et f(0)=-1.

40

El1.et2.

Pour 3., plusieurs tracés sont possibles.

EN1.7(x)=2x+5.
2.7°3)=11 et f'(1)=7.

Iﬂ1.f’(x)=1—i2.
X
2.f'(3)=4 et f'(1)=0.

ol



[EEN C'est le nombre dérivé de fen 2, soit —12.
[EE3 1. Voici le tracé obtenu:
\\ / //

-

0 X

2.Une équationde Test y=-4x-4.
3.0n peut se reporter pour Texas a la page 273 et pour
Casio a la page 277.

[EEJ Le point de contact a pour coordonnées (4; 2).
- . 1

Le coefficient directeur de la tangente est f'(4) = 7

Une équation de la tangente est y=— Z X+ 1.

Ed1.0na v'(x)=2 et vV'(x)=-1.
2. fest le quotient des fonctions u et v.

-
Ainsi f (X)_7(3—x)2 .

EEJ 1. La fonction fest l'inverse de la fonction u définie
sur R, par u(x) = 3x2+5
2, On sait que (ﬂ) =

6x
donc f’(X)= - m .

E&1.f(x)=8x-3.
2.f(0) =3+ 2x+ 1.

-23
3.7700= (B3x+5)2°

. Or v (x)=6x,

POUR §’ ENTRAINER

EE41.0na f(-1)=2 et f(-1+h)=h*-3h+2.

2, Le taux d’accroissement de f entre -1 et -1 + h est
égal a h - 3. Il a pour limite -3 quand h tend vers 0.
Donc fest dérivable en -1 et f/(-1) =-3.

3. On obtient I'écran suivant:

hbt??érlvécxz—xp
» _3 _3

Efl1.0na g(2)=0 et g(2+h)=-h*-2h.

2. Le taux d'accroissement de g entre 2 et 2 + h est
égal a -h - 2.1l a pour limite -2 quand h tend vers 0.
Donc g est dérivableen 2 et g’(2) =-2.

3. On utilise I'instruction nbreDériv( pour Texas et
d/dx pour Casio.

B 1.k(-1)=-1 et k(-1+h)=— 1.
-1+h

2, Le taux d'accroissement de k entre -1 et -1 + h est
égal a ﬁ .
Il a pour limite -1 quand h tend vers 0.

Donc k est dérivable en -1 et k’(-1) = -1.

3. On utilise I'instruction nbreDériv( pour Texas et

d/dx pour Casio.

EJd1.0na f(1)=1 et f(1+h)=1+3h+3h2+h3
Le taux d’accroissement est donc h?+3h + 3.

2. Ce taux a pour limite 3 lorsque h tend vers 0.

Donc fest dérivableen 1 et f'(1) =

Pour les exercices 21 a 26, on calcule le taux r(h),
entre a eta+ h, delafonction donnée, puis la limite
de ce taux lorsque h tend vers 0.

Elrh)=-3 et f'(4)=-
EXrh)=-h-2 et f(4)=-2
E’r(h)=ﬁ—1 et f'(0)=-
Edrh=h+1 et f(1)=1.
Er(h_» et f'(-2)=1.
Edrh) = m et f/(2)=1.
vh+3 -3 _ 1

1.0 .
27 na rih= h \/h+3+\/§1
2, Lorsque h tend vers O, r(h) a pour limite ——=, donc

: ﬁ 23

fest dérivableen2et f'(2)=

EX1 vrai.

EXA Faux. En effet le taux d’accroissement a pour limite
-8 et non -2 quand h tend vers 0.

EQD vrai.

[EZA Le point A a pour coordonnées (-1; 2). Le coefficient
directeurdeTest-3.Une équationde Test y=-3x-1.

EElOna f'(4)=-3. L'ordonnée de A est —14.
Il faut lire que f est dérivable en 4 (et non en 2).
[EZ3 1. On obtient le tracé suivant:

23

y R4

-+
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2.UneéquationdeTest y=x-1.
3. On obtient I'écran suivant:

Y=k

[EE1 1. On obtient le tracé suivant:

A
VAR

2. Une équationde Test y=3x-2.
3. Se reporter a la page 273 pour Texas et a la page
277 pour Casio.

E& 1. On obtient le tracé suivant:

T

@

2.Une équationde Test y=-x+2.
3.Sereporter ala page 350 pour Texas et a la page 354
pour Casio.

[EZA Attention, la correction en fin d'ouvrage est erronée.
Vous trouverez ci-dessous la bonne correction.

1.On lit graphiquement f'(-1)=3 et f'(2)=-

2. 0n lit de méme que I'ordonnée de A est —4 et celle
deB, 5.

La tangente T, est la droite passant par A de coefficient
directeur 3. Une équation de T, est y = 3x + p telle
que -4 =-3 + p; d'ou p=-1. Une équation de T,
estdonc y=3x-1.

De méme une équationde T, est y=-6x+ 17.

EX Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
03S_exercice38.ggb (Geogebra).
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On obtient la figure suivante:

\al P

T

\
AIAr

Les équations des droites T, T'et T" sont respectivement:
y=-4x-4; y=-2x-1 et y=4x-4.

XX Faux, car les nombres dérivés de fet g en A ne sont
pas nécessairement égaux.

3 vrai.
0 vrai.
Ea.f'(x)=5, donc f/(3) = (;):5.
1\ 4
, 3 4
b.g’(x)=4x3, donc g’(3)=108 et 9(3) 57
1
c.h’(x)=—?, donc h’(3)=—§ et h’ (%)=—9.
K&l a.f'(x) =3x% donc f/(-1)=3 et f'(v2)=6.
b.g’(x) =4x3, donc g’'(-1)=-4 et g’(v2)=8+2.
c.h’(x)=-2, donc h’(-1)=-2 et h’(~2)=-2.
Eda.f'(x) =0, donc f/(0,01)=0 et f(3)=0
1 (3=
b.g’'(x) = J_,doncg(001) 0.2 etg(3)—2J§~
c. h’(x) = 2x, donc h’(0,01) = 002 et h’'(3)=
51 3. Il faut lire

J— , (et pas ZJ—
m1.f’(—2)=—% et f’(§)=—4.

2.|l'y a deux solutions: —% et %

3.1l n'y a pas de solution.

EZ21.0na f'(x)=3%, d'ou:
a.f’(0)=0; b.f'(2)=12;
c.f'(-1)= d.f’(12) =432.

2. 0n résout I’équatio? f’(x)2: 4, soit 3xX*=4.
Il'y a deux valeurs: - B a
3x% est un réel positif. Il n'y a pas de réel x tel que

f’(x) =-108.

KXl f(x) = 3%, donc:

1.vrai; 2, vrai; 3. vrai.
1

Elgx) = -~z donc:

1. faux; 2. faux; 3. vrai.



EJ1.f(x)=2x; le coefficient directeur de T est f'(-2),
soit —4.

Une équation de T est y =—-4x - 4.

2.

~>

|
—|L/¢”’>

Bl g’ (x)=3x%; lecoefficient directeurde Test g’ (-2),
soit 12. Une équation de Test y=12x + 16.

22 Le coefficient directeur de la tangente doit étre
égal a 4. On résout I'équation 2x=4.

Cette équation a une seule solution: 2.

Le point A a pour abscisse 2.

=1 1. T a pour équation y=-2x-1.

2.
\ y @

0 X

-

T

3.a.Onrésout I'équation 2x=-6.
Cette équation a une seule solution:-3.
b. Le point de contact a pour coordonnées (-3 ; 9).

Ve
7

EZ3 1. Les coordonnées de A vérifient les deux
équations.

2, Les équations a P et a # des tangentes en A sont
respectivementy =2x-1ety=-x+2.

3. On obtient la figure suivante:

VL
N/

E& 1. Les coordonnées de A vérifient les deux
équations.

2, Les équations a % et a 6 des tangentes T et T' sont
respectivementy=2x-1ety=0,5x+0,5.

E3 L'équation % = % a pour solution 9. Les
coordonnées de A sont donc (9; 3). Une équation de
Testy=%x+ 1,5.

1. Une équation de T est y = —4x + 4.
2. On obtient la figure suivante:

1

\

1
3. On résout I'équation -2 = -4. Cette équation
deux solutions et -+
a deux solutions - et - .

Les coordonnées des points de contact sont (% ; 2)
1
et (f —2).

2;
1
Ed1.a.0na f'(2)=-7. Uneéquation de Test:
1
y=—2x+1.

- 11
3. a. L'équation -3
2et-2.
Latangente T’ a la courbe € au point d'abscisse -2 est
parallélea T.

admet deux solutions:

Voici les tracés demandés:
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) 0 T
B

~

— T

EE11. Sereporter a la page 350 pour Texas et a la page
354 pour Casio.

2. La courbe %€ est située au-dessus de la tangente T.
3.Uneéquationde Test y=2x-1.

4, Correctif : il faut lire d(x) = (x - 1)2

La différence d(x) est positive sur R. Ce qui prouve la
conjecture faite dans la question 2.

IZ0 1. On obtient I'écran suivant:

Y1=K" (3D

V=32
H=-1 w=-1

On peut choisir comme fenétre:

Xmin=-2; Xmax=3; Ymin=-8 et Ymax=11.
Sur]-; 2] la courbe est au-dessous de T.

Sur [2:+[ la courbe est au-dessus de T.

2. Une équationde Test y=3x+ 2.

3. On développe (x - 2)(x + 1)2 pour obtenir I'égalité.
4. 'abscisse de B est la deuxiéme solution de I'équation
x3=3x+ 2. Le point B a pour coordonnées (2; 8).

5. Le signe de (x - 2)(x + 1) est celui de x - 2; on
démontre ainsi la conjecture faite dans la question 1.
Il faut lire AIDE : question 4.

IZ3 1. T a pour équation y=3x-2.

2, L'équation 3x?>=3 a pour solutions -1 et 1.

Le point B a pour coordonnées (-1; -1).

3. T a pour équation y = 3x + 2.

4. On obtient:
Y [ //
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& y

1
I

~—
0 X
2, L’équati;n de la tangente au point M (a ; %) est:
X
y=-3%tg"
3. Ses mtersections avec les axes sont A(2a; 0) et

B (0; 2
a 1
4. e milieu de [AB] a pour coordonnées (a ; E)'

C'est le point M, quel que soit a.

. 1
1. On résout I'équation —— = 1.
o . 2x

Elle a pour solution unique % \

Le point A a pour coordonnées (4 2)

2.Une équationde Test y=x+ % .

A Le coefficient directeur de T est 3. :

L'équation 5% =3 apour solution 376
Latangente T"a %" au point d'abscisse 36 ost parallele
aT.

IEA Faux. En effet, f’(x) =—6 donc f’(1) = -6.

22 Faux. En effet, f'(x) =3x* donc f'(2)=12.

A Fauxcar f'(x)=2x et g’'(x) = —% .

Dol f'(1)=2 et g’(1)=-1.

e . 1 , .
2 Faux car I'équation -— =3 n‘a pas de solution.
X

EQ vrai.

2N F(x) =125
EAg (x)=-
EAdh'(x)=-12x-7.

EZ k' (x) = 15 - 4x + 3.
EA h'(x) = x* - x3 - 2,5x.

EA k1) =—4t2+%
m1 Ona f'(X)=2(4-3x)+(2x-1)x (=3)=-12x+11.
2.f(x)=-6x+11x-4 d'ou f'(x)=-12x+11.

3. On obtient la méme expression développée.

m On applique Ia formule (uv) =uv+uv’;

3
J_+xx2J— J_ donc k=75.

m On applique la formule (uv) =uv+uv’;

=2xx +X*x J;;OYXZ x(Vx)*;
par suite f’(x) =2x vx + XJ_ g Jx, donc kzg.



4

B0 = G-4x?"

EBEllg =
4x
B2 (x x2+1)

[EE) La fonction f est dérivable sur -1 ; + o[ et
P p———

(x+1)2
[EZA La fonction g est dérivable sur 1-4 ; + o[

7
3x - 4)

etg'0) =y

EE] La fonction h est dérivable sur 12,5 ; + [

, 4
eth’(x) = x5
[EA La fonction p est dérivable sur 13 ; + [ et

13

(B3-x2"
1.Lafonction g est dérivable surl, comme quotient
de deux fonctions dérivables sur |, dont le dénominateur

p'(x) =

ne s'annule pas sur I.
g0 = X2 -2x
(x-1)2"

2. g(x) s'écrit sous la forme d’'une somme de deux
fonctions.

, 1T (x=12-1_ x?-2x
3.9W=1-C T T o T o
On retrouve le résultat obtenu dans la question 1.

X 2. fest une somme de fonctions dérivables sur R,
donc fest dérivable sur Ret f'(x) = -2x + 2.

3. Les coefficients directeurs sont 2 et 0.

4. On obtient la figure suivante:

y T
' %
0 X
EJ1.0na f'(x)=2x-2.

L'équation f’(x) =2 admet une solution unique 2.
2, Puisque f(2) = 0, le point de contact a pour
coordonnées (2; 0). Une équation de la tangente est
y=2x-4.

EXN1. L'écran de la calculatrice permet de conjecturer
que 9 est tangente a 6 au point A(1; 0).

Ona f’'(x) = -3x* + 2x. Donc f’(1) = -1 qui est le
coefficient directeur de %.

De plus les coordonnées de A vérifient les équations
de 9 et de 6.

2. L'équation f’(x) =-1 admet deux solutions: 1 et — %
Il existe donc une autre tangente a € paralléle a9dp.

Le point de contact a pour coordonnées ( 3 247)

La tangente a pour équation y=-x- 2—57 .

B W=-2+1;
7

le coefficient directeur est f'(4) = 3

g'(x)=- % ; le coefficient directeur est g’(4)= —% .
E1.
WL L
1
0 \ X
N4
L
2.f'(x)=2x-4; laconditionestdonc 2x-4=2 d'ou

x=3. Les coordonnées de A sont (3; -2).
Une équation de la tangente est y=2x-38.

94 BB y

>

I \
0 X
T
2. f'(x) = -4x + 4 ; la condition est donc —-4x + 4 = -2,
3 5
22/

Une équation de la tangente est y=-2x + il

dolx= % Les coordonnées de A sont (

2
EJ1.0na f'(x)=2x-4 et g’(X):2?X.
f(3)=3 et f'(3)=2. Deméme g(3)=3 et g'(3)=2

2. Les courbes représentatives de f et de g ont pour
point commun le point de coordonnées (3; 3). En ce
point elles ont une tangente commune de coefficient
directeur 2.
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[EZA L'expression f(x) est de laforme f(x) = ax?+ bx+c.
Ona f(0)=5 donc c=5.
P’ est la représentation graphique de la fonction g
définie par g(x)=-2x*+4x+ 1.
Ona g(2) =1 donc f(2) = 1. Le point A(2 ; 1) est
commun aux courbes % et %',
Puisque f(2)=1,4a+2b+5=1; soit 2a+b=-2.
En outre g'(x) =-4x+4, donc g'(2)=-4.
P et P’ ont méme tangente en A. Donc f'(2) =-4.
Or f’(x)=2ax+ b, parsuite 4a+ b=-4.
Les réels a et b sont donc solutions du systéme:

{4a +b=-4

2a+b=-2

On obtient a=-Tetb=0.
D'ol (x)=-x"+5.
Une équation de la tangente commune est y=-4x+9.

On a la figure suivante:

P

[P \Tx
[ \
[ \

I3 1. On peut choisir comme fenétre: Xmin =0 ;

Xmax=1,5; Ymin=-1 et Ymax=3.
Avec lacommande Trace, on obtient une approximation
de I'abscisse du point d'intersection de la courbe: 0,8.

Voici I'écran correspondant:

1=H~3~‘SH—1/

I | v

+=0,8333333333 Y=-4,5296296E-3

Y1=K"(3)+48,5K-1

H=.84574468 Y=.027B8200%

2. L'équation f(x) = 0 admet une solution unique
dans[0; 1,5].
3.a.Uneéquation de latangente est y=2,42x-2,02.

b. On obtient comme approximation: 0,83.
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EE1 1. On obtient I'écran suivant:

Y1=-K2+3H-1

)| =EA

2, La courbe % est en dessous de T.

3. Une équationde Testy =-x+3.

4. a.f(x) - (~x + 3)= —(x - 2)2; cette différence est
négative sur R.

b. Donc f(x) < -x + 3; par suite la courbe % est en
dessous deT.

M ona f/(x) =-3x*+ 2x. Le coefficient directeur de
(d) est-1.0n résout donc I'équation f’(x)=-1. Cette

M=z
Bt a3

équation a pour solutions — get 1.1l existe donc deux

tangentes paralléles a (d). Les points de contact ont
. 1.4 .

pour coordonnées (—§ ; f) et(1;0).

Les équations de ces tangentes sont respectivement

y=-X=5- et y=-x+1.

sy X4 +3x%2+10x
I 60 = i

EEE /(%) = 10x° + 14x5 +12X5 + 433 + 12x2.

@B f(x) = Bx2+1Wx(x2+1)

2x(x2+1)

)= 38X
Mf(x)_24X+2(x+2)'
mf(x)_(xz+x+1)2’
[106FHVE R

s (x=3)x3=x2 - 44x +72)
== x¥(x =272

x+13x+1)

HMEf(x)=3+6x-2- 302 1)
ELE 1. Enoncé vrai. L'énoncé réciproque « Si fest définie
en g, alors f est dérivable en a » est faux.

2.Enoncé vrai. L'énoncé réciproque « Si f'(x)=1, alors
f(x) =x» estfaux.

3. Enoncé faux. L'énoncé réciproque « Si la tangente
en 1 a la courbe de f a pour équation y = x alors
f'(1)=1» estvrai.

4, Enoncé faux. L'énoncé réciproque « Si f'(1)=g’(1),
alors f(1)=g(1)» estfaux.

1. a. f(x) = (u(x))* x u(x). Lafonction festun produit
de deux fonctions dérivables sur | donc fest dérivable
sur l.



b. (uv) =u'v+uv
. (x)=2xu'(x) x ux) x ux) + (UXx)* x u'x)
=3u'(x) x (ux))?,
soit (u3)' = 3u’u’.
2.0naici ux)=x donc f'(x) =3 x1=3x.
3. On utilise le résultat précédent avec u(x) =x2-1.
D'ol u'(x)=2x et f'(x) =3(x2-1)2x 2x =6x(x2-1)2

EEE] vrai.

EEEIFaux, car I'équation - 110 na pas de solution.
XZ
s 3X
(EElFaux.Ona f 0 =57z
L Faux. On f'(x) =6(3x - 1).
B vrai.
v 5
B8 v0= 7 -
[(EEona f'(x)=3x*+6x. L'équation f'(x)=-3 apour
unique solution -1.

EEE soit f(x)=§. Onrésout I'équation f'(x)=-2, soit
;—? =-2. Elle a pour solutions v2 et —/2.
Les points ont pour coordonnées (v2; 242) et

(V2 ;-22).
B p'(x) = 3x* - 8x. L'équation 3x*> - 8x = 0 a pour

solutions O et = .

3
Les tangentes a 6 aux points (0; 0) et (8 _Eﬁ) sont

37727
paralléles a I'axe des abscisses.

EED £ (x) = 2x; une équation de la tangente est

y=2x+2.

EHdona f’(x)=¥+1 et h'(x) = 2x+37x + 1.

POUR FAIRE LE POINT

Attention, les réponses aux questions 6, 9, @ et @
en fin de manuel sont erronées, les réponses ci-dessous

sont les bonnes.
QA Ocetd; ©)A; OBetC; OAetD;
Oc A  Oc Os; ) AetD.

EEZ 1. On obtient le tracé suivant:
L

_fh)-f0) _|A|
2.0na r(h)_T_f .
Si h>0, |h|=h et r(h)=1
Si h<O0, |h|=-h et r(h)=-1.
Lorsque h tend vers 0, r(h) n'a pas de limite réelle. La

fonction f n'est pas dérivable en 0.

EEE] 1. Le colit fixe est 600 €.

2, ((200) = 880.

3.C(200) =1,4.

4.a. C(201) - C(200) = 1,39.

b. On obtient un résultat voisin a celui obtenu dans
la question 3.

5. Le colt du 201¢ article est plus élevé que le colt
du 401¢ article.

EEZ! 1. Les coordonnées de A sont (a; —a* + 4a - 2).
Le coefficient directeur de la tangente en A est f'(a),
donc4-2a.Une équation de la tangente en a est donc
y=(@4-2a)x+a*-2.

2. Les coordonnées de | vérifient I'équation de la
tangente. Le réel a est solution de I'équation:

3

4=(4—20)x§+a2—2.
Cette équation a deux solutions: 0 et 3.
Les équations des tangentes correspondantes sont
respectivement y=4x-2 et y=-2x+7.
Attention, il y a une erreur de numérotation dans le
manuel : les exercices 124 a 126 sont les exercices 125
a 127 (colonne de droite).
EEH Fichier associé sur wwws.bordas-indice.fr :
03S_exercice 125.ggb (Geogebra).

1.a.
T 7

La population est croissante sur l'intervalle [0; 2].
b.Ona y=13,5t-2,5.

Sur [0; 1], la courbe € est au-dessus de T.

Sur [1; 2], la courbe € est au-dessous de T.

Jusqu’a t =1, la vitesse de croissance augmente; elle
diminue ensuite.

2.0na ’()=-13,5+27t.

f’(t) est une fonction polynéme du second degré qui

admet un maximum pour t= =1.

" 2x(-13,5)
On démontre ainsi la conjecture de la question 1. b.

3.a.0na f(1)=11 et f'(1)=13,5. Une équation de
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Testdonc y=13,5t-2,5.

b. On vérifie I'égalité en développant son second
membre. La différence f(t)-(13,5t-2,5) estdusigne
contrairede t - 1.

On démontre ainsi la position de la courbe 6 par rapport
a T, conjecturée dans la question 1. b.

EEX 1. Les conditions se traduisent par les égalités:

f(3)=0;f(0)=2;f(0)=2.
Dot ()=~ 5 +2x+2
2, La deuxieme solution de I'équation f(x) = 0 est - % .
Cet exercice peut se traiter en utilisant un logiciel de
calcul formel.
Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
03S_exercice126.xws (Xcas). 710

t

EX1. A0 =6-106t (enm?); r(t) = -
donc r(t)=1000 E«/? (en'm).

2. Soit d la distance du navire a la cote: on sait que
r(1)= g, donc d=2000 \/g m, (2764 m environ).

L'équation r(t) = d équivaut a t = 4. La nappe
atteindra la cote au bout de 4 jours.

Ona r'(4) =250 \/g ; sa vitesse sera alors de 250 \/g
soit environ 345,5 m par jour.

EEX1.-9,8t+29,4.

2, C'est la vitesse a l'instant t=0.
3.Lapierretouchele solalinstantt=6;sa vitesse sera
alorsde -29,4m-s.

EEX) 1. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
03S_exercice129.xws (Xcas) et 03S_exercice129.dfw
(Derive).
Onpose f(x)=2F-x-5 et g(x)=-3+3x+3.
On résout I'équation f(x) =g (x). Pour cela, on utilise,
avec Xcas, la commande resoudre (voir page 270) et
avec Derive la commande | solve (voir page 271).
L'équation a deux solutions -2 et 2. Les courbes % et
% ont deux points d'intersection: A(-2; 5) et B(2; 1).
2.0na f'(-2)=g’(-2) et f"(2) # g’(2). Les courbes
% et € ont une tangente commune en A.

LI
via+h) v(a)

h

B rh) = f(a+hi3—f(a) _

_ via)-v(a+h)
~ hxv(a)xv(a+h)

__Vv(a+h)-v(a) 1
- h via)xv(a+h) *

2, Puisque v est dérivable surl, le rapport Ya+h)-via)
a pour limite v’(a) quand h tend vers 0.

3.v(a+ h) a pour limite v(a) lorsque h tend vers 0.
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Doncr(h)a pourlimite -v’(a) x lorsque h tend

(v(a))? Y
vers 0. Par suite fest dérivable surl et f'= (V) =7

EEXD 1. Les cotés [AA] et [MM'] des triangles SAA’ et
SMM’ sont paralleles. Le théoreme de Thalés permet
SA AR

M MM*'*

2.0na SA" =|1-5|; SM" =|x-s| ; AA"=0,5 et
MM’ = |y|. Onobserveque 0<s<1 etquex-setyont
méme signe. De I'égalité obtenue dans la question 1,

donc d'écrire

on peut donc déduire: I=s _ 0}'/5 )
d’ou y=% et D=y—0,5x2=%—0,5x2
0,5 0,5
=—0,5X2+EX— .I_SS.

L'expression de D est celle d’'un polyndme du second
degré, dont la variable est x.
3.a. Lesrésultats du second degré permettent donc de dire

7

1I=s /__ 1
2x(=0,5) 2(1-9)°

que D est maximale pour x=-

b. Lorsque M esten A, x=1.

. - \ 1T
Donc s est solution de I'équation 05 = 1

Soit 2s=1. L'abscisse du point S est % .

EEZ] Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
03S_exercice132.ggb (Geogebray).
1.A(-1;1)etP(1;0,5).

2.y=x".

3. Il y a deux tangentes a la parabole passant par P.
Une seule convient avec le probleme posé. Le point M
correspondant a une abscisse voisine de 0,28.

4. On obtient y = 2mx — m2. Les coordonnées de P
doivent vérifier cette équation.

Le réel m est solution de m*—2m + 0,5 = 0.

Une solution convient: ¥ , soit environ 0,293.

Ce résultat est bien conforme a la conjecture faite a
la question 3.

EE1.et2. \\ y //
AN T /a
' ' X
B/ | \F

3.0naA(a;a%+1)etB(-a;-a?-1).



4, La droite (AB) a pour coefficient directeur
yg—-ya -a’-1-a2-1_a?+1

XB - XA —a-a “Ta
gente en A a %. Son coefficient directeur est donc le
nombre dérivé en g, de la fonction x+— x2+1 soit 2a.

! =2a.

Elle est tan-

2
. . . . at+
Le réel a est donc solution de I'équation

Cette équation admet deux solutions -1 et 1. Il existe
donc deux tangentes communes aux courbes % et P'.
Pour la premiére tangente, les points de contact ont
pour coordonnées (1;2) et (-1;-2).
Pour la seconde tangente, les points de contact ont
pour coordonnées (-1;2) et (1;-2).

[m1.g’(x)=;—§. On résout I'équation ;—g =-2, soit
x*=1.1l'y a deux points de la courbe ¥ en lesquels la
tangente est parallele a la droite d’équation y=-2x+3.
Les points de coordonnées (-1;-2) et (1; 2).

2. /I faut lire: Soit a un réel non nul.

Ona g(a = % et g'(a) = une équation de la

-2,
a?’

N . 4

tangente a 7€ au point A estdonc y = a—?x g
3. a. La tangente passe par M(-4 ; 4) si et seulement si

-2 4
4 = ? (—4) + E.
Leréel a est solution de I'équation a?-a-2=0; cette
équation a deux solutions -1 et 2. Il y a donc deux
tangentes passant par M.
b. Les points de contact sont les points de coordonnées
(=1;-2) et (2; 1). Les équations respectives sont:

y:—2x—4ety:—%x+2.
4. Pour P(1;0), le réel a est solution de I'équation
0:;—§+% soit —2+4a=0; ilvient a=0,5.
Il'y a donc une seule tangente passant par P.
PourO(0;0),I'équation s'écrit 0= (_Tf x 0+ 7 équation
quin’a pas de solution. Il n’y a pas de tangente passant
par l'origine du repeére.
EEZ 1. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
03S_exercice135.ggb (Geogebra).

oM S
S
b
P
LT\
-1 / \su-l "
Vi | i,
Vi .\\\
© /,f'Jr G
vl i al
il - =
e ; . REN R
! 5
/ \ AN

Danslecasou a=0, BestconfonduavecA, lestangentes
sont confondues et paralléles a I'axe des abscisses.
Les points C et D ne sont pas définies. Le probleme n'a

alors pas de sens. On suppose dans la suite que a # 0.
2.0naA(a;1-a? et f'(a)=-2a. Une équationdela
tangenteen Aest y=-2ax+a?+1.

3. Le point C a pour ordonnée 0 donc C (% ; 0) .

4. Le point S a pour abscisse O donc ses coordonnées
sont (0; a2+ 1).

D est le symétrique de C par rapport a I'axe des

2
ordonnées, donc D a pour coordonnées (-G—H ; 0) .

2a

Jaa2 2
5.0na SC=(a2+1) Y49 +1 o cp= 9 *1
2d a
6. Par symétrie,ona SC=SD. Le triangle SCD est équi-
latéral si et seulementsi SC=CD, soitaussi- SC*=CD>
40 +1_ 1
4> g%’
Soit de I'équation 4a? = 3. Cette équation a deux

Le réel g est donc solution de I'équation

solutions — :/2_31 et ? Les points de contact A et B ont
, V31 V3T

pour coordonnées (—7 ; z) et (7 ; Z)'

EEX 1. L'abscisse des points d'intersection des deux

courbes est solution de I'équation -2x2+7x-3=x2+X,

équation équivalente a I'équation (x - 1)2 =0 qui

admet pour unique solution 1.

Onobserveque f(1)=g(1)=2; enoutre f'(1)=g’(1)=3.

Les deux courbes ont pour point commun A(1 ; 2) et

pour tangente commune, la droite passant par A de

coefficient directeur 3.

2, Soit f(x) =ax?+ bx + ¢ un tel polynéme.

Ona f'(x)=2ax+b.

Le polyndme fdoit vérifier les deux conditions (1) =2

et f(1)=3.

Les réels g, b et c sont donc solutions du systeme
a+b+c=2

{Za +b=3

Ce systeme admet une infinité de solutions telles que

pourafixé,ona c=a-1 et b=3-2a.

EEZ] Soit fla fonction polyndme du second degré dont

la parabole cherchée est la représentation graphique.

Donc f(x) =ax?+ bx + c et f’(x) = 2ax+ b. La droite

d'équation y = x est tangente a la parabole au point

d’abscisse s ce qui signifie que: as? + bs + c = s et

2as+b=1. D'ou 5=% et par suite g, b et ¢ vérifient :

1-b) 1-b S
a(%) +(b- 1)2—a +c¢=0; soit (1-b)?=4ac.
En procédant de méme avec les deux autres tangentes,

ona:
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«as2+bs+c=-55+3 et 2as+b=-5. D'ou F%;b

et par suite a, b et ¢ vérifient 4ac- (b +5)2=12a.

cas2+bs+c=7s-9 et 2as+b=7. D'ou s=72;ab et

par suite a, b et ¢ vérifient 4ac - (7 - b)2 = -36a.

Par suite (1-b)2-(b+5)2=12a etainsi b=-a-2.
De méme (1-b)’-(7-b)2=-36a etainsi b=4-3a.
Le réel a est solution de I'équation —a-2=4-3a; on
obtient a=3, puis b=-5 et c=3.

Le polynéme cherché est f(x) = 3x2-5x + 3.

\ L
\
\L

=

(@ Activites TICE

EEX Soit f et g les fonctions dont € et €’ sont les
représentations graphiques et T une tangente
commune a ces deux courbes. A d'abscisse a est le
point de contact de T et 6; B d'abscisse b est le point
de contactde Tet €¢'.

Ona f(a)=-1+a? et f’(a)=2a. Une équationde T
estdonc y=2ax-1-a2

B est un point de T donc = 2ab-1-a2
En outre g’(b) = - i 2a.

1
Par suite a = TR Le réel b est donc solution de
U B e A
I'équation b —2( sz)Xb_1 gyTE Cette équation

est équivalente a I'équation 4b*+8b3+ 1 =0.

En utilisant une calculatrice, on peut conjecturer que
cette équation admet deux solutions; il existe donc
deux tangentes communes aux courbes € et 6¢'.

TP (1 Meéthode Newlon

On se propose de déterminer une solution approchée de
I'équation f(x) = 0.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
03S_TP1.ggb et 03S_correctionTP1.ggb (Geogebra).
A. 1. L'équation f(x) = 0 admet une solution comprise
entre 1 et 2.

2.a.Une équationde Tyest y=x-2.

bc Ona X, = 2. 5
3.UneéquationdeT; est y=3x-5. Parsuite x,= 3
4. SiT, est la tangente a la courbe au point d'abscisse
5

(5\_7 5\_1 . S
§,ona f (§)_3 et f(§)‘9' Par suite, une équation

34 . 34
deT,est yzgx—j. On obtient X3= 57+
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Les réels xq, X1, X, et x3 sont voisins de o et de plus en
plus proches de a.
5. Le réel a est la solution positive de I'équation

1+J§::1,61803

x2-x-1=0. Donc a= 3




x3 = 1,619. Le réel x5 est une approximation de o et

a<Xxs.

B. 1. Le coefficient directeur de latangente Ten A(g, f(a))

est f’(a). D'ou une équation de T:
y=f"(a)x+f(a)-af'(a).

2. Le pointd'intersection de T avec I'axe des abscisses

a pour ordonnée 0. Son abscisse b est donc solution

de I'équation 0=f"(a)x b+ f(a)-af’(a).

fla)

f'(a)’

3.a.Nreprésente le nombre d'itérations effectuées et

X les approximations obtenues pour o.

b.Le nombre d'itérations choisi et une valeur approchée

de a.

Donc b=a-

¢. En Y1, on saisit I'expression de f(x) et en Y2 celle
de f'(x).
Voici le programme obtenu:

FEOGREAM: MEWTOM ======HEWTOH ======

tPromel Ma s E+He

ForoI.l.H2 P

A= RN 2 (KD Faor 1+I To M
BRI EY2OE R

tEnd Hext«

OisF &

x‘
COrJCTLAUMEY 7 | 4 |

Pour N=5 etune valeur approchée initiale égalea T,
on obtient:

Tl CASIO
FrImHENTON 7
H=%5 5
A=l 7
1.618833939 i
Fait 1.618833989
| | = DisFr -

4. Pour 5 Itérations on obtient I'écran suivant:

Tl CASIO
FramHEWTON 2
=75 =1
w="2 7
2.834551482 2
Fait Z2.894551482
- DisFr -

TP 2 Raccordement dans le lrace
des lignes TGV

Il s’agit dans ce TP de déterminer une fonction vérifiant
certaines contraintes liées a la modélisation d’'un probléme
simplifié de raccordement de lignes TGV.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
03S_TP2.xws (Xcas) et 03S_TP2.dfw (Derive).
A.1.B(4;3)etC(6;4).

2, Lacourbe passe par A(0; 0)donc f(0)=0, d'ou d=0.
Elle est tangente en A a 'axe des abscisses, donc

f’(0) = 0. Puisque f’(x) =3ax?+ 2bx + ¢, alors c=0
et f(x) = ax3 + bx2.

3. La droite (BC) a pour coefficient directeur 0,5.

La courbe passe par B et elle est tangente en B a (BC),
donc f(4)=3 et f'(4)=0,5.

4. a.f’(x) =3ax2 + 2bx.
64a+16b=3

48a+16b =1

1 7 1 7
1 — 1 Ainci LI S
T b=1g . Ainsi f(x)= 6% +16x2.
Les copies d'écran ci-dessous obtenues avec le logiciel
Xcas donnent les listes d'instruction a écrire.
B.

[fr=arsrasbmea

¥ Parsing t
Y Warning: b, declared as global varable(s) compiling {

b. On obtient le systéme {

a=-

3 -
3 macx thex

Ejdariu‘s r{fx})

(a-3) x o+ {B-2) %

Blat=amezerey
' Parsing g
¥ Warning: b, declared as global variable(s} compiling g

& 4 — ¢ -=(a-3}-x2+(b-2>-x
[aJr@soudra_systeme_tinealra(Ti4/=3.i4)=0.5].[2.01)

[-0.0625. 0.4375 _
-~ — —

el

TP 3 Tangente 3 une parabole

On se propose de déterminer une parabole tangente a
une droite d’équation donnée.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
03S_TP3.ggb et 03S_correctionTP3.ggb (Geogebra).
A.1.2.3.0n obtient la figure suivante:
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4. a.lly a deux positions de la parabole.

b. Les deux valeurs de a sont proches de -10 et de 2.

B.1.a.0na f'(x) = -2x+ a. Le coefficient directeur

de la tangente au point d'abscisse m doit étre égal a

-4, c'est-a-dire: -2m+a=-4.

Le point de contact appartient a la fois a la parabole et

a la droite (d), donc f(m)=-4m +10.

b. On est ainsi conduit a résoudre le systéeme

-2m+a=-4

{—m2+a><m+1=—4m+10

2,0nobtient m?=9, d'ot m=-3 ou m=3 etdonc

deux valeurs poura, a=-10 et a=2.

Il existe deux paraboles d’équations respectives

y=-x>-10x+1 et y=-x>+2x+1 tangentesa ladroite

().

3. 0On démontre ainsi la conjecture de la question 4.b.

TP 4 Tangente 8 une hyperbole

Il s’agit d’étudier une propriété d’une tangente a une
hyperbole.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
03S_TP4.ggb et 03S_correctionTP4.ggb (Geogebra).
A. Une équation de (d) est de la forme y = mx + p.

Le point A(a;%) appartient a cette droite donc une

équation de (d) est y=m(x-a) + % .
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B.1.

Pour chaque valeur de g, il y a une droite (d) tangente
adt.

2, Le produit OP x OQ est égal a 4.

C. 1. Lorsque (d) est tangente a ¢, m=f'(a)

= - az .
1

On obtient pour équation de (d) y =- §x+ Z_

2.0naP(2a;0)etQ (0;%) .

3. Puisque a> 0, festdéfiniesur]0;+c[, OP=2a et
OQ=%.ParsuiteOPxOQ=Zax%=4.



CHAPITRE

B C r
4 Jejigioerivaiion

QLe programme

Contenus Capacités attendues Commentaires
Lien entre signe de la dérivée et « Exploiter le sens de variation pour | Iln’estpastoujours utile de recourir
sens de variation. I'obtention d’inégalités. ala dérivation pour étudier le sens
Extremum d’une fonction. de variation d’une fonction.
On traite quelques problémes
d’optimisation.

@ Nolre point de vue

L’objectif de ce chapitre est d’apprendre a utiliser la dérivation pour étudier le sens de variation d’'une
fonction et pour déterminer ses extremums.

Dans le Avant de commencer plusieurs exercices permettent de tester si I'éléeve sait ou ne sait pas
déterminer le signe d’une expression. C’est un acquis de Seconde qui est indispensable lors de chaque
étude de fonctions utilisant la dérivation. Un rappel figure en fin de livre page 327 afin de permettre a
I'éleve de retrouver des réflexes lors de telles études. C’est aussi un acquis du chapitre du second degré
(chapitre 1).

Pour comprendre le lien entre le sens de variation d’une fonction et le signe de la dérivée nous avons
proposé trois activités trés courtes; il nous semble tres utile que les éleves étudient au moins deux de
ces activités avant de pouvoir énoncer les propriétés du cours.

Pour aider les éleves a comprendre 'énoncé de la propriété permettant d’obtenir le signe de la dérivée
d’une fonction a partir du sens de variation de cette fonction, nous avons proposé dans le cours une
idée graphique de la démonstration de cette propriété; on ne peut pas aller plus loin puisque la notion
de limite n’est pas au programme.

Les savoirs faire sont constitués d’exercices élémentaires, applications immédiates du cours.

Apres 'étude de chacun de ces savoirs faire 'éleve pourra s’entrainer sur les exercices signalés.

Les exercices sont progressifs et font appel a la capacité de I'éléve a lire des graphiques, calculer des
dérivées et étudier le signe de ces dérivées.

Dans certains exercices on demande a I'éléve de déterminer le sens de variation d’une fonction avec
deux démarches: en utilisant la dérivation mais aussi sans l'utiliser (exercices 5, 36, 37 et 45) mais cet
aspect a déja été bien étudié dans les chapitres 1 et 2.

De nombreux exercices proposent des problemes d’optimisation dans des contextes différents
(économie, volumes d’une boite...); ils font appel a des fonctions polynémes de degré inférieur a 3 ou
a des fonctions rationnelles.

L’utilisation des TICE a été développée a plusieurs endroits dans le chapitre:

- Pour les calculatrices, nous suggérons plusieurs fois aux éleves de vérifier la cohérence de leurs résultats
avec celui affiché par la calculatrice mais nous leur montrons aussi dans les exercices 56 et 58 la nécessité
de savoir déterminer les extremums locaux afin de pouvoir choisir une fenétre de calculatrice adaptée.

Chapitre 4 Applications de Ia derivation 53



- Pour les logiciels, nous avons indiqué plusieurs utilisations d’un logiciel de géométrie dynamique pour

conjecturer ou pour contréler un résultat (voir activité 3, exercices 100 a 102, TP 1 et 2) en particulier

lors des problemes d’optimisation liés a un contexte graphique ou géométrique.

- Conformément au programme pour certains probléemes d’optimisation un logiciel de calcul formel

peut permettre de calculer la dérivée afin que I'éleve se focalise alors plus sur le reste de I'étude

(exercice 104, TP 2).

Certains exercices donnent quelques points de reperes historiques: Euclide, Fermat, Agnesi, Bernoulli.

Les notions abordées dans le chapitre 4

1. Signe de la dérivée et variations d’'une fonction

2. Extremum d’une fonction

GAvanr de commencef

Le QCM et les exercices proposés dans cette page
permettent de faire le point d’une part sur l'utilisation de
la dérivée pour étudier le sens de variation d’une fonction
(polynéme ou rationnelle) et d’autre part sur la recherche
des extremums et la détermination d’inégalités .

Se tester avec des QCM

@3, OsBetc; ©D;
Os; Os.

Se tester avec des exercices

1 1.1
452 sqati —ore— iti — .=
01 4x: estnegatlfsur] ; 2], posmfsur[ 5 2}

et négatif sur B;+ .

Ox2 + 1 est strictement positif.

O x=10x

Orw-= T2 +1) - xx2x _ 1-x?
(x2+1)2 (x2+12°

D1.f0=0etf(0)=5. 2.y=5x

@ Aclivites
Aclivité (1 Signe des nombres dérives

Cette activité trés courte permet par lecture graphique
de déterminer le signe d’un nombre dérivé et de choisir
sur quelle portion de la courbe il faut se placer pour que
le nombre dérivé soit de signe fixé.

1.Poura=-1,onaf’(a) >0; pourb=2,f"(b) <O0.
2.a.f'(x)=-2x+2;f(-1)=4>0etf'(2)=-2<0.
b. -2x + 2 est positif sur]-o; 1] et négatif sur[1; +°[ ;
cohérent avec les réponses précédentes puisque —1
appartienta ]-0; 1] et 2 appartient a [1; +o°[.

Aclivitée (2 Signe de |a derivee
de fonctions de reférence
Cette activité trés courte permet d'utiliser les fonctions de
référence pour découvrir un lien entre le signe de la dérivée
d’une fonction et le sens de variation de cette fonction.
1.fest décroissante sur]-<0; 0] et croissante sur [0; + [ ;
f’(x) = 2x est négatif sur ]-o0; 0] et positif sur [0; + .
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2. g est croissante sur [0; +[; g’'(x) = % est
strictement positif sur 10 ; +f.

3. Lorsque la dérivée est positive, la fonction semble
étre croissante.

Aclivité | 3 Signe de |a dérivée el sens

de varistion d’une fonction
Cette activité utilise le fichier 04S_activite3.ggb (Geogebra)
disponible sur le site www.bordas-indice.fr qui permet
une présentation a la classe en vidéo projection de la
question 2. Cependant la copie d’écran donnée sur le
livre permet de traiter la question 1 de I'activité sans
utiliser d’ordinateur. L’'animation proposée dans le fichier
numérique permet de montrer aux éléves que méme
lorsque la fonction f varie il y a toujours un lien entre le
sens de variation d’une fonction et le signe de sa dérivée.
Pour l'utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique,
on pourra se reporter a la page 344.



1. a. f est croissante sur [-2,5 ; -1], décroissante sur
[-1; 2] et croissante sur [2; 3,5].

b. f’est positive sur [-2,5 ; -1], négative sur [-1; 2] et
positive sur [2; 3,5].

c. On retrouve la conjecture faite dans l'activité 2.

2, Dans le fichier numérique, les curseurs g, b, c et d
correspondent aux coefficients de la courbe (dessinée
en bleue) d'équation y = ax? + bx2 + cx + d; on peut
changer la fenétre de chaque curseur si on le souhaite
en effectuant un clic droit sur ces curseurs. La courbe
rouge est la courbe représentative de la fonction dérivée
de la fonction f (pour I'obtenir on a entré Dérivée[f(x)]

dans le champ de saisie).

En faisant varier le curseur d, on peut observer que
la courbe représentative de la dérivée de la fonction
f ne change pas; en faisant varier les autres curseurs,
on peut faire apparaitre plusieurs courbes ¢, et 6 ;
pour mieux voir le lien entre le sens de variation de la
fonction fet le signe de la dérivée de cette fonction, on
a construit deux droites verticales passant par les points
d’intersection de la courbe 6, avec I'axe des abscisses ;
ces droites peuvent étre cachées en effectuant un clic
droit sur les courbes puis en décochant ' Afficher I'objet .
En faisant varier les curseurs dans le fichier proposé, on
fait varier la courbe 6 et donc la courbe représentant sa
dérivée varie aussi ; pour chaque position du curseur on
peut alors confirmer la conjecture faite précédemment
entre le signe de la dérivée et le sens de variation de
la fonction.

Aclivilé 4 Un minimum

Cette activité se base sur les connaissances des éléves
concernant le second degré; elle doit leur permettre de
découvrir le moyen d'utiliser la dérivée pour déterminer
le réel ot une fonction atteint son minimum.

1.a. fsemble admettre un minimumenr=1.

b. f(x) = (x- 1)2+ 2 donc f(x) est supérieur ou égal a 2,
cette valeur étant obtenue pour x = 1.

G Exercices

2.a.lorsquex < 1,f(x) < 0;lorsque x> 1,f(x) > 0;
f(1)=0.

b.f'(x)=2x-2.

c.f’s'annule en x = 1 et change de signe.

Aclivité 5 Volume d’'une boite

Cette activité permet une premiere approche d'un
probléme d'optimisation; la variation que I'on propose
du coté de la boite permet que I'expression du volume
soit simple et que I'étude du signe de sa dérivée se fasse
facilement (sans calcul de discriminant). Dans cette
activité, I'éleve doit découvrir le moyen d'utiliser la
dérivée pour obtenir la valeur exacte du réel permettant
d’atteindre un maximum.

1-x
1. V(x) = x2 (T) = -0,5x3 + 0,5x2
X 0,1 0,2 0,3 04 0,5
V(x) 0,0045 0,016 0,0315 0,048 0,0625
X 0,6 0,7 0,8 0,9
V(x) 0,072 0,0735 0,064 0,045

V(x) semble maximal pour x entre 0,65 et 0,75.

2.a. V'(x) =-1,5x2 + x.

X 0,6 0,61 0,62 0,63 0,64 0,65
V(x) [0,072|0,07256|0,07304 | 0,07343|0,07373|0,07394
V’(x) | 0,06 [0,05185| 0,0434 [0,03465| 0,0256 |0,01625

X 0,66 0,67 0,68 0,69 0,7
V(x) | 0,07405 | 0,07 07 |0,07398| 0,0738 | 0,0735
V'(x)| 0,0066 | -0,0034 [-0,0136(-0,0242| -0,035

b. V(x) semble maximal pour x entre 0,66 et 0,67.

¢. On observe que V'(x) change de signe entre x= 0,66
etx=0,67 ; on peut faire la conjecture que V'(a) =0
d. On cherche atel que V'(a) = 0; on résout I'équation
V(x) =0 sur]0; 1[; on trouve x = % donc d’'apres la
conjecture de la question ¢. on trouve a =

w| N

POUR DEMARRER

[N 1. f’ est positive sur]-oc; 2].
2. f"est négative sur [2; +o°[.

BN f est croissante sur [-3; 1] et décroissante sur [1;4].

[EN 1. fest décroissante sur R.
2. f'(x) = -2 strictement négatif sur R, donc f est
décroissante sur R.

Il 1. La fonction carré est décroissante sur ]- o ; 0] et
croissante sur [0; + o[,
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2. f'(x) = 2x; 2x est négatif sur ]-o0 ; 0] et positif sur
[0 ; +oo[,donc la fonction carré est décroissante sur
]-o0; 0] et croissante sur [0; + o[.

Bl 1. ftelle que f(x) = —x2 est croissante sur ]-; 0] et
décroissante sur [0; +oo[.

2. f'(x) =—2x; or —2x est positif sur ]- o0 ; 0] et négatif sur
[0; +oo[ ; fest donc croissante sur ]-0; 0] et décroissante
sur [0; +o°l.

Il 7' (x) = 4x; 4x est négatif sur ]-; 0] et positif sur
[0; +0o[ ,donc la fonction fest décroissante sur ]-; 0]
et croissante sur [0; +2[.

A ' (x) = 3x2 donc f'(x) est positif sur R.

fest donc croissante sur R.

M 1. Par lecture graphique, f est décroissante sur
[-1; 1] et croissante sur [1; 3].

2. f’est donc négative sur [-1; 1] et positive sur [1; 3].
IEX 1. La fonction inverse est décroissante sur ]0 ; + .

2. Pour f(x) = % onaf'(x)=- ! ainsi la dérivée est

5

X

strictement négative, donc la fonction est décroissante

sur]O; +o°f.

I 1. fest croissante sur [0; +90[.

2.f'(x) = % ; f'(x) est strictement positif sur 10 ; + o[
X

donc f est strictement croissante sur [0; + .

XN 1. fest croissante sur [-1 ; 3] et décroissante sur

[3; 5]

2. fadmet un maximum atteint en x = 3 ; ce maximum

est égal a 80.

[EEA Le tableau de variations de f est:

X -2 1 3

f'(x) + -

2.Sur [-2; 3], le maximum de fest 2 et il est atteint en
x=1;sur[-2; 3] le minimum de fest 0 et il est atteint
enx=3.

[EEX f est croissante sur R. Puisque fs‘annule en x = -2,
alors fest négative sur ]-o; -2] et positive sur [-2 ; +o[.

(14 R B
X —oo 2 +o0

f'(x) - +

2. Le minimum de f sur R est égal a 5 ,donc f est
strictement positive sur R.

56

15 K8

f'(x) = + =

2. a.Le maximum de fsur [-4; 5] est 3.

b. Pour tout xde [-4; 5], -1 < f(x) < 3.

3.a.Le minimum de fsur [-4; 1] est égal a 1, donc f
est strictement positive sur [-4; 1].

b. fest positive sur [1; 4] et négative sur [4; 5].

[ fest décroissante sur [-2; =11, croissante sur [-1; 1]
et décroissante sur [1; 2].

2, f’ est négative sur [-2 ; -1], positive sur [-1; 1] et
négative sur[1; 2].

[EEA 1. fest croissante sur [-4; 0] et décroissante sur [0 ; 4].
2. f’est positive sur [-4; 0] et négative sur [0; 4].

3. Q est la courbe représentative de la dérivée de la
fonction f.

[ 18 | Q représente la fonction f, donc f’ est positive
sur ]-o0; -1], négative sur [-1 ; 2] et positive sur [2;
+o[, donc seule la courbe G peut représenter f. G
représente g et @ représente g’.

[EEX 1. Faux: la dérivée de f est positive sur ]-o; 3].
2. Vrai.

EX 1. Vrai.

2, Faux puisque f est décroissante sur [-1; 0].

3. Faux puisqu’on aurait alors f'(x) = 1,5x2 + 1,5.

f’(x) serait strictement positif sur R, ce qui est en
contradiction avec le sens de variation de f.

XN 1. £’ est positive sur [-1; 2] et négative sur [2; 3].
2. fest croissante sur [-1; 2] et décroissante sur [2; 3].
EZ1 1. f’est négative sur ]-; 2] donc fest décroissante
sur]-oo; 2],

2. f(a) > f(b).

EE1.f/ () =-2x+ 4.

2. f’(x) est positive sur ]-0; 2] et négative sur [2; +0l.
3. f est donc croissante sur ]-c0 ; 2] et décroissante
sur [2; +oel.

x s 2 4+
f'(x) + -




4. Tableau cohérent avec le graphique donné par la
calculatrice.

EZN1.f(x) = -2x+ 3.
2. f est croissante sur ]- ; 1,5] et décroissante sur
[1,5;+0°[.

EXl f'(x) = 10x + 3 ; fest décroissante sur [-1; -0,3] et
croissante sur [-0,3; 1].
EF1.f()=3x2-3=302-1).
f’ est positif sur ]—w ; —1], négatif sur [-1 ;1] et positif
sur [1; 400l
2. fest croissante sur]-o; 1], décroissante sur[-1; 1]
et croissante sur [1; +o°[.
EXX ' (x) = 3x% + 6x = 3x(x + 2).
fest croissante sur ]-o;-2], décroissante sur [-2 ; 0] et
croissante sur [0; + o[,
EE1.f/(x)=3x2-2x- 1.
" 1 s

2. f’(x) est positif sur |- ;- 5], négatif sur [—%; 1] et
positif sur [1; +o°[.
3.fest croissante sur ]— ;- %} décroissante sur [—% ; 1]
et croissante sur [1; +2[. :
f(-2)=-10;f(1)=-1 ;f(2)=2;f(—§)=
ED1.f(x)=3x2+1.
2, f’(x) est une somme de deux termes positifs, donc
f’(x) est positif sur R. f est donc croissante sur R.
EX 1. f(x) = -3x2 - 6x + 9 ; f est décroissante sur
]-o0; =3], croissante sur [-3 ; 1] et décroissante sur
[1; 40l
2.y =09x.
EE1.f(x) = 4x3 - 3x2 = x2(4x = 3).
2. f est décroissante sur ]—

3.

[+
EE1. 7/ (x) = 4x(x2 = 1); sur [0; +[. f'(x) est de méme
signe que x2 - 1; fest décroissante sur [0; 1] et croissante
sur [1; 400l
Edr = 4); f est décroissante sur ]-o ; 2],
croissante sur[-2; 0], décroissante sur [0; 2] et croissante
sur [2; +ool.

3
27

3 .
] G et croissante sur

2x(x2 -

f(-3)=f(3)=4,5;f(-2)=f(2)=-8;f(0)=0
ES1.f (x) =x2-6x+ 9= (x- 3)?; fest croissante sur R.
2.y =9x.

3. f(x) - 9x = x2 %X—?z
de Tsur]-o;9] etau-dessus de Tsur[9; +o[.

Ed1.a. (u+v)'=u'+ V. Siuetvsont croissantes sur |
alors u’ et v' sont positives sur |, donc (u + v)" aussi donc

u + v est croissante sur .

; la courbe 6 est au-dessous

b. f est croissante sur [1; 8] comme somme de deux
fonctions croissantes sur [1; 8].

2. Si u et v sont décroissantes sur | alors u” et v’ sont
négatives sur |, donc (u + v)" aussi donc u + v est
décroissante sur .

3.a.uestdécroissante sur R et v est croissante sur R ;
(u+ v)(x) = x + 3 donc la fonction u + v est croissante
sur R.

b. u telle que u(x) = x - 3 et v telle que v(x) = —2x sont
deux fonctions qui n‘ont pas le méme sens de variation
sur R et telles que la somme des deux est décroissante
sur R.

EA1.7()=3+->0.

2, festdonc croisse)l(nte sur [0; + 0.

3. f est la somme de deux fonctions croissantes sur
[0; +o°l.

E3f(x = )2 > 0; fest donc croissante sur 0 ; +f.
Ed = wo1R < 0; f est donc décroissante sur
J=o0; 1L
1
EN1.10)=1 + 2 >0.
2. fest croissante sur]0 ; +o0[.
1
EA1.f(0=3+—>0.
2. fest cronssante surJ-o;0[.
-Xx24+2x =2
=212
43 ] M

f est décroissante sur]1; +ocl.
23 fest décroissante sur]0; 2] et croissante sur [2; + [

o -

-u' . . .
—5-ipour u strictement positive, le signede
u

sur | alors u’ est positive donc —u’ est négative donc la
o1 o
fonction 7 ot décroissante sur .

2. a. u est décroissante sur ]-o ; 0] et croissante sur
[0; +ce. 1
b. Puisque u est strictement positive, u et U ontdessens

de variation contraire d’aprés 1., donc fest croissante
sur ]-o; 0], et décroissante sur [0; +][.

A vrai.
24 Faux, car f est décroissante sur [-0,1; 0,1].
£ vrai.
& vrai.

: 1 x2-1
EdFauxcarf' ()=1-— =5~

X X

10; 11 donc fest décroissante sur]0; 11.

N
B0 Vrai car f/(x) = P
21 a. et b. Par lecture graphique, le minimum de f
semble étre égal a -3,5 et étre atteintenx=1.

; F'(x) est négatif sur

> 0sur]-o;0[.
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2.a.f’(x) =3x2+3x-6.

Ce polyndme admet deux racines: -2 et 1; il est positif
a l'extérieur de l'intervalle des racines et négatif a
l'intérieur.

b. Le minimum de fsur [-2; 2] est égal a f(1), c'est-a-
dire -3,5.

EE1 1. Par lecture graphique, le maximum de fsur [0; 2]
semble étre égal a -2.

2.a.f'(x) =-3x2+3=3(1 - x3).f’(x) est négatif sur [-2;-1],
positif sur [-1; 1] et négatif sur [1; 2].

b. c. Le maximum de fsur [0; 2] est égal a -2.

d. Pourtout xde [-2;2], -6 < f(x) < -2.

[EZ3 1. f est croissante sur ]-o ; —2], décroissante sur

-2; g],croissante sur E ;oo |,
2. Le maximum de fsur[-3; 2] est atteinten x=-2;

ce maximum est égal a 12.

EE 1. f est décroissante sur ]-o ; —1], croissante sur
[-1; 2], décroissante sur [2; +o].

2. Le maximum de fsur [0; 3] est atteint en x = 2.
3.Le minimum de fsur [0; 3] est égal a -1 car f(0) = -1
etf(3)=0,5.

EA 1. fsemble étre croissante sur [-10; 10].
2.a.f’(x) =3(x2-0,04); fest croissante sur [-10;-0,2],
décroissante sur [-0,2 ; 0,2] et croissante sur [0,2; 10].
b. Lafenétre de construction du premier graphique ne
permet donc pas de voir le sens de variation de f pour
Xx appartenanta [-0,2;0,2].

3.a.Cesontles extremums locaux qui sont intéressants.
On trouve que fadmet un maximum local égal a 0,016
et un minimum local égal a —0,016. On peut choisir une
fenétre ol x est entre -0,5 et 0,5, y entre -0,1 et 0,1.

A 1. f est décroissante sur [-1 ; 0] et croissante sur
[0; 1.

2, Sur [-1; 1] le minimum de f est atteint en x =0 et il
estégalal;f(-1)=2etf(1)= % donc le maximum de
fsur[-1; 1] est égal a 2.

E3 1. f(x) = 0,06x2 - 4,2x + 36 ; f est croissante sur
[-10; 10], décroissante sur [10; 60] et croissante sur
[60; 80].

2.a.Le minimum de fest égal a—1 080 et le maximum
de fest égala 170.

b. On peut prendre x entre -10 et 80; y entre -1 100
et 180.
E.f0=-1-
surl-2; +oof.
2. § = f(X) = %

Bl 1. Vi) =x2(12 - x).

= .f'(x) <0doncfestdécroissante

1
(2 + x)
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2, Vest croissante sur [0; 8] et décroissante sur [8; 12[.
3. Le volume de ce placard est maximal pour x = 8 et
ce volume maximal est égal a 256 dm?3.

21 1. f est croissante sur ]-o ; 5], décroissante sur
[5;15] et croissante sur [15; +°[.

2. V(x) = x(30 - 2x)(15 - x) = f(x).

V est maximal pour x =5 cm.

21 1. B(x) = 450x - (x3 - 60x2 + 975X).

B(x)= -x3 + 60x? - 525x pour x appartenant a [0; 45].
2. Best décroissante sur [0; 5], croissante sur [5; 35] et
décroissante sur [35; 45].

3. Le bénéfice est maximal pour 35 kilogrammes.

4, Le bénéfice maximal est égal a 12 250 euros.

3 B(x) = -0,02x3 + 2,1x2 - 36x - 80.
2. Apreés le calcul de la dérivée et I'étude du signe de
cette dérivée, on peut affirmer que le bénéfice maximum

est obtenu pour la vente et la fabrication de 60 sacs.

E1.C,00) =2x- 230+ 72)(00.

2, Le colit est minimal pour 60 repas servis.

A 1. Le colit est croissant sur [0; 20].

2. La fonction C,, est décroissante sur [0; 15] et
croissante sur [15; 20].

Le coGt moyen minimal est atteint pour x =15 et égal
a 75 milliers d'euros.

3.a.B(x) = —x3+30x2 - 216x.

B est décroissante sur [0; 10 — 2471, croissante sur
[10-2+7;10 + 247], et décroissante sur [10 + 247 ; 20].
Lorsque la production de I'entreprise est environ égale
a 15,292 tonnes, le bénéfice est maximal.

24 1. f est croissante sur ]-o ; —=10+2], décroissante
sur[-10+/2 ; 0], croissante sur [0; 10~2] et décroissante
sur [10v2 ; +oo[.

2
2,500 = %x,/1 00- 7 = %«/400)(2 “XA.
La fonction racine carrée étant croissante, l'aire
maximale est obtenue pour x = 10v2 ; le triangle ABC
est alors isocéle et rectangle en A.

EZ3 f est croissante sur [0; %] et décroissante sur

54l le point Cdonc étre placé au milieu du segment
[AB].
2 1. Faux car f(-2,5) = 13,25.

2. Faux; par exemple f(3) = -38.

X 1. Faux: le maximum est atteint pour x = -1 mais
il est égal a -3.

2. Faux: g n"admet pas de minimum sur ]-o; O[.

E&N 1. vrai.

2. Faux: le minimum est atteint pour x = 0.



EZ11.f(x) =3x2+ 1 >0, donc fest croissante sur R.
2.f(2)=0.
3. fest négative sur ]-; 2] et positive sur [2; +l.

EEX 1. f est décroissante sur ]-o ; —1], croissante sur
[-1; 1] et décroissante sur [1; +o°[.

2. Sur ]-; 1] fadmet un minimum égal a 16, donc f
est positive.

3.a.f(3)=0.

b. fest positive sur [1; 3] et négative sur [3; +l.

¢.x3 < 3x+ 18 équivauta -x3 +3x + 18 = 0.
D'aprés|'étude précédente, c'est sur l'intervalle ]-; 3]
que cette inégalité est vérifiée.

EZ3 1. h est croissante sur R.

2. h(1) =0 ,donc h est positive sur [1; +of.

3. f(x) est supérieur a g(x) sur [1; +2°[.

EA 1. vrai.

2, Vrai.

3. Vrai.

4, Faux: f est décroissante sur ]-e ; =1] donc f’(x) est
négatif sur]-o; -1].

EZA1.fest négative sur]-; 1] et positive sur [1; +<[.
2. fest croissante sur ]-o0; 0], décroissante sur [0 ; %]

. 2
et croissante sur |=;+o| .
3.y=8x-12.
4. a. g est croissante sur } — o0

’

; '%] décroissante sur

[—% ; 2] et croissante sur ]2 ; +oo[.

b. Le minimum de g sur [0; +[est égal a 0, donc g est
positive sur [0; +o°[.
¢. La courbe % est au-dessus de T sur [0; +o°[.

EZJ 1. a. fest décroissante sur 0 ; 1] et croissante sur
[1;+oef.
b. Le minimum de fest égal a f(1), c'est-a-dire 2, donc
f(x) = 2 pour tout x de ]0 ; +oo[.
2.X+1_2: X2 =2x +1 _ (x—1)2.

X X X
EZJ 1. fest croissante sur [0; 4]; de plus f(4) =0, donc
f est négative sur [0; 4].
2.(0,5vx = 1)2=0,25x - VX + 1 =—-f(x).

EX Faux: f est croissante sur R et s'annule en x = 1
donc fest négative sur ]-«; 1].

EH 1. vrai.

2. Faux car par exemple f(2) =-11.

EZ1. vrai.

2. Faux car par exemple f(0) = 11.

EX1.f (x) =6x% + 4.
2. fest croissante sur R.

E1.f/(x) = -3x2 + 3.
2. fest décroissante sur]-o0; 1], croissante sur[-1; 1]
et décroissante sur [1; +oof.

E31.f(x) =-3x% + 2x. ,
2. fest décroissante sur ]-o0; 0], croissante sur [O ; §]

o 2
et décroissante sur §;+°° .

E 1. fest croissante sur ]-; 0], décroissante sur
2 . 2
0; 3 et croissante sur E PR I
2. Le minimum de fsur [0; + o[ est %
3. fest donc positive sur [0; + .

24 1. f est croissante sur ]- ; =11, décroissante sur
[-1; 1] et croissante sur [1; +l[.

2. f est négative sur - ; 2] et positive sur [2; +[ ;
tous les réels strictement supérieurs a 2 sont tels que
x3>3x+ 2.

1. f est décroissante sur ]0 ; 2] et croissante sur
[2; +oo[.

2. Le minimum de fsur10; + o[ est égal a 4.

X1 1. fest croissante sur 10 ; + o[

2.f(1)=0.

3. fest négative sur10; 1] et positive sur [1; +o°[.

1
4.Pourtoutxtelque0 <x<1,onax’< X"

POUR FAIRE LE POINT

Oc; OaetB; ©p; 0B, CetD;
Oc 0OBetC; @Betd; OAetD;
O A CetD.

[EIX 1. fest croissante sur [0; ¥50] et décroissante sur
[v/50; 101.

Le maximum de f est atteint pour x = v50 = 5+2.
2.a.x appartienta]0; 10[.

b. Air ABC—1 \,25 X2
. Aire =5X -7

2
c.V(x)=20><%x\lzs-"T =10x\/25—x—

2
7
3. a. V(x) = 5f(x).

b. V ale méme sens de variation que f.

¢. Le volume est maximal pour x = 5v2 et le volume

maximal est égal a 250 cm3,
m1.Vqume=2x%xnxrth;orr2+h2=9donc
Vi) =2 mx (9~ 1) x h.
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2. Le signe de V' est le méme que le signe de 3 - h,
donc V est croissante sur ]0 ; 3] et décroissante sur
[v3; 3L

ho = V3.

3. Le volume maximal est égal & 4743 soit environ
21,766 dm3,

4.r;=6doncry=hy2.
E31.r2=502-0C2 =502 - (h - 50)2

Doncr2=100h - h2.

2.V = 2x(100h - h2)h.

3 \ . 200
3. Le volume du céne est maximal pour h = ——.

3
EE1 1. a. R=x+ OH et R2 = OH2 + 2002
b. On a: (x + OH)? = OH2 + 2002, d’ou OH en fonction
de x.
C.R=x+

2. a. Sur[100; 300]2Ie signe de f’ est le méme que le
signe de x - 200, donc fest décroissante sur [100; 200]
et croissante sur [200; 300].

b. fest minimale pour x = 200.

3. a. R est minimal pour x = 200 et alors R = 200.

b. L'arc AB est alors un demi-cercle.

EZ 2. a. Aire MNPQ = -0,1x3 + 40x.

b. L'aire est maximale pour x = Q.

3. La longueur de la poutre permettant que l'aire soit
maximale est environ 23,09 m.

EF1.y=5-3x.

2, Aire = x2 + x(5 - 3x) = -2x? + 5x.

3. L'aire est maximale pourx = 1,25 etalorsy =1,25;
le logo est alors formé de deux carrés.

E 1. Pour a = -5, f est croissante sur ]— o ; —g]

décroissante sur [—g ; 1] et croissante sur [1; +oo[.

Poura=5eta= % f est croissante sur R.

2, f est croissante sur R lorsque f’(x) est toujours
supérieur a 0, c'est-a-dire lorsque 4 — 12a est inférieur
ou égal a 0, donc poura = %

[EZA C doit étre tel que AC = %a.

EX 1. Pour a = 1, f est décroissante sur ]0 ; 1] et
croissante sur [1; +c[.

Pour a = -1 fest croissante sur ]0 ; +<ol.

2. a doit étre inférieur ou égal a 0.

EEX 1. a. g est croissante sur [0;1] et décroissante sur
[1; +ooL.

b. g est négative sur [0; +[, donc 2Vx < x+ 1.
2.a.y=0,5x+0,5.

b. ¢ est en dessous de la tangente.
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LI Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
04S_exercice100.ggb (Geogebra),
04S_exercice100.fig (CABRI)
1. fest décroissante sur [0; 6].
2, Construire la courbe, puis le point M variable sur cette
courbe puis son projeté H sur I'axe (Ox) et le triangle
OMH; faire afficher I'aire et déplacer le point M.
3.a.Aire= %xf(x).
, 12(2-x)(2+ X)
b.A'(x) = T e AR
A est maximal pour x = 2.
LI Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
04S_exercice101.ggb (Geogebra),
04S_exercice101.fig (CABRI)
1.festdécroissante sur]-0; 0] et croissante sur [0; +[.
2, a. Construire le point A, puis le milieu de [OA] puis
le cercle; pour construire une droite passant par A et
de coefficient variable il y a différentes possibilités;
dans le fichier joint nous avons choisi de construire un
point H variable sur [Ox); construire ensuite la droite
(AH) puis les points K et M; animer le point H et faire
apparaitre la trace du point M.
b.y=mx+2.
X2+ (y-12=1.
d.H (-3 ; o) K( =2m i)

m T+m? " 1+m?

2
. L intM d des [-— ; ——|.
e. Le point M a pour coor onnees( e 1+m2)
La courbe décrite par le point M a pour équation
2x2
V=4

E2 Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
04S_exercice102.ggb (Geogebra).

1
1.3x* + 2x2 - 1 est négatif sur [O ; 73] et positif sur

o
2.a.f'(x) = 3)(44')(#; f est donc décroissante sur
[O; € et croissante sur [i ; +OC[.

V3 NE
b.Le minimum de fest atteint enx:TetiIestégaIa
16 3
33

3. Construire la courbe 6, puis le point M sur cette
courbe et utiliser I'outil ' tangente .

4.a.y=-x+1,25.

b.A(1,25;0) et B(0; 1,25).

c. Aire AOB =0,78125.
5.a.M(x;1-x2);Y=-2xX+1+x2

1+ x2
boA(T 7 0).



c.B(O;1+x2).

d. Aire AOB = 0,25f(x).

e. L'aire AOB est minimale pour x =
EE1.a.f(x)=301+x2
b.y=3x+1.

2. a. g est croissante sur ]-o0 ; -2], décroissante sur
[-2; 0] et croissante sur [0; +<°[.

Le minimum de g sur [-2 ; 2] est égal a 0, donc g est
positive sur [-2; 2].

b.(1+x)3=1+3xsur[-2;2].

c. T est en dessous de 6 sur [-2; 2].

1
5

soit environ 0,58.

ELZ 1. 1l semble que le pli minimal mesure environ
27 cm et qu'il soit obtenu pour x environ égala 15 cm.
2. a. D'apres I'énoncé MN = MC et le point N doit
appartenir au segment [AD], donc la longueur x doit
étre supérieure a la moitié de CD et inférieure a 21.
b. En appliquant le théoréme de Pythagore dans le
triangle DMN rectangle en D, on obtient:

DN2 =x2- (21 - x)2donc DN =+21(2x - 21).

c. Aire triangle MDN = w
_(21-Xx)2T(2x - 21)
- 2

Aire triangle MNP = X ><2NP = LZY .

Aire triangle PMC= Aire triangle MNP.

d. Aire trapeze CDNP = M x DC

JZ1(2x—21) +y
2
par ailleurs I'aire de ce trapeze est aussi égale a la

somme des aires des trois triangles MDN, MNP, et PMC.
On obtient alors une égalité puis enisolant les termes
contenanty, on obtient I'expression de y.

’

e. En se placant dans le trianglg MCP, on a
2
MP2 = x2 + y2, donc MP? = X

2x =21’
, 2x3
donc MP = y5 —57.

s 2x%(4x - 63)
3.a.f(x)—7(2x_21)2 .

fest décroissante sur]10,5; 15,75], puis croissante sur
[15,75; 21].
b. Le pli minimal est atteint pour x = 15,75.

@yzs—xoetS(x): 100 + 40x + 2900

X
S est minimal pour x = V50 etalors y =/50.

Le parallélépipéde est donc de hauteur 20 cm et de
base un carré de c6té environ 7,07 cm.

myzg —xetS(x):%x—xZ.

. P P
S est maximal pour x = 7 €t alorsy = 7

S S
my=7etp(x)=2 X+;).

, S x2-S
p(x)=2(1—xz)=2( - )

p est minimal pour x=+/S etalorsy=+S.
108 iR_R et V(R) = 3R~ niR3
T
V'(R) = 3 - 3mR2 :
V est maximal pour R=— etalors h=

2

T Vn

[ f - g est décroissante sur [a; b] et sannule en q,
donc f- g est négative sur [a; b].

EET soit g telle que g(x) = f(x) - f'(a)(x - a) - f(a).

g est dérivable surletg’(x) =f'(x) - f'(a).

Puisque fest croissante surl,on en déduitque g’(x) <0
pourx <aetg’(x) > 0 pourx > a.

g admet donc un minimum en a et ce minimum vaut
0, donc g est positive donc la courbe € est située au-
dessus de Tsur .
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(@ Activites TICE

TP 1 Optimisation d’une distance

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
04S_TP 1.ggb (Geogebra), 04S_TP 1.fig (CABRI).
L'objectif de ce TP est d'utiliser un logiciel de géométrie
pour traiter un probléme d’optimisation; ici on cherche
la distance d’un point a une courbe.

A. 1. On entre I'équation y = x? dans le champ de
saisie et on construit le point A en entrant A =(0,1)
2, Pour construire le point M, on peut utiliser un
curseur a pour faire varier son abscisse puis entrer
ses coordonnées sous la forme (a; a?). On peut aussi
simplement utiliser 'outil 'Pointsur... .

3. La distance AM semble minimale pour deux
valeurs de x environ égales a 0,7 et -0,7.

4. En appelant My le point en lequel la distance
semble étre minimale, la droite (d) passant par M,
et perpendiculaire a (AM;) semble étre la tangente
a la courbe au point My,

B.1. AM = x2 +(x2 -1)2.

2, u est paire; le minimum de u est égal a 0,75 et

atteint pour x = 75 sur [0, +o[.

3. Le minimum de AM est 0,75 = g
4. || existe deux points d'abscisses 1 et- h

2T 2

Remarque:nous n’avons pas demandé de démontrer
la conjecture faite a la question A. 4. car les éleves
n’ont sans doute pas lors de I'étude de ce chapitre
de moyen pour démontrer que deux droites sont
perpendiculaires (la condition mm’= -1 n’est plus
au programme dans les années précédentes).
C.1.Pour construire A, il est bien utile ici de construire
un curseur g avec a variant entre 0 et 4.

2. Ici on doit étudier la fonction v telle que :

vix) = x*+ (1 - 2a)x%+ a2

V'(x) = 2x(2x2 +(1 - 2a)) ; les valeurs de a telles que
V'(x) ne s'annule qu’une fois en 0 en changeant de
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signe sont les a tels que 1 — 2a supérieur ou égal a
0. a doit donc étre inférieur a 0,5.

TP 2 Optlimisalion d’une aire

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
04S_TP 2.ggb (Geogebra), 04S_TP 2.fig (CABRI),
04S_TP 2.dfw (Derive), 04S_TP 2.xcas (Xcas).
Ici c’est I'aire d’un triangle que I'on cherche a optimiser.
A. On construit le cercle, le point A, le point M sur le
cercle puis le triangle AMM'. Une valeur approchée
de l'abscisse du point M tel que I'aire du triangle
AMM'’ soit maximale est environ -0,4.
B.1.y =4 - x2 puisque la figure étant symétrique
par rapport a I'axe des abscisses, 'énoncé propose
de supposer que le point M a une ordonnée positive.
2, Appelons H le projeté du point M sur la droite
(OA) et h la hauteur du triangle AMM'.
Pour trouver la hauteur h on peut distinguer deux
cas ou utiliser une valeur absolue.
Sixappartienta [0; 2], alorsh=0A-0OH=10-x;
si x appartient a[-2; 0] alors h = OA + OH
=10+(x)=10-x.
L'aire du triangle AMM’ est alors égale a
(10 =x)v4 - x2.

C. Voici I'affichage donné par le logiciel Xcas:

[afF) =10} =qrid-="Z)

Lo
A== {10-x} 4.

E R

= {0 X 2000 (0 '9]]--:4-‘
z
4-x

|lfaciorniseri-sguia-2)= 10-my (-2 x) 112" 1/ 4-a"2) sqri a-x"2})

D. Le signe de f’'(x) est le méme que le signe de
—(-2x2 + 10x + 4), C'est-a-dire le méme que le signe
de 2x2 - 10x - 4; la seule racine de ce polynéme
5-433

5 =—037.
C'est I'abscisse du point M qui permet que l'aire du

triangle AMM’ soit maximale.

comprise entre -2 et 2 est



CHAPITRE

1umeriques

QLe programme

L’étude de phénomenes discrets fournit un moyen d’introduire les suites et leur génération en s’appuyant
sur des registres différents (algébrique, graphique, numérique, géométrique) et en faisant largement
appel a des logiciels. Les interrogations sur leur comportement aménent a une premiere approche
de la notion de limite qui sera développée en classe de Terminale. L’étude des suites se préte tout
particuliérement a la mise en place d’activités algorithmiques.

Contenus | Capacités attendues | Commentaires

Modes de génération d’une suite
numérique.

Suites arithmétiques et suites
géométriques.

» Modéliser et étudier une situation
a laide de suites.

<& Mettre en ceuvre des algorithmes
permettant :

— d’obtenir une liste de termes
d’une suite ;

- de calculer un terme de rang
donné.

Etablir et connaitre les formules
donnant 1 + 2 + ... + n et
l+g+...+q"

Il est important de varier les
approches et les outils.

L utilisation du tableur et la mise en
ceuvre d’algorithmes sont 'occa-
sion d’étudier en particulier des
suites générées par une relation
de récurrence.

Sens de variation d’une suite
numérique.

Approche de la notion de limite
d’une suite a partir d’exemples.

» Exploiter une représentation
graphique des termes d’une suite.

< On peut utiliser un algorithme
ou un tableur pour traiter des
problémes de comparaison d’évo-
lutions et de seuils.

Par exemple, dans le cas d’une suite
croissante non majorée, on peut
déterminer un rang a partir duquel
tout terme de la suite est supérieur
a un nombre donné.

Le tableur, les logiciels de géométrie
dynamique et de calcul sont des
outils adaptés a I'étude des suites,
en particulier pour l'approche
expérimentale de la notion de
limite.

On ne donne pas de définition
formelle de la limite.
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G Nolre poinf de vue

Ce chapitre traite de la notion de suites numériques, qui sont introduites dans les activités 1 et 2. Dans
la premiere activité, la suite est définie par la restriction a 'ensemble N d’une fonction définie sur
I'ensemble R, tandis que nous avons choisi une approche algorithmique pour présenter un exemple
de suite définie par récurrence dans I'activité 2. Cette activité constitue la premiere des nombreuses
rencontres que feront les éleves avec I'algorithmique dans ce chapitre, puisque ces compétences sont
présentes a toutes les étapes, le cours pour 'obtention des termes d’une suite, les exercices de tous
niveaux et enfin dans deux TP.

La seconde page de cours est consacrée aux variations des suites et a une approche de la notion de limite
par la recherche de seuils, ceux-ci étant introduits dans 'activité 3. Conformément au programme, cette
notion est étudié¢e a I'aide d’exemples, I'un pour une suite dont la limite est infinie, 'autre pour une suite
convergeant vers 0. Sans pour autant que celle-ci soit formelle, nous avons fait le choix de donner une
définition de la limite d’une suite dans les deux cas considérés, afin que les éléves appréhendent mieux
lintérét et le sens de la recherche de seuils. En exercices, la recherche de seuils est aussi'occasion d’'un
travail sur 'algorithmique et de programmations sur calculatrice.

Les pages 3 et 4 du cours sont consacrées aux notions de suites arithmétiques et suites géométriques qui
sont introduites dans les activités 4 et 5 a travers une approche géométrique. Ces notions sont largement
utilisées dans des activités de modélisations, en exercices ou en travaux pratiques.

La page « Chercher avec méthode » est naturellement consacrée a un probleme de modélisation, et
nous essayons d’apprendre a I'éleve comment passer d’'un phénomene discret a une modélisation par
une suite numérique, puis a répondre au probléme posé grace a I'étude de cette suite.

.

Enfin, quatre TP sont consacrés a I'étude des suites numériques.

Les notions abordées dans le chapitre 5

1. Les suites numériques

2. Sens de variation d’une suite et recherche de seuil
3. Les suites arithmétiques

4. Les suites géométriques

GAvanr de commencer

Se tester avec des QCM & n=201.

oC; eA; Bc; OB; 5n-1
Oc: 0s: QC O Oc. Be-srtxserag

Se tester avec des exercices @ 32%.

D f(n+1)-f(n)=2n+2etf(n)-Ffln-1)=2n. & Diminution de 20 %.

() Activites

Aclivile 1 Le pont suspendu

sur R, les éleves seront invités a utiliser le mode table de

leur calculatrice avec un pas adéquat.
Dans cette activité, la notion de suite est introduite a 1.1,=f(0) = 2,8.

I'aide d’un exemple qui se veut concret et qui permet 2
une premiére utilisation de la notation indicielle. La suite L h bl |le| 1l |lg] 1ty [ho|hn
étant la restriction a I'ensemble N d’une fonction définie 2,25[1,8[145]1,2|1,05] 1 |1,051,2|1,45]18]2,25
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Aclivilé 2 Une suite recurrente

Dans cette activité, nous donnons un exemple de suite
définie par récurrence. Il nous a semblé intéressant de voir
cette notion sous un aspect algorithmique car les éléves
ont été familiarisés avec ces pratiques dans les classes
antérieures. Aprés la détermination des premiers termes
dans deux situations, les éléves sont amenés a découvrir
la relation de récurrence induite par I'algorithme.
L’algorithme est disponible sur le site
www.bordas-indice.fr:05S_activite2.alg (Algobox).

1. Sion entre 1 comme valeur de A, les sept premiers
nombres affichéssont 1;-1;-5;-13;-29;-61et-125.

2. Sion entre 3 comme valeur de A, les sept premiers
nombres affichés sont tous égaux a 3.
3.a.a,=2a,-3.

b.a,=2a,-3.

C.d,q =20d,-3.

Aclivité | 3 'Un placement financier

L'objectif de cette activité est d'introduire d’une part la
notion de variation d’une suite, d‘autre part d'initier la
recherche de seuil a I'aide du mode suite de la calculatrice.
L'utilisation d’un exemple de placement financier rend plus
intuitifla notion de variation mais également celle de seuils.

1.C,=1,04C,+100=1140;
C,=1,04 C, + 100 = 1 285,60.
2.C,,; = 1,04C, + 100.

3.C, > (Cy, G, > C4.0n peut conjecturer que C,,, 1 > C,
pour tout entier naturel n. Cela se traduit par le fait que
chaque année le capital de Jean Magazine augmente.

4. En utilisant le mode suite de la calculatrice, on obtient
C3=1437,02;  C,=1594,50;
Cs=175829;  Cg=192862; (C,=210576...
5.Le premier entier naturel n tel que C,,= 3000 est 12
ce qui correspond a l'année 2024.

6. Le premier entier tel que C, = 10 000 est 33 et le
premier entier tel que C,, = 100 000 est 87. D’un point
de vue théorique on peut dire que le capital peut
dépasser ces valeurs, en considérant I'espérance de
vie humaine c’est plus discutable.

Aclivitée ‘4 Le jardin mathemalique

Dans cette activité, nous faisons découvrir la notion de
suite arithmétique dans un contexte géomeétrique. Les
éléves découvrent la relation entre deux termes consécutifs
puis sontamenés a conjecturer la formule du terme général
qui sera donnée en cours.

1. La distance parcourue est 2EA soit 2 x 6 = 12

exprimée en metres. On a bien dy = 12.

2.d,=2xEA;=2x%x(6+2)=16,d,=20.

3-a.d1 =d0+4.d2=d1 +4.

b.d,.; =2EA,; =2 x (EA, + AALL0)

=2x(EA,+2)=2EA,+4=d,+4.
4.a. ApAg=6x2=12.
b. ds =2 x (EAq + AgAg) = 2EA) + 2A0A
=dy+24=36.

5.A0A,=2net

d,=2EA, =2 x (EAg+ AgA,) = 2EA, + 2A0A,
=dy+4n=12+4n.

Activite ' 5 Une ligne qui se brise

Dans cette activité, nous introduisons la notion de suite
géomeétrique dans un contexte purement géométrique.
Des calculs simples permettent la construction termes
a termes de plusieurs suites géométriques, les éléves
découvriront les relations de récurrences et pourront
conjecturer I'expression du terme général de deux de ces
suites, préparant ainsi l'obtention de la formule dans le
cadre du cours.

1
la.li=6x5=3.

1 1
b-S1 =2X(§) 1=§.
2.a.L2=12xZ=3.
12 1
b.Sz—4X(Z) —Z.
3.
‘A C B
______________________________________________ A
a.s,,-1s,
n+ 2 n
5.
Nb de gL:enu-r ng:)enu-r Nb | Aire Aire
Etape| seg- d’'un du de’ d un’ totale
ments . carrés | carré
segment | trajet
1 1 1
1 6 5 3 2 2 3
1 1 1
2 12 7 3 4 16 Z
1 1 1
3 24 s 3 8 4 3
1 1 1
4 48 16 3 16 356 | 76
5 96 s 3 32 1 s
32 1024 | 32

. 1
On peut conjecturer que L, =3 et S, = o pour tout
entier naturel n non nul.
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G Exercices

POUR DEMARRER

[EN L'indice du troisiéme terme est 2, celui du seizieme
terme est 15.

X Lindice du premier terme est 4.
ENu,=0,u,=1,u,=4 et u;s =225.
nu2=4,u3=%etu7=§.

By, =7,v,=19etv;=55.

1w, =-11etw,=-32.

2. W, =3w,+ 1.

A 1. La valeur affichée est 7.

2. |l faut saisir la valeur 2 pour N.

Elu,-u;<o.
Elu, -uy=o0.

EIJ Pour tout entier naturel n, v, - v,=2et2 >0
donc (v,) est croissante.

EX Pour tout entier naturel n, w,,; -
-0,5 < 0donc (w,) est décroissante.

w, =-0,5 et

EEA1. La fonction inverse est décroissante sur]0; +[.
2. Pour tout entier naturel n non nul, u, = f(n) ol fest
la fonction inverse donc (u,,) est décroissante.

EEJ On a ugg = 1 000 et uy, < 1000, donc ugg > Uy
EZdn,=5001.
EEN=10%8-1.

E31.u,=5u,=7,u;=9.
2.u,=3+2n.

EEA v, ., = v, + (-2) pour tout entier naturel n.
(v,,) est arithmétique de raison -2.

[EE] La raison est uy - u, = 4.
EE17 x18=126;18n.

Ed1.5=55.

2.5'=5050.

El1.w,=6w,=12etw;=24.

2.w,=3x2".

XA La raison de la suite est Z—i = % = % .

[EE2 Pour tout entier naturel n, v,,,; = 5v, donc v, est

une suite géométrique de raison 5.

EZI Au 7¢ pliage, I'épaisseur de la tole est
27 = 128 millimétres. Au ni®™e pliage, la téle a une

épaisseur de 2" millimetres.

_ \_y_ 1 _ 8191
E5=797161,5'=2- 3 = 5o -
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Ed1.up=-1,u1=1,u,=7,v5=0,v;=-1,v,=1.

2, u;,=31v,=1.
EA1.up=1,u=-4,u,=-19,vy=1,v, = -4,
Vo=-79.

2.uy=-79, v, = -4 868 448 079.
Ed1.uy=-3,u;=1-10,u,=2-+13,

U090 = 100 - /10 009.

2. (u,) n‘est définie que pourn=2,u, = /

etU‘|00=@.

7
2
EX1.uy=2,u,=0,uy=2, Ujgp=2.

2, (up,) n'est définie que pourn =1:u;=1,u,=4et
Uqgg = 100100 = 10200, /

3 3
3.Ug=0,u1 =5, Uy = Z €tUion =1~ g5

2
Ed1.ug=1,u;=5u,=7,u3=7,us=5,us =1 etug=-5.
2.

M, M,

N D 2N
M, / N\

N
=z

9 \

\Ms

-6
3. Pour tout entier naturel n, M,, a pour coordonnées
(n; =n®> + 5n + 1) donc M, est situé sur la parabole
d’équation y = —x* + 5x + 1.

EZ1 1. ug=5, u; =5 et u, = 5. On ne peut pas déduire
que (u,) est constante.
2.u,-5=n(n-1)(n-2)etu,=5équivautau,-5=0,
les seuls entiers naturels n tels que u,=5sont 0, 1 et 2.
m1.u0=0,u1 =-1,u;=0,u3=3etu,=8.
2.n=26.



M, M, /
oN_1 " 3 4

-2

Pour tout entier naturel n, M,, a pour coordonnées
(n, n* - 2n) donc le point M,, appartient a la parabole
d’équation y = x* - 2x.
Ed1.u,,=n>-5n+5,u,.,=n*-n-1,
Upy=n2+n-1,u,+1=n2-3n+2etu,,=4n?-6n+1.

2u=n u=n+2u=n+3

T 2n 41T T 2n 4 57T T on 4 7!
3n+4 2n +1

Ut 1=5 3 etun=7,73"

ERu,,=n>-2n+2etu,.=n*+2n+2.
EJ1.u,=4,u,=10etu; =28.
2.u;=-3,u,=-8etu3=-63.
3.u1=—5,u2=—%etu3=2.
4.u;=2,u;=2etuy=2.
EA1.uy=0,u,=1,uy,=+v2, u3 =3 etu,=2.
2,

Ay

AO
0 1 2 3 4

EJ1.u,=5u,=9,u;=17etu,=33.

2. U, =2u,-1.

3.

GDA

30
25
20
15
10 .

[EZ Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_exercice39.xls (Excel 2003), 05S_exercice39.xIsx
(Excel 2007) et 05S_exercice39.ods (OpenOffice).

1. :

2.[=2:C2+1).

EJ1.u,=1,u3=-5u;=-7 etus =3.

2.

Ay

Ay

ENu,=2,u;=3,u,=5,us=8,ug=13,u;=21etug = 34.

u; u, us Uy us
1 -1 -5 -13 -29
Us uy Ug Ug Uig
-61 -125 -253 -509 -1021
Un Uiz (K] Uig Uss
-2045 -4093 -8189 -16 381 -32765
Uie Uiz Uqg Uig Uzo
-65533| 131069 | -262 141 | -524 285 | -1 048573
43|
v, v, V3 Vs Vs Ve vy Vg
0,63 |-1,03|-36 |2044| 1,53 |-0,43|-2,28|-13,21
Vo Vio Vi1 Vi2 Vis Vg Vis Vie
308 | 0,19 | -1,45|-509| 7,27 | 093 | -0,8 | -3
.

PROGRAM: SUTTE SUTTES

= T

SEGRCT. 1N For 151 To Ne

s 2*#A+5>A 2ZXA+S>»Ae

tEnd Next«

o o v 9 T s D
2.u;, ~ 12 283.
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FROGEAM: SUITE ======5SIIITES ======
tPromFt. A [+«

fPromet M e

fForiI.1.HM2 For_1+I Tao He

PR3 ACEHRATEL 2 CA+3IIF(3HAE+1 2R

FIE d an-:xr:t,czJ

s En Ha

t0i=sFr H [ToF [ETH B SN [F<a I

2.u;7,=0,2417852a 107 prés.

24 Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
05S_exercice47.alg (Algobox).

1. Saisir n
Sin>3alors
montant prend la valeur 17 x n x 0,92
Sinon montant prend la valeur 17 x n.
Afficher montant

2. Sile client achéte au moins 4 livres, il bénéficie d’'une
réduction de 8 % sur la totalité de la commande.
3.S5in<3,u,=17netsin=4,u,=1564n.

1. Faux. Contre-exemple : u, = % pourn=1.
2. Vrai.u; =f(ug) =2etu,=f(u;) =5

3. Vrai. Uy =20, +3=2Qu,+3)+3=4u,+9.
4,.Faux.uy;=2etu;=9.

EZA 1. (u,,) est croissante.

2. (up,) est décroissante.

3. (u,) est décroissante.

5 .
4.u,= ot 1, (u,) est décroissante.
EJ1.u,,,-u,=4n+1.(u,) est croissante.
-(32n+8) -
2. Uy —Up= (— u,) est décroissante.
mEEN T 4 —1)2(4n + 3)2 (Up)
3.Up—U,= Pt (up,) est croissante.
4,u,.,-u,=(n+1)% (u,) est croissante.
Bl 1.u,,, - u,=2n+ 3. (u,) est croissante.
2, Uy, — U, =—yU2 + 3. (u,) est décroissante.
3. Upyq — Uy =—(u2 +1). (u,) est décroissante.

2
4.u,,,-u,=n"-n+3=|n- 3 7 (uy,) est croissante.
El1.u,,,- Up=2x 3", (u,,) est croissante.

2, Upy —Up= EInE (u,) est décroissante.
3. Uy, — U, =5"4n + 5). (u,) est croissante.

4. Correctif : il faut lire u, = et non pasu, =

n n
2n+‘| 2” *

Upyr —Up= . (u,) est décroissante.

-n
2n+‘|
EX1.uy=1,u,=6,u,=27 etu; = 0. (u,) est non
monotone.

2.V,,1 - V,=10n + 4. (v,) est croissante.
3. Lafonction fdéfinie sur [0 ; + o[ par f(x)
étant croissante, (w,,) est croissante.

=x3+7x+3

4.t,.,-t,=-(n+3)(t,) est décroissante.
E31.uy=1,u;=-1,u,=1.(u,) est non monotone.
2.V, -V, = 30+ n. (v,,) est croissante.
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3. La fonction f définie sur [0 ; + o[ par

fx)=1 +5 1etant décroissante, (w,) est décroissante.
4.t,,1- —«/n + 1. (t,) est décroissante.

[E 1. On conjecture que la suite (u,,) est décroissante.
—-(n? +9n +3)

(N +1)((n*+2n+2)’
démontrer la conjecture.

B2 W,y - W, = Uy = Up) + (Vs = V)
doncwp-w,=0caru,,;-u,=0etv,,,
2, Dans ce cas, (w,) est décroissante.

2. Uy —Up= ce qui permet de

-v,=0.

E3Siu, =n?+ 2n et v, =-n, (w,) est croissante.
Siu,=netv,=-n"-2n, (w,) est décroissante.

EAsiu,=netv,=n?(

Siu,= ﬁ etv, = (n+1)%, (w,) est décroissante.

-2
El1.u,, —Un=w.
2. On conjecture que la limite de la suite (u,,) est 0.
3- no = 7.

4, A prend la valeur 1
I prend la valeur 0
Tant que A > 10-%°
I prend la valeur / + 1
A prend la valeur —
Fin Tant que
Afficher /
0 1. ny =997 =9 801.
2.n,=(108-1)%

El1.n,=97.
2.n,=9997.

1 1. On conjecture que lim v, =+,

N> 40
2.8 + /1009 = 39,76 donc n, = 40.
3. N est I'entier immédiatement supérieur ou égal a

8++V9+10P.

IEZ1 1. On conjecture que lim v, =+,
2.ny=1000. e

3.N=10~.

1 1. On obtient N = 5 en affichage.

2. |l s’agit du premier entier n tel que u,, = 100.

3. Il suffit de remplacer 100 par 1 000 dans la boucle
« TANT QUE ».

w,,) est croissante.

(u,) est décroissante.

4,
0—N 0—N
10—~U 10—~U
While U < 1 000 While U < 100
N+1+— N N+1—N
2U-5—U 2U-5—U
End WhileEnd
Disp N N4

5- no = 8.

I3 1. On conjecture que la limite de la suite (u,,) est 0.
2.ny=2001.



3. ng est I'entier immédiatement supérieur a :

10P +V10%P +10P - 1.
mnos45.

3 1. Faux. ug=2, uy =%,u2=2...
2. Faux.u3; = 7,06 et uy= -1,16.
3. Vrai. 69 > 42 et (u,,) est croissante.

4. Faux. Il suffit de prendre u, = (-1,35)".
BAu,=5u,=7,u,=2n+3,u,5=53.
EDu,=2,u,=9,u,=7n-5,uy5=170.

1
mu1:%,u2:4,u,,:§n+3,u25:15,5.

EEN u, =22,uy=20,u,=-2n+ 24, Uy = -26.

[ 73 |7 =%9,u2=%3,u,,=_—54n—1,u25=—21.

EZ3 1. (u,) nest pas arithmétique carug=1,u; =2 et
u,=7.

2. (u,) est arithmétique de premier terme uy = -3 et
de raison 2.

3. (u,) est arithmétique de premier terme uy = % et
de raison —.

4, (u,) n'est pas arithmétique car uy =2, u; =4 etu,=10.
EA 1. (u,) n'est pas arithmétique car u; — uy = 0 et
u,-u;=1T1.

2, (u,) n'est pas arithmétique caru, -uy=0etu,—u; =1.
3. (u,) est arithmétique de raison -5.

4. (u,) n'est pas arithmétique car uy =7, u; = 15 et
u, =31.

(76 M

/
o
=

1 \
N\
N\
5 \
S N\
M
-5 \

M,(n, y,) appartient a la droite d'équation
y=-3x+5doncy,=-3n+5ety,,; -y,=-3doncla
suite (y,,) est arithmétique de raison -3.

EA1.r=3.

1
2.!’=T. :
m1.r:_7.

2.r= _—31.

=

m tne1 =t = (Ung1 = 5Vppa) = (Up = 5vy)
=(Upy1—Up) =5(Vp—v,)=3-5x(-2)=13.

tio=1to+13x 10 =89,

m Saisir A

Saisir r

Saisir N

Afficher A

Pour |l variantde 1 a N
A prend la valeur A + r

Afficher A
Fin Pour

El1.u,,=82
2. A partir du rang 144.
3. Pour n compris entre 72 et 143 inclus.

2 1. Les huit premiers termes sont nuls.

2. On pourrait conjecturer que w, =0 pour tout entier
naturel n.
3.wg=8x7x6x5x4x3x2x1+8=40328.

La conjecture est fausse.

6 6 6 13 25
m1-u1—ﬁ,U2—2_5,U3—§,V1—z,VZ—?
37
etV3=?.
1 1 2u,+1 1 2y
2.V - Vp=—— - =2t L _Zh
i " Up i1 Un Un Up Un
1 1+12n 6
3-Vn—€+2n— 6 etun—m.

EZ 1. Vrai. u,,, = u, + 0 pour tout n.
2. Faux. Les points sont alignés sur une droite de
coefficient directeur r.

3. Vrai. Uy —up = %1 pour tout n.

4.Faux. 15 x 12— 120,
2 997
5. Faux. 3 + 0,6n = 1 000 équivaut a n = 0.6 soit

n=1662.
EJ1.e,=956,=100,e,=90 + 5n.

2.e,5=165,donc S =16 x 227162 _ 5 040,

EA 1. (u,) est arithmétique puisque pour tout n,
Upyq = U, + 20.
2. Uso = 100 + 20 x 29 = 680

etu;+uy+...+u3=11700.
100 +100 +20(n-1)
3.5,=u;+...+u,=nx )
=10n" +90n.

On trouve N, =53.

EA1.5=14+2+...+netS=n+(n-1)+...+2+1,
donc2S=(n+1)+...+(n+1).Cette somme comportant

n termes tous égaux a n + 1, on obtient 2S=n(n + 1),
. nn+1)
soitS = 5
Y, 10x1

2.5=Y k=
2k="3

=1

=55.
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+
S=u1+...+u9=9xu

=§ x (U +uy+8x2)=
S =153 équivaut a u, =9 et les 9 entiers impairs sont

9 x (u; + 8).

ceux de 9 a 25.
m11k< 100 equ1vautak<90

doncS= 211k—11x2k 45 045.
m1.t,,—5><3”ett7=10935.
2. testcroissantecar g>1 et t,>0.

EA1.v,=3x(-2)"etv,,=3072.
2. v est non monotone car g < 0.

Ev,=6,v,=12etv,=3x2".
Edv,=-6v,=12etv,=3x (-2)".

mw——e v,=-18etv,=-2x 3"
-2 -2
mw - =?etvn=¥.
2 2 -2
mv1—§,V2—?etVn—w.

Edv,=6,v,=-18etv,=-2x (-3)".

EE1.v,=12,v, =24, v, =48, v;=96 mais v, = 180 donc
v n’est pas géométrique.

2. Uy, =3 x7M3=3x7"x7=u, x 7, u est donc
géométrique de raison 7 et de premier terme uy = 147.
LI 1. (v,) n'est pas géométrique carvy=1,v; =4 et
Vo) = 13.

2. (v,) est géométrique de raison 7 et de premier

terme vy =3.
3. (v,,) est géométrique de raison % et de premier
1
terme vy==.
Vo 3

4. (v,) n'est pas géométrique carvy=2,v;=5etv,=13.

LA 1. (v,)) est géométrique de raison 5.
2, (v,,) est géométrique de raison %
3. (v,) est géométrique de raison 0 car vy= -1,
v, = 0 pour tout entier n non nul.
4. (v,) n'est pas géométrique car :

Vo=1, vi=4 et v,=256.

3 s =87 380.
5 1 65535
[EES:EO? B 2(1_ﬁ)= 32768 "

11
MOs= Y (-3)k=-132860.
k=0

29
@1.s=5x11_3; = 49205,

2.5'=107 567 595.
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106| Saisir A

Saisir r

Saisir N

Afficher A

Pour [ variantde 1 a N
A prend la valeur g x A
Afficher A

Fin Pour

Md1.5=14g+¢*+...49",g5=q+¢*+... +q™ et
_ Aan+1
S- qS—1—q”“50|t(1—q)S—1 ”“et5:11_qq

2.5= Ezk—184x1019
k=0

L 1. Faux. (u,) définie par u, = n*n’est ni géométrique,
ni arithmétique.
2. Vrai. v, = 1,07v, pour tout n.

. 1-212 1-212
3.Vrai.S= o5 =
4. Faux. Contre-exemple : v, = 2" + 3" avec v, = 2,
vi=5etv,=13.

B 1.6,=32100,¢
et c, =27 648.
2.b,,,=1,07b,etc,.; =096,
3.b,=30000x% 1,07" et ¢, =30 000 x 0,96".

=221,

=28800, b, = 34347

1.0, =21012.
2. U, =1,03u, et u,= 20400 x 1,03".
3.n=24.

EEEl Correctif : u, = ug x 0,557, d'oll u; = 16,64
etu,=9,15:il faut disposer de 4 plaques.

EEE Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_exercice112.xls (Excel2003),05S_exercice112.xIsx
(Excel 2007) et 05S_exercice112.o0ds (OpenOffice).
1.d, =50, d, =50 x 0,98 = 49 et d; = 48,02.
2.d,,,=0,98d,.(d,) est géométrique de raison 0,98 et
de premier terme d1 =50:d,=50x0,98"".

3.L =Ed —50x %9988 =2500x (1-0,98").

4, Pourtoutn 0,98">0donc1-0,98"< 1

etl, <2 500.

5. N = 388 mais L3, ~ 2 498,994...

EEE] 1. Faux. (M,,) est géométrique de raison

1-0,165=0,835.

2. Vrai. 0,835% = 0,486 et 0,8353 =~ 0,582.

BEE1.v, -v,=n+1+ 2(n+11)_1 -n- 2n1_1
R -

2n+1 2n-1

_4n2-1 2n-1  2n+1
a1t a1 anr
_4n?-1+2n-1-2n-1_4n?-3
N 4n? -1 T o1



2. Pour n =0, la différence v,,,, - v,, = 3 et pour
n=1,4n*-3 et 4n’ - 1 sont positifs donc
Vpi1 =V, > 0:(v,) est croissante.

3.n=1000.

. 2n +1 2n? +1
KB 1l faut lire u, = o (et non pas o ).
1.0n conjecture que lim u,=0.
2.ny=2001. AR

3. ng est I'entier immédiatement supérieur a
10P +10%° +10P - 1.
(B 1.4a,,,=a,+ 7. (a,) est arithmétique de raison 7
et de premier terme ay =1 500 donc a,, =1 500 + 7n.
2.n=72.

72
3.5= Y a,=12789.

k=0
[EE2 1. D, =300 % 0,8 = 240.
2.D,,; = 0,8D,. (D,) est géométrique de raison 0,8.
D,=300x0,8".

S 1-0,8%

3. kgoDk =300 x m =1 498,14

POUR FAIRE LE POINT

Attention a la question @, laréponse B est aussi bonne.

Osetc; QA O QA OaA;
(6 L¥ @s; Op; ©Oc; OABetD;
11 @A

POUR APPROFONDIR

1. a./,=50m, /; = 25m et [, = 12,5m.

b. Le diametre du demi-cercle 6, est la moitié de celui

1 507
de 6, donc I, =§ln et I,= o
! 1)\ 6375x .
2-a'L—k§0/k—50W(2—7 = =55 ~3129metres.
312,9

b.

05 = 625,8 donc il faut 625 + 1 = 626 arbustes.

EEE] Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_exercice119.xls (Excel 2003),05S_exercice119.xlsx
(Excel 2007) et 05S_exercice119.o0ds (OpenOffice).
1. D'une année a l'autre, la surface de gazon est
diminuée de 20 % donc multipliée par 0,8 et on ajoute
50 puisque 50 m? de chiendent est remplacé par du
gazon, d'ou la formule u,,.; = 0,8u, + 50.
2.u;=1650etuy=2000.

3. Vg = Upsq — 250 = (0,8u, + 50) — 250 = 0,8u,, — 200.
Vpe1 =0,8 (u, - 250) = 0,8v,,. (v,,) est donc géométrique
deraison 0,8 et de premier terme vy=uy—250=1750.

4.v,=1750x0,8" et u,=v,+250=1750x0,8"+ 250.

5.u, =500 équivautan < 8.

EEZ0 1. u, =200 x 1,04 + 200 = 408,

u, =408 x 1,04 + 200 = 624,32

et us=1,04u, + 200 = 849,29.

2. u,,; = 1,04u, + 200.

3.a. vy = Uy + 5000 =5 200,

Vi =u;+5000=5408 et v,=>5624,32.

b.V,.; = Uy, + 5000 = 1,04u, + 200 + 5 000
=1,04u, + 5 200 = 1,04(u, + 5 000) = 1,04v,.

(v,) est donc géométrique de raison 1,04.

c.v,=5200x 1,04"

etu,=v,-5000=5200 x 1,04" -5 000.

4. 11 années.

Ef1.d,=2,d,=1.
2.d,1 = % d,. (d,) est géométrique de premier terme
dy =4 et de raison %

1 1
3.d,,—4x?= =

1 n+1

1- i) 1 n+1

4.5,=dyx =4x2x[1—() ]
] 2

.I n+1
=8x [1 - (E) ] p
5. On conjecture que la limite de la suite (S,) est 8.
6. Non car S, =8 équivaut a L 0.

on+1 "
7.n=12.
EEEIPour x # -3, 0n pose g= X2f3 eton remarque que
g =1 ne fournit pas de solution.
1-g*

Sig#1, 1+q+q+¢3= i et'équation équivaut

alorsa 1 -g*=0 soit g* =1, dol g =-1 puisque

1 est exclut.
x__ -1 équivautax=-1
x+3 q T
EEE] A. 1. Le triangle OAB est équilatéral et [OA] est la
hauteur issue de O de ce triangle donc OA' = ? OA.

Le triangle OA'B’ est équilatéral donc A'B' = OA'.

De plus OA = AB, d’'ou I'égalité :

V3 AB 3

TAB et AR = 5

2. Si g est le coté d'un triangle équilatéral I'aire du

A'B'=

triangle est ? x a*. On déduit que :

“n

2

V3 e

'_TABZ_(A'B')Z_(@)Z_E’.

B T AB| T T4
gAB2

vl

3.a=6seta’=6s,donca’= % a.
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B.1.

2. D’aprés la partie A,ona ¢, = gcn. 3
La suite (c,) est donc géométrique de raison > etde
premier terme ¢y = 8.

n

V3
3.cn:8x(7) .

V3)* 9 9
A4B4=C4=8X(7) =8Xﬁ=§.
4.D’aprés la partie A,onaa,,; = % a,.

V3

5.aoz6x7x82:96«/§.Lasuite(an)estgéométrique
n

de raison%,donc a,=96+3 x (%) )

6. (2] < cauivutan=s

-| 7] =7 équivautan=5.

EEZI 1. 1 - 54, désigne la partie non coloriée aprés le
nieme coloriage, on a alors :

1 8 1
‘ﬂn+1=&qn+8§ (1 —&fn)z 6&@,74'6.
2'%n+1:5in+1_18:§fn+§_18
= 6'\%”—6 :§gﬂn—1 zg%n.

La suite (%B,,) est géométrique de raison g et de premier
terme B =4, -1=

1922

9 91
8 (&) (8
e Bl ]
8'1
3.wn=%n+1=1—(§).

4. 0On conjecture que la limite de la suite (s4,,) est 1.0n
se rapproche, sans jamais I'atteindre, d’'un coloriage
complet du carré.

EEH La numérotation des polygones dessinés est Py, P,
et P, et non pas Py, P, et Ps.
1.C0=3,l0= 1,p0=3etao=

T.
c1=12,l1=%,p1=4eta1=§

1 16 1043
C2=48,l2=§,p2=?et02=7.

2.Cyq =4c,etc, =3 x4

3./,,+1=§/,,etl,,=¥.

72

n 4 n
?JXT4 =3x (g) . (py) est géométrique.

On conjecture que sa limite est + .

4.p,=cylp=

5. L'aire d’un petit triangle a la (n + 1)®™e étape est

V3

3
7 % I2,,, soit % 32772+ Et comme il y a ¢, petits

triangles a la (n + 1)me étape, on déduit :

_3x4"x43  4m1x3 3 (4)
Ane1 = dn = 4x32+2 — 3ma 12 *l9]
V3 (4
doncan+1=an+ﬁx 5/
n-1
Eakﬂ_ak:an_ao
k=0
ot S-S S0E (4] BG4
k1~ Ok = 795 X|l9] =795 o
& * k=012 9 12k=09
4\
G
12,4 20| \9
9
Onaalorsa —ﬁbin ﬁ
=720 9] |* 4
5 3 7 23
[m1.u2=5u1—§u0:§ et u3=".
2.a.Vp 1 =Uyy—U —Eu -=u,-u
oo Vni1 — Unt2 n+1—2 n+1 2n n+1
3
:Eunﬂ_iun-

b.v,.= % (Upyr—Uy) = % v, donc (v,) est géométrique

.3 .
de raison = et de premier terme vy =u; - ug=1.

2
n-1 n-1
3. ¥ vk = D Uar — Uy = Uy — Ug
k=0 k=0

3
k= - =
0 -3
n n
On aalors un=2x[(;) —1]+1=2x(§) -1.

E1.v1=%,v2=—1, v;=2 et v4=%.

2. On remarque que la suite (v,) semble périodique

de période 3.

_ 1 Ve,  Vp=1-v, 1
3-Vnia=1 v,m_1 vo-1— v,-1 ~1-v,
etv,3=1- ! =1-(1-vy)=v,

n+2

EE1.0,,,=U,+(n+1)2.U,=12=1.
n+1 n 1

2. W, = % =1.W,,, = (n + 1)(” +62)(2n + 3) )




donC Wy - Wy =g (n+ 1) [(n+2)(20+3) - (n(2n + 1]
=% (n+1)(6n +6),

doncW,,; -W,=(n+1)2dou W, =W,+(n+1)>~%

3. W, = U, et la relation de récurrence permettant le

calcul de W, a partir de W, est la méme que celle
permettant le calcul de U, a partir de U,,.
On déduit que U, = W,, pour tout n,

nin+1)2n+1)

soit i k2= 3

Pt
. 1&
EER) 1l faut lire U, = Ek;k(k_l)'

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_exercice129.xls (Excel 2003),
05S_exercice129.xlIsx (Excel 2007)

et 05S_exercice129.o0ds (OpenOffice).

1.0n conjecture que V,=n*-1,donc que U, =% (n2-1).

n
2.V k2 -k=1-14+2°-2+...

k=1 =1?+224 ...+ =(1+2+...+n)
nn+1)2n+1) nn+1)

+n’-n

=k2=1k2 Ek 6 )

On obtient alors :

Ekz nin+1) 2n+1_1 nn+1)(n-1)
2 3 3
12 (n+1)( —1) n2 -1
et n Eg 3 3 .
E1.a.f(x) =x°+x" + x2avecx # 1,

T-x3  x3-1
1-x  x-1
des puissances successives d'un réel.
b. Avec la premiére forme, on obtient
f’(x) = 1 + 2x et avec la seconde f’(x) =
d'ou I'égalité.
2.0n obtientg(x) =

doncf(x)= avec laformule de lasomme

2x3 -3x2 +1
(x-12 '
1-x4 x*-1
T-x = x-1"
En dérivant chacune des formes, on obtient :
gX)=1+2x+34%= MDA+
(x=1)?
3. On considére la fonction h définie sur 11 ; +oo[ par
h(x)=1+x+x+... +x".On obtient
1- Xn+1 Xn+1 -1
ho) = 1-x x -1
expressions de h (x) on obtient I'égalité :
nx"1—(n+1)x" +1
(x=1)?
nx"*tt—(n+1)x" +1
x —1)?

et en dérivant chacune des

T4+ 2x+3x2+...+nx"" =

1

n
soit E kxk-1=
i< (

EER1.u,=2,u;=3,u,=5etus=8.

2. A prend la valeur 1
B prend la valeur 1
Entrer la valeur de N
Pour /variantde 1a N + 1
Afficher A
C prend la valeur A + B
A prend la valeur B
B prend la valeur C

Fin pour
3. Tl CASIO
Prompt N 2N
=4 1A
=2 1B
For(l,1,N +1) For 1+ | To
Disp A N
A+B—C Ad
it A+B—C
C—>B B—A
End cLB
Next
A

On obtient uy, = 75 025.
EEEZ] 1. OA, est lalongueur de la diagonale du triangle

rectangle isocéle OA(A; donc OA; = AjA; et
e 1 V2 2
OAO = N/EOAV d'ou OA] = ﬁOAO = 7 OAO = 7

2,.0A,,,= > OA,, puisque OA, est la longueur de la
diagonale du triangle rectangle isoceéle OA A, ;.
2 2

3.Up 1 =0A 1 = > OA,= 5 Un-

. s 2
La suite (u,) est donc géométrique de raison — et de

premier terme ug=0A,=1:u,= 72) .
4. Comme Ak—1Ak = OAk, ona: (\/5)’]”
1-| 22
n
2
L,=0Ag+OA;+...+0A,= Y u = ——~—.
k=0 1-@

2
5.0n conjecture que la limite de la suite (L,,) est un réel
proche de 3,4142 (en fait exactement v2 + 2).

EEEIA.1.u, =740 et u, = 644,
2.a.V,, = Uy, —500=0,6u,+ 200 - 500

=0,6u, - 300 =0,6(u, - 500) =0,6v,.
Vo = Ug — 500 = 400.
(v,,) est donc géométrique de raison 0,6 et de premier
terme v, =400.
b.Comme v, >0et0<0,6 <1,(v,) est décroissante.
c.v, =400 x 0,6"
et u, = v, + 500 = 400 x 0,6" + 500.
d.n=12.
B.1.a,=900eta; =0,8 x ay+ (1000 - ap) x 0,2 =740.
2.a,=08xa;+(1000-a,)x0,2=644.
3. 0,8a, correspond au nombre de clients restant de
I'année n et 0,2 x (1 000 - a,) correspond au nombre
de clients de B venant I'année n + 1 chez A.
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4.d,.,=0,8a,+ 200 -0,2a,=0,6a, + 200.

5. Etant donné les relations de récurrence et le fait
que d, = Ug on déduit que a, = u, pour tout entier n.
On peut conjecturer que la limite de (a,) est 500, donc
le marché va évoluer vers une répartition égalitaire.

@ Prises d'iniliatives

EEZI A chaque étape le nombre de triangles non noircis
est multiplié par 3 car comme pour la premiere étape,
chaque triangle non noirci est divisé en 4 triangles dont
un seul est noirci. Comme le nombre de triangles que
I'on noircit a I'étape n est égal au nombre de triangles
non noircis a I'étape n - 1, on déduit que, pourn =1,
Ther =3T,.(T,) est donc géométrique de raison 3 et de
premier terme T, = 1.

Le nombre total de triangles noircis a la né™e étape est

1-3"  3n-1

Sn:T1+T2+"'+Tn:ﬁ: 2 .

( Activites TICE

EH1.5=35 k-n=3204D 3’ +n
’ k=1 - 2 - 2 .

2. 11 étages et il restera 21 cartes.

EEZ1.p;=0.

2.D,=2.

3. Toutes les diagonales de P, sont des diagonales
de P,,1, les segments reliant le nouveau sommet aux
sommets de P, sont des diagonales pour P,,; sauf
les deux reliant les sommets adjacents a ce nouveau
sommet, enfin le c6té de P, reliant les deux sommets
adjacent au nouveau sommet de P, ; devient une
diagonale pour P,,, ;.

On déduitqueD,;;=D,+(n-2)+1=D,+n-1.

n-1

4. EDk+1—Dk =D,-D3=D,
k=3

n-1 n-1
et ¥ Dy =D =Y k-1
k=3 k=3

B-D+@-1)+...
=2+3+..+n-2

+((n-1-1)

<5 2+(n-2) n(n-3)
—k§2k=(n—3) 5 ==

TP 1 La demi-vie d’'un medicament

avec un tableur
Ce TP utilise le tableur pour étudier I'évolution de la
concentration d’'un médicament dans le sang et rechercher
des seuils de concentration.
A.1.C,,, =C,-0,035C, = (1-0,035)C, = 0,965C,.
2. La suite (C,) est géométrique de raison 0,965.
3.C,=Cyx0,965" =0,965" puisque Cy = 1.
B. Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_TP1.xls (Excel 2003), 05S_ TP1.xIsx (Excel 2007)
et 05S_ TP1.ods (OpenOffice).
1. Aprés avoir légendé les cellules A1 et B1 et renseigné
les cellules A2 et B2, inscrire dans A3 : puis
dans B3 : (=B2*0,965). Sélectionner les deux cellules
A3 et B3, puis recopier vers le bas jusqu’a la ligne 302.
2. 5 heures correspondant a 300 minutes, on obtient
le nuage de points a partir de la plage réalisée
précédemment en utilisant éventuellement l'aide
fournie en bas de la page.
C.1.a.0naC;y=0,508 et G55 = 0,490, on en déduit que
la concentration initiale est divisée par deux au bout
d'un temps compris entre 19 et 20 minutes.

74

b. C3,=0,96530 = 0,34 4 1072 prés.
¢.C, < 0,17 a partir du rang 50, donc la concentration
est a nouveau divisée par deux au bout d'un temps
supplémentaire t compris entre 19 et 20 minutes.
d. On peut conjecturer que la concentration est divisée
par deux toutes les 20 minutes.
2.a.0,96520 = 0,50 a 1072 prés par excés.
b. C,,,0 = 0,965"+20 = 0,965" x 0,96520

=(,x0,9652° = C, x 0,50.
Ce qui prouve la conjecture.

TP 2 Flux de populations

Ce TP utilise le tableur pour étudier I'évolution conjointe
des populations de trois zones géographiques, il se poursuit
par une étude mathématique des suites permettant de
confirmer les conjectures émises.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_TP2.xIs (Excel 2003), 05S_ TP2.xIsx (Excel 2007)
et 05S_ TP2.ods (OpenOffice).

A.1.a,= 5000, by =2 000 et ¢, = 4 000.
2.a,=0,9d,+0,1by +0,01¢, =4 500 + 200 + 40 = 4 740.
by =0,9by+ 0,1ay + 0,01¢y = 1 800 + 500 + 40 = 2 340.
¢, =0,98¢, = 3 920.



3. Dans la cellule B3, on entre la formule
(=0,9*B2+0,1*C2+0,01*D2}, dans la cellule C3 on entre
laformule [=0,9*C2+0,1*BZ+0,01*D2], etdans lacellule
D3 on entre la formule . On recopie ensuite
ces formules vers le bas jusqu’a la ligne 102.

4. Sélectionner les quatre colonnes et utiliser
éventuellement l'aide en bas de page.

5. On peut conjecturer que les zones Agrandville et
Bordville se partageront équitablement la totalité de
la population tandis que Campaville disparaitra.

B. 1. a. Pour conjecturer la nature de la suite (d,),
on calcule les premiers termes de cette suite dans
la colonne E en entrant dans la cellule E2 la formule

=B2-C2 | et en la recopiant vers le bas, puis on peut

faire apparaitre les quotients % dans la colonne F

n
entrant dans la cellule F3 la formule | =E3/E2 | qu’on

recopie vers le bas. Ces quotients étant tous égaux a
0,8, on conjecture que la suite (d,) est géométrique
de raison 0,8.

Démonstration :

dni1 = dpi1 = b
=0,9a, +0,1b,+0,01a, - (0,96, + 0,14, + 0,01a,)
=0,8a, - 0,8b, = 0,8(a, - b,) = 0,8d,,.
b. Il faut lire d,, = 0,8" x 3 000.
dy=ay - by = 5000 -2 000 = 3 000.
Donc (d,) est géométrique de raison 0,8 et de premier
terme d, = 3 000, ce qui permet de déduire que pour
tout entier naturel n, d,, = 0,8" x 3 000.
2.a.c,,1 =0,98c, pour tout entier naturel n.
b. (c,) est donc géométrique de raison 0,98 et de
premier terme ¢, =4 000, donc ¢, =4 000 x 0,98" pour
tout entier naturel n.
3.a.¢, = 1000 équivaut a n = 69. Au 1° janvier de
I'année 2079, la population de Campaville sera au-
dessous du seuil de 1 000 habitants, ce seuil étant
franchi au cours de I'année 2078.
b. dyy = 0,8% x 3 000 = 0,0006 & 104 pres.
Au 1¢"janvier 2079, I'écart du nombre d’habitants entre
Agranville et Bordville est donc nul.

TP 3 La suite de Suracuse

Ce TP utilise le logiciel Algobox pour étudier quelques
résultats sur la célebre suite de Syracuse. Il peut ne pas
étre traité dans sa totalité sans que cela soit préjudiciable
a la bonne compréhension des problémes, la troisieme
partie, d'un bon niveau, pourra éventuellement n’étre
traitée que par des éléves ayant une certaine aisance en
algorithmique.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
05S_TP3.alg, 05S_TP3-tempsdevol.alg,
05S_TP3-altitudemax.alg

et 05S_TP3-tempsdevol-altitude.alg (Algobox).
A.1.

Afficher le message : « donner la valeur de n »
Saisir n

Afficher n

Tant que n # 1

Si n est pair

n prend la valeur 3
Afficher n

Sinon

n prend la valeur 3n + 1
Afficher n

Fin Tant que

2.Pourn=>5,0onobtient:5;16;8;4;2;1
Pourn=13,onobtient:13;40;20;10;5;16;8;4;2;1.
3. Pourn=8,lasuite obtenueest:8;4;2;1.

Donc ¥(8) =4.

Pour n=3, la suite obtenueest:3;10;5;16;8;4;2;1.
Donc ¥(3) =8.

4,

Afficher le message : « donner la valeur de n »
k prend la valeur 1

Saisir n

Afficher n

Tant que n # 1

k prend la valeur k + 1

Si n est pair

n prend la valeur >
Afficher n

Sinon

n prend la valeur 3n + 1

Afficher n

Fin Tant que

Afficher message « le temps de vol est » :
Afficher k

5.Pour compléter le fichier, inutile de tout retaper : on
déclare la nouvelle variable k, puis on crée une ligne
pour affecter 1 a la variable k, une ligne dans la boucle
«Tant que » pour affecter k+ 1 a k et enfin deux lignes
en dehors de la boucle pour le message et la sortie du
résultat : la valeur de k.

6. A l'aide du programme, on obtient £(26) = 11 et
F(27)=112.

B. 1. Sin = 2P, la suite de Syracuse de n est constituée
des puissances de 2 inférieures ou égales a n, c'est-a-dire
des nombres 2™ avecO <m=<p.Onadonc¥(p)=p+1.
2. On remarque, en testant sur différentes valeurs de
k, que si k est non nul, £(8k + 4) = £(8k + 5).

3. Il suffit d'écrire les quatre premiers termes de la suite
de Syracuse pour chacun des nombres :

o8k+4; 4k+2; 2k+1; 32k+1)+1=6k+4
e8k+5; 3(8k+5)+1=24k+16; 12k+8; 6k+4

Si k # 0, aucun des nombres rencontrés n’est égal a
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1 et donc les suites comportent au moins 4 termes et
les quatriémes termes étant égaux les suites auront la
méme longueur. Dans le cas k = 0, les temps de vols
sont différents puisque £(4) =3 et £(5)=6.

C. 1. a. La variable « max » contient la valeur la plus
grande des deux valeurs n et « max » de départ.

b. En repartant du programme initial, il suffit de déclarer
la nouvelle variable « max », d'ajouter une ligne pour
affecter la valeur de n a la variable « max », puis dés le
début de la boucle « Tant que » on insére le bloc de la
question précédente, la variable « max » contient alors
la plus grande valeur des termes rencontrés. Apres la
fin de la boucle « Tant que », on ajoute une ligne pour
I'affichage de la valeur de « max », on peut aussi ajouter
une ligne pour un message.

2. a. On reprend le programme de départ. On crée
une nouvelle variable A qui gardera la valeur de n de
départ. On affecte donc la valeur de na A avant la boucle
« Tant que » puis on remplace la condition (n!=1) de
cette boucle par la condition n = A.

b. Si k désigne le nombre d'itérations de cette boucle,
le temps de vol en altitude est k - 1.

c. Pour compléter le programme, on définit une variable
k, puis au début de la boucle « Tant que » on ajoute une
ligne pour affecter la valeur k + 1 a k. Apres la boucle,
on ajoute une ligne pour affecter la valeur k-1 a k et
une autre pour afficher la valeur de k qui est le temps
de vol en altitude.

d. Le temps de vol en altitude pour n =127 est 23.

TP 4 Calcul d'sire

Ce quatrieme et dernier TP propose d’approcher
I'aire sous une courbe par la méthode des rectangles
supérieurs a l'aide du logiciel Algobox. Une premiére
partie est consacrée a la compréhension du procédé de
construction de la suite, la seconde a la programmation
et l'obtention d’approximation de I'aire cherchée. Enfin
dans une troisiéme partie, on détermine, en utilisant
un logiciel de calcul formel, le terme général de la suite
construite, pour ensuite déterminer des seuils confirmant
la conjecture effectuée dans la seconde partie.
A.1.5,=0,5%0,52+ 0,5 x 12=0,625.

2. a. Lerectangle construit sur la base [O ; %] a pour
largeur — et pour « hauteur » f(l) = i, doncson aire

n n) n?

1 .
est ff(l) = i. Le rectangle construit sur la base
ni\n| n3
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k=1 K7L raeur. ) et mour< hauteurs £l

[ n n]apour argeurne pour « hauteur » nl
1

n :Ef(xk)'

donc son aire est% f(K
1 1 1
b.S,= o f(x1) +o ) + ...+ ) f(xp)

1 1%
= [FO) + FOH+ ..+ Flx,)] = 21f(xk).

B. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
05S_TP4.alg (Algobox).
1.a.

Saisir n

S prend la valeur 0

Pour kallantde 1 an 0
S prend lavaleur S + 7 x (%)
Fin Pour

Afficher S

b.

W VARIABLES
E k EST. DU TYPE NOMBRE

n EST DU TYPE NOMBRE
S EST_DU TYPE NOMERE
W DEBUT_ALGORITHME
AFFICHER "Entrer le nombre de subdivisions"
LIRE m
S PREND_LA VALEUR O
W POURKALLANT DE1 AR
DEEUT_POUR
S PREND LA VALEUR S+1/n*powlk/n.2)
FIN_POUR
AFFICHER "Une valeur approchée de |'aire est
AFFICHER §
AFFICHER " en unités d'aire”
— FIN_ALGORITHME

2. Pour n =100, on obtient s =~ 0,33835.
Pour n =500, on obtient { =~ 0,334334.
Pour n=10 000, on obtient <« ~0,33338333.

3. On peut conjecturer que A = % .
C. 1. a. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
05S_TP4.xws (Xcas) et 05S_TP4.dfw (Derive).

n 3 _ 2
Onobtient Y k? = 20n+1)° -3 +1) +n+1é|’aide
k=1 6
du logiciel Xcas et E k? = w al'aidedu

L ) k=1
logiciel Derive.

b. En utilisant les fonctionnalités de développement
et de simplification des logiciels ou en effectuant les

5 . . n ) n n? n
calculs « a la main », on obtlentkEk =5 +t5*%
puts: 10 (kY 1”k2=11"

LI B

=3%2n "o
. 1 1
2.S|n>100,a|or52n>200et%$m.



D’autre part si n = 100, alors n2 = 10 000 et
o1 1 1
2= — <<,
6n 60 000, soit o < 60000 < 200
Onadoncdanslecasoun=100:
1 1 - 1 1 1 1 1

2n Y on =200 Y2000 O 20t ez =10

1 1
) . 104 — <
Si n=10% alors 2n=2-10% et 5 <-—"0.

D’autre partsi n =104 alors n2=108

. 1 1
et 6’7226'108, soit mswsm

Onadoncdanslecasolun=10%:
1 1 1

2n T en? = 2:10%
1 1
—_ 7$7
2n Yo S 107

<10

soit
o
soit >n + on?
Ce résultat est conforme a la conjecture faite, puisque
pour un nombre de subdivisions supérieur a 10 000,

I'écart entre % et S, est inférieur a 0,0001.
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CHAPITRE

QLe programme

Contenus

Géométrie plane
Géométrie plane Condition de
colinéarité de deux vecteurs :

xy’ - yx’.

Vecteur directeur d’une droite.

Equation cartésienne d’une droite.

Expression d’'un vecteur du plan
en fonction de deux vecteurs non

Capacités attendues

Utiliser la condition de
colinéarité pour obtenir une
équation cartésienne de droite.

o Déterminer une équation
cartésienne de droite connaissant
un vecteur directeur et un point.
« Déterminer un vecteur directeur
d’une droite définie par une
équation cartésienne.

* Choisir une décomposition
pertinente dans le cadre de la

Commentaires

On fait le lien entre coeflicient
directeur et vecteur directeur.

L’objectif est de rendre les éleves
capables de déterminer efficacement
une équation cartésienne de droite
par la méthode de leur choix.

On ne se limite pas au cadre de la
géomeétrie repérée.

colinéaires. résolution de problemes.

G Nolre poinfFde‘vue

Ce chapitre « géométrie plane » traite des notions de vecteurs, de leurs applications ainsi que des
équations de droites. Les vecteurs comme les équations de droites ont été abordés en classe de Seconde,
les activités permettent donc de réactiver les connaissances afin de découvrir et mettre en place les
nouvelles notions au programme de la classe Premiére scientifique.

La premiére activité permet d’aborder la partie 1 du cours. D’une part, nous revoyons la somme de
deux vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un réel, d’autre part nous découvrons la construction
géométrique de ce produit.

Pour la partie 2 du cours, nous pourrons nous appuyer sur les activités 2 et 3 grice auxquelles nous
mettons en place la condition analytique de colinéarité et nous abordons la décomposition dans une base.
Les équations de droites sont introduites dans I'activité 4 et font I'objet de la troisiéme partie du cours.
De nombreux exercices de tous niveaux viennent a la suite du cours, et comme recommandé dans le
programme nous ne nous limitons pas a la géométrie repérée.

La page « Chercher avec méthode » est consacrée a un probleme d’alignement de points quon résout
en se placant dans un repére li¢ a la figure faisant ainsi appel a de nombreuses notions du chapitre.
Enfin, deux TP concluent ce chapitre, I'occasion pour I'éléve d’établir différentes conjectures grace a
un logiciel de géométrie dynamique, avant de démontrer ces résultats.

Les notions abordées dans le chapitre 6

1. Rappels et compléments sur les vecteurs
3. Equations de droites

2. Applications du calcul vectoriel
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GAvanr de commencer

Se tester avec des QCM

Oc; @3BetD;
Osetc; Op;

QAetD;
OAetC;

Os;
Oc

Se tester avec des exercices

©) AD + CE +BA +DC +EB
=AD+DC+CE+EB+BA

=AC+CB+BA=AB+BA=0.

N
/ B

@ Les acliviles

AE = AB + BE = AB + DC = 2AB puisque AB = DC

ABCD étant un parallélogramme. Les vecteurs AB et AE

sont colinéaires, on déduit que les points A, B et E sont

alignés.

m A_é(3 ; 4). ABCD est un parallélogramme, donc

DC = AB, donc {Xc -3=3 , soit {Xc =6 (6;9).
Yc-5=4 Yc=9

@ (d) a pour équation y=3x+p;

or A€ (d) donc -4=3x5+p soit p=-19 et(d)a

pour équation y =3x-19.

BEAC= 517+ 2-_47 =8+ (27 =+20.

BC=+(5-3)2+(2+22=+22+42=420.

On déduit que ABC est isocéle en C

AB= {(3-1)2 +(-2-4)2 =22+ (-6)2 =40 .

AC2+ BC2=20+ 20 =40 = AB2 dong, d'apreés la

réciproque du théoreme de Pythagore, on déduit

que le triangle ABC est rectangle en C.

Actlivité (1 La marche du robot

Dans cette activité, nous revoyons la construction
géométrique de la somme de deux vecteurs vue en
classe de Seconde et nous introduisons les notions de
direction, sens et longueur d’un vecteur, pour aborder la
construction géométrique du vecteur ku qui a été défini
par ses coordonnées en classe de Seconde.

1.a.AB,=V.

b.B.B,=U.
AZ
E
Ay N B,
J u —"’—‘
’ ,—"’, R G, D
) v s

¢. Partant de O, le robot peut effectuer en déplacement
de type « U » ce qui le conduit en A,, puis effectuer un
déplacement de type « v » qui 'améne en B,. L'autre
trajet possible est d’effectuer un déplacement de
type « v », le robot se retrouve alors en B; puis un
déplacement de type « U » pour arriver en B,.

d. Le robot se retrouve en A,.
e. C'estle seul trajet possible : il faut effectuer deux fois
le trajet de type « U» ona z=2u.
2. a. Le robot se retrouve en C,. (Y; =2v.
b. Pour aller de C, a D, le robot se déplace dans la
direction horizontale en avant et pendant % seconde.
GD=5v.
c. Pour aller de D a C,, le robot se déplace dans la
direction horizontale en arriére et pendant % seconde.
—_— ’I .
DGy =—-w.

220
d.GF=1,5u.

Aclivité 2 Colinearite de deux vecleurs

Dans cette activité, nous établissons la condition
analytique de colinéarité de deux vecteurs. Pour cela,
I'éléve est amené a faire le lien entre colinéarité de deux
vecteurs et proportionnalité des couples de coordonnées
de ceux-ci, pour ensuite proposer la formule attendue en
utilisant des acquis des classes antérieures sur les tableaux
de proportionnalités.
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u, us
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LY
U

0 o

Pl
\ /) -

Vo

2. a. Les couples de vecteurs colinéaires sont U, et v,
d’une part et u; et v; d’autre part.

b. Dans le cas de deux vecteurs colinéaires, le tableau
constitué des deux couples de coordonnées est un
tableau de proportionnalité.

3.a.3x0,32-2x%x048 =0,96 - 0,96 =0, donc le
tableau des coordonnées de U et v est un tableau
de proportionnalité ; les vecteurs U et v sont donc
colinéaires.

b.2,5%(-2,1)-1,5x(-3,4)=-5,25+5,1=-0,15 et -0,15+#0,
donc le tableau des coordonnées de w et z n'est pas
un tableau de proportionnalité ; les vecteurs w et Z ne
sont pas colinéaires.

4. a. Les couples de coordonnées de a et b sont
proportionnels.

b. En effectuant le « produit en croix » dans le tableau
des coordonnées des deux vecteurs, on obtient

7x-5x4=0; onaalors 7x=20 et x:§.

Aclivitée '3 Decomposition d'un vecteur
du plan
A partir de différents vecteurs représentés, I'é/éve exprime
un vecteur en fonction d’un ou de deux autres lorsque cela
est possible. Il est progressivement amené a découvrir la

condition nécessaire et suffisante sur deux vecteurs i et j

pour que tout vecteur u puisse s'écrire en fonction de ces
deux vecteurs.

1.Z=05u et w=-1,5V.

2. a.d ne peut pas étre exprimé en fonction d’un seul
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vecteur u ou v car a n‘est colinéaire a aucun de ces
deux vecteurs.

b.Ouicar a=u+v.

3.b=15u+v et c=-u+v.

4. Non, car u et z sont colinéaires, donc toute
combinaison linéaire de ces deux vecteurs est un
vecteur colinéaire a ces deux vecteurs, et ni b, ni ¢ ne
sont colinéaires a u.

5./ et jne doivent pas étre colinéaires.

Activité 4 Equations cartesienne
d'une droite

Dans cette activité, il s'agit de faire découvrir a I'éléve
d’autres écritures des équations de droites. Pour cela,
nous partons d’une équation cartésienne sous la forme
ax+by+c=0 etnous faisons découvrir qu'ils’agit d’'une
équation de droite en utilisant la condition analytique
de colinéarité. Dans une derniére partie, I'éléve sera
observateur pour découvrir, grdce au logiciel Geogebra,
I'influence sur la droite des variations des coefficients de
I'équation, puis pourra constater qu’une droite a plusieurs
équations cartésiennes.
Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
06-S-activite04.ggb (Geogebra).
T.a.3xxp-2xYp+1=3x1-2x2+1=3-4+1=0,
les coordonnées du point A vérifient I'équation ; A
appartient donc a I'ensemble E.
b.3xx3-2xyg+1=3x2-2x35+1=6-7+1=0,
donc le point B appartientaE. 3xxc—-2xyc+1=0,
donclepointCappartientaEet 3xxp-2xyp+1=-6,
donc le point D n'appartient pas a E.

2.a.

eB

b On conjecture que les points A, B et C sont allgnes
AB(1 1,5) et AC( 1 ,5), on obtient alors queAC AB,
les vecteurs AB et AC sont donc colinéaires, les points
A, B et C sont donc alignés.

3.a.AN (x—=1;y-2).Nappartient a la droite (AB) si, et
seulement si, les vecteurs AB et AN sont colinéaires ;



ce quiéquivauta (x-1)x15-(y-2)x1=0, soita
1,5x-y+0,5=0.

b. En multipliant par 2, les deux membres de I'égalité
précédente, on obtient 3x-2y+1=0 etonretrouve
la relation définissant I'ensemble E qui est donc la
droite (AB).

4. a. Lorsque la valeur de la variable c est changée, la
droite correspondante est transformée en une droite
parallele.

G Exercices

b. Il suffit de prendre ¢=-0,5, ¢;=1 et ¢,=0,25.
c. Il suffit de prendre a=-1,5, a; =3 et a,=0,75.
Les trois relations obtenues sont toutes différentes
mais en multipliant la relation obtenue pour (d) par
-2, et celle de (ds) par 4, on obtient la relation de (d,).

POUR DEMARRER

BN 1. AB=HF =DC.
2.FC=BF =EO = OG = AH = HD.
3. Le point D.

N 1.BA +BC=BD.

2. HG + FB = OF.

EN1.0=CE
2.v=DB.
L4 I H D AH N
=
E oy, <
EC
EF p
@ P> &
B F C ac

EN1.033;1),v(4;0) et w(l:=2).
2.AB(3:-2).
3. A(=5 ; 4), B(-2 ; 2) et AB(xg = X4 V& - Ya),

soit AB(3;-2).

4.C(1;3).

KM 1.AB(6;7) et CDG6;7).

2. ABDC est un parallélogramme car AB = CD.
EH1.0+v(3;6) et u-v(-5;2).

1-( 1. i”_ .
2.5u(—5, 2) et —2v( 6;-3).

3, .3 __5
ny——1, t——3,x——z, k_f et z=-5.

[ 9 | o c
D
M
A B
N P
1. |u|=5.
- —. 15
2.|v]|=10, ||w||=7.

EN1.v=2u et w=-2u.

2.-2x9-(-7)x 3=3, donczn’est pas colinéaire a u.

21
mX——T.

EEla=v+2u b=-v+4u, c=-
Ef 4. x+4y+8=0.
5.05x-2y=4.

1. A0;-1).

2.B(10;-7).

E31.A83;2).
E1.d):y=2x+1; (dz):y=—%x+5 et (d) :
y=-3x+5.

2.0, (1;2), U,3;-1) et us(1;-3).
EE1.dy):u,(1;3), m=3.

2.(dy):Uy(1;1), m=1.

3.(d3): U3(0; 1), pas de coefficient directeur.

4.(d,) :U,(1;0), m=0.

w|wu

v-u, d=3v-2u.

N w
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POUR §’ ENTRAINER

m1 DC+DB DA CF+CD CA AE+CE BE
FB+FE FD FA+CD ED BC+EF CE
2.CF CE EF AC AB BC DB+CA DA CB
DA-BA=DB; DF +BC-CF=BE; BC-AC+CF=DF.
m1 A_B’—D_C. puisque ABCD est un parallélogramme
et DC =FE carDCEF est un losange.

On déduit AB = FE.

2. ABEF est un parallélogramme.

[EXN 1. BDFE est un parallélogramme, donc BE—DE
ABCD estun parallelogramme, donc BC AD.
2.KE = KB + BE = BC + BE = AD + DF = AF.

3. KEFA est un parallélogramme.

EE1 AD + BC = AC + CD + BD + DC = AC + BD.
mAB+AD AC +AE, donc AB-AE=AC-AD, donc
EB = DC donc BCDE est un parallélogramme.

.

2.MB+MC = MA+AB+MA+AC
=MA + MA + AD = MA + MD.

Ed1.AB(1;-1).
2.AB(9;-8).

—(
3. AB(_g ; —z).
m1.AB(6 1).

2, DC( 1) donc AB = DC donc ABCD est un
parallélogramme.

Ex21.AB(-3:6).
2.D(6;-3).
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EZ1AB(1;9);BC(-4;-13);CD(-1;7); AB+CD(0; 16);
3AB +BC(-1;14); 3AB + BC + 2CD(-3; 28).
EJ1.x=-19 et y=10.

2.x——2—35 et y—E
1.
31] e
\
uHv
\ \
v \\ /7
ARNIT2
LT 0
u4v
2. -
ul+
[
v 1/
|
\ 7
N/
~
/1 vy
/
ki
EAu+v3;-1); 3u-2v4;-13); 2u+3v-w(11;-2).
EE1.N8; 4).
2.P(-14;4).
EZ1.AB(-6;-2); AC(-1;-3); BC(5;-1).
2. M(-7;-3).
3.N(1;-3).
4.P(13;1) (Erreur d'énoncé il faut lire CP et non pas CN).
EZ1.m(7;6).
2.N(7;-1).
E31.AC=. AB: AD="2AB; DC=-2 AG.
4 4 2
2.
A B T D
El.
B C P A D
5 1
2.x—§ et y—z.
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B E
D
A C
F
El
S
u
v
A M
P
40|
B
A @ N
Q
M P

23 Faux, ABMC est « croisé ».

52 Faux, -AB + BC = -AC équivauta BC = CB,

soit C=B.

23 Vrai,ona GA +2GA + 2AB =0, soit 2AB =-3GA
et 2AB=AG.

IS Faux, A_I§(9 ;2).

& Faux, M(3; -6).

EZ2 vrai.
3 |6]|=+10 et ||V] =+50 = 52.
E|ull=4 et |v]|=+2.
EA|d| =29 et ||V]=+53.
El|u|=5 et]|v]=5.
E.
Saisir X
Saisir Y
N prend la valeur vX2 +Y?2
Afficher N

EOGRAM: EXS2 ;§§===E><52 F-====
tPromet ESE
tPromFet Y TOHRBHYR 03N
sfoHE+N e aaN Ha

iDi=Fr H

1 AB(1; -3) et CD(1 ; -3), donc ABDC est un paral-
lélogramme, puis AD = BC = /50, donc ABDC est un
losange.

EJAB(-3;3) et AB=342.

E AB(11;-4) et AB=+129.

EAABG;3) et AB=342.

[EZ2 AB =BC =10, donc ABS est isocéle en B.
E31.AB=+13, AC=213 et BC=65.
2.BC2=AB2+AC?, doncABCestrectangle en A d'aprés
la réciproque du théoréme de Pythagore.

E31. AB(2;-3), CD(2 ; -3), donc AB =CD et ABDC
est un parallélogramme.

2.AB=+13 et AC=+13.

3. ABDC est un losange.

30 1. Faux, contre-exemple : U(4;3)etv(s;0).

2. Enoncé réciproque vrai : si U = v évident et
I-all =111l =lull

A Faux, |u]|=10.

E Faux, u(1;1), v=-2u(-2;-2), |[u+ V| =+2 et
lull+ v =3+2.

B vrai. u=AB et v=BC, ona u+v=AC et

AC < AB +BC.

65 | Notorls C=XGYm XY

1.c=-1, u et vne sont pas colinéaires.

2.¢=0, uetvsontcolinéaires.

3.¢=0, uetvsontcolinéaires.
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2.

Tl CASIO
Prompt X ?2—X|
Prompt Y 7Y |
Prompt S 75
Prompt T 2T
Prompt U !
Prompt V ?—Ud
(S=X)x(V=Y)~(U-X)x(T-Y)—>C | ?=V.
If C=0 (S=X)*(V=Y)~(U=X)*(T-Y)—C_
Ll IF C=0.]
Disp 'LES POINTS SONT | Then “LES POINTS SONT
QESNES ALIGNES’_|
S e TS N Else “LES POINTS NE SONT
SONT PAS ALIGNES” IR /\-'GNES"

66 A
Saisir X
Saisir Y
Saisir A
Saisir B
C prend la valeur XxB-AxY
SicC=0
Afficher « vecteurs colinéaires »
Sinon
Afficher « vecteurs non colinéaires »
2,
Tl CASIO
Prompt X 2 X
Prompt Y ?2Y
Prompt A 2 >A_
Prompt B 2B
X"B-ATY—C X*B-A*Y—>C.)
Then Then * VECTEURS
COLINEAIRES” Else “ VECTEURS NON
Else COLINEAIRES”|
DISP “VECTEURS NON IfEnd
COLINEAIRES”
END
8
BA1.t=- 3
2.4y+3x-5=0.
X 1. vrai: u=kv avec k=1.

2.Faux:u(1;3) et v(2;6) colinéaires mais pas égaux.

E311.AC(-11;2) et BD(2; -3) non colinéaires.
2.AC(— ;=2) et BD(— ; —8) colinéaires.

3. AC( 8;-24) et BD(10 30) colinéaires.
Ef01.AB(-3;-2) et AC (6;4), AC = ~2AB.
2. AB et Csontalignés.

mAB(3 0) etAC(3 4) : points non alignés.
EZ1 7B (-12;-2) et AC(6; 1) : points alignés.
EE1 AB(12; 5) et AC (-7.; -3) : points non alignés.
EZ AB (-

EA AB(

points alignés.
EAy=1s.
(77 AR

4;4) et AC(O 4) : points non alignés.

Saisir X

Saisir Y

Saisir S

Saisir T

Saisir U

Saisir V

C prend la valeur (S—X)x(V=Y)—(U-X)x(T-Y)
Si C=0

Afficher « les points sont alignés »

Sinon

Afficher « les points ne sont pas alignés »
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(=124 ; 124) et AC(3v2 =120 ; -3v2 + 120) :

Ef)1.AB(2;4),CD(3;6) et 2x6-3x4=0, doncles
vecteurs sont colinéaires.
2, Les droites (AB) et (CD) sont paralleles.

EA) BC(21;42), (OA) et (BC) sont paralléles.

80 | B_(f(21 ; —43), (OA) et (BC) ne sont pas paralléles.
I8 BC (-10; =30), (OA) et (BC) sont paralléles.

EZ1BC (<9 ;-16), (OA) et (BC) sont paralléles.

my =

Ely-o.

Eay- %

E31.0010;2).

2, 5“: ;=1). . .

3.BD(8;4),BE(2;1), BD = 4BE, donc les points B, D et
E sont alignés.

—
33 K8 A I
N[/
\ *—.P B
F /
[
I i i
A
A
il
L
0[Xs] /
>/
\/
I\
;
] C
;

5
2.N(1 ; E),P(Z,

3. Voir figure.
4, PC(—1 —) SN

—_
\l
|
wlN
|
—_
~N

Eda=15u-v; b=-0,50-2v; c=2u;
W=U+2V; Z=-U+V; t=-3v.
Eda=150+05v; b=-Uu-4v; c=20+2V;
W=U+3v; z=-U; t=0,50-2,5V



Ex.

3AB
5 2BC
Ae=-— . ® -
P T Y
; M
C

2.AP=AB + %B_c'.

3.AM= Sﬁ, donc A, M et P sont alignés.
(92 LB

Nlw

2 AE=AB+ BE= A6 + 1 BC =
A, D et E sont donc alignés.

Ea.

3AB
5CA

2.EF=-6AB-3AD et EG=2AB+AD, donc EF=-3EG.
E, F et G sont donc alignés.

EZ OA + OC=0et OB + OD = 0 ; par conséquent
OA + 0B + 0C + 0D =0.

EE1 1. B est le milieu de [AE].

2. D est le milieu de [FC] donc FD=DC. Or DC= KB:,
donc FD=AB=BE et BEDFestun parallélogramme.

2,/ AD D= BB’ donc BB'DA’ est un parallélogramme et
BD=BA. Or BA'=AC, donc BD=A'C, donc A'CDB’
est un parallélogramme.

Ed 1. vrai.

2.«Si AB et CD ne sont pas colinéaires, alors les points
A, B, Cet D ne sont pas alignés ». On peut se servir de
cette contraposée pour justifier que des points ne
sont pas alignés.

3. Non, par exemple si ABCD est un parallélogramme
non aplati.

E1.1A= 3 BA et AJ= AC.
2. IJ—IA+AJ=—BA+ Ac_is_c'
m|L=EBD=JK.

1. B
15 2,
A'/ 1\"'\/1
— AC
2
C
[ ]

— s ] ] 1
2.BM=BA+AM=fBA+§AC=§BC, donc M est
le milieu de [BC].
M2 1.Faux. o
2. Vraisi Al=1B, alors ||Al||=]|IB]|.
[ME1.2.3.et4.

N P

B
A
C M

5.NP NB+BP=—AB+2AC+2AB—2AC AB+ AC.

CM=CA +AM = —AC+3AC+AB AB+ AC.
NP = CM donc NCMP est un parallelogramme
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dZ1.Di=
2.a.AE=3 AD + 3 AE.

1— —
jAB—AD.

b.ﬁ+ﬁ=ﬁ, donc KE:%E
c. A, E et Csont alignés.
3.a.A_F'=2A_E’=§A_c'.

b. AF = §1AB + 3 AC.

4,BK= -5 AB + AD.
5.BF—§éB+§éD—
3 vrai, v=-0,5u.
L3 vrai, propriété du cours.

I3 Faux, AB(1 ; 3) et AC(2; 8) ne sont pas colinéaires.

3 3
[108[F11 AB(4 4)

%ﬁ donc F € (BK).

et AC(4 3) ne sont pas colinéaires.

MHd,: A (-2;3), B,(2;6) et u,(4;3).
dy: Ay(0;-2), By(2;2) et Uy(2;4).
d;: A;(-3;0), B5(0;1) et 93(3;1)
ds:A4(0;2), Bu(2;0) et uy(2;-2).
ds: As(0;-3), 85(1, 3) et us(1;0).
de: As(2;1), Bg(2;2) et ug(0;1).

110] A_é(Z ; 5) donc u est un vecteur directeur de (AB).
[111] ATé(—4 ; 10) donc u n’est pas un vecteur directeur
de (AB).
B ABG6
de (AB).
[113] ;E;(O ; 3) donc u n‘est pas un vecteur directeur
de (AB).

114] A_I§(8 ; 0) donc u est un vecteur directeur de (AB).

EELD AB(8 ; - 4) donc U n'est pas un vecteur directeur
de (AB).

) donc u n’est pas un vecteur directeur

[ -4x + 5y + 14 =0. EEE3x+y+3=0.
BEBy-1=0. BB x+y=o0.
[Ex-2=o0. B x+2y-6=0.
E21.m=-3. 2.m=%. 3.m=2.
4.m=g. 5. Pas de coefficient directeur. 6.m=0.
E-l' Saisir X

Saisir Y

Saisir U

Saisir V

C prend la valeur VxX-=UxY

Afficher « les coefficients A, B et C d’'une équation
AX+BY+C=0 sont »

Afficher -V

Afficher U

Afficher C
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Prompt X

Prompt Y

Prompt U

Prompt V
V*X-U*Y—-C
PAUSE “LES COEFFICIENTS
D’'UNE EQUATION
AX+BY+C=0 SONT”
DISP “A="

DISP -V

DISP “B="

DISP U

CASIO

2—Xd

?7-Yd

?2—U

?—V

VX —U*Y—C_

“LES COEFFICIENTS A,B
ET C D'UNE EQUATION
AX+BY+C=0 SONT”
—Vd

U4

C4

X -2x+y+3=0. [EHx-3y-2=0.

Edx-y=o0. [EZx-4=0. E8y-7=o0.
1. (d,) 2. (d;). 3. (dg).
4.(d,). 5. (ds). 6. (dy).
EDA & (d). EDA & ).
EZA (). EEE A € (d).
. e
(d,) -
1
0
135K 8
(d,)
1 .
0 \\\
)
EE1. [
l 0
(d,)




13748
(d,
\
o\

(d,
Edy=o.
E7x—3y—44=0.
EOx-y=o0.
Eix-y+3=0.
E2uE;2)
EEuo;
IZu(;7)
EEu-2;-1)
EEu(1;0)
2 )
[148)] (dy) et (d,) ne sont pas paralléles.
EZE (d,) et (d,) ne sont pas paralléles.
E3 (d,) et (d,) sont paralleles.
[E (d,) et (d,) ne sont pas paralléles.
E2x+y-3=0.
Ex+2y—1 =0.
Ex-1=o0.
Eby-1=0.
156} W.YVA 2)etB’( % .
2, (AA):y=2; (BB’):%X+6y—%=O.

3.G(5;2), AG(4; 0), AA'(6 : 0), donc AG = % AR,
] Faux : A(0; 3) € (d) mais A & (d).

[E2Faux:v(-1;5) est un vecteur directeur de (d), et u
et v ne sont pas colinéaires.

[E)3GA + 5GB =0, donc 3GA + 5GA + 5AB =0,

soit 8@+5K§=6 et ﬁ:%ﬁ
EEIM(1;3);N(1;39); P(=2;21).

21 AB(4 ; 3), DC(4 ; 3) et AB = AD =5, donc ABCD
est un losange.

I A8 2, (-5

B et Csont alignés.

—%) donc AB = —4AC et A,

3 A’ milieu de [BC]. A’( ; g)
et (AA): - %x+2y—2 0.
H3x-7y+15=0.

POUR FAIRE LE POINT

©Os8; ©OsBetC; Os;
Os8; @AcetdD; ©AetD;
(10]:FN11] 3

(5 ):F
Oc;

POUR APPROFONDIR

;1);B’(0' l) 'C’(l ; 0).

iX11.A(0;0);B(-1;0); C(0 i 2)iCl3
2. a. Les coordonnées de B’ et C' vérifient I'équation
donnée.

b.(BCO) :x+y-1=0.

c. A'(3;-2).

3.a.A:y+2=0;A:x-3=0; A3:x+y=0.
b.E(2;-2) et F(3;-3).

el 9 . cE(8 .
4.BE2,—4 etCF(s,—?,).
2 x(-3) - x_T9=—6+6=0,doncIesvecteursﬁ

et C'F sont colinéaires, et les droites (B'E) et (C'F) sont
paralléles.

[321.Q(0;3) etR(5;0).

2.BO):x+y-1=0.

3.(QR):3x+5y-15=0.

4.P(-5;6).

5.A(5;3);B'(-1;6)etC'(-5;8).

6.AB'(-6;3), AC(-10;5),d'otl ~6x 5 (~10)x 3 =0,

donc A'B’ et A'C’ sont colinéaires, et A’, B et C' sont

alignés.

1. AB(3; 1) et AC(9; 3), soit AC = 3AB. AB et C

sont doncalignés. A’, B’ et C' sont des points de la droite

d'équation x =2, donc sont alignés.

2.a.(AC):3x+7y-1=0 et (A'Q):-6x+7y+14=0.
5 -4

b. E(§ ; 7)

3.(BC):x+y-3=0, (BQ):x-y-3=0 etF(3;0).

4.A_D'(1—51, ”) AB(1; 4),

d'ott AB=5AD donc D € (A'B).

—(22 22\ =—(14 6
S-DE(G' 35)' (?'E)'
oy 22, 6 14 22_44 44 _,

15575 %357 25 25 °°

DoncD, EetF sont alignés.
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1.a.2ﬁ+@:6, donc 2@+ﬁ+ﬁ=6,
Soit 3GA+AB=0 et AG= 5 AB.
b. Voir figure.
¢. 2MA + MB = 2MG + 2GA + MG + GB

= 3MG + 2GA + GB = 3MG.
d. €, est le cercle de centre G et de rayon 2.
e. Voir figure.
2.a.m-\>—4ﬁ=6, donc ﬁ—4ﬁ—4ﬁ=6,
soit ~3HA-4AC=0 et m:% AC.
b. Vonrflgure
¢. MA - 4MC = MH + HA - 4MH - 4HC = -3MH.
d. €, est la médiatrice du segment [GH].
e. Voir figure.

EEZ11. QP = QH + HP =5 OH + 5 HA = 5 OA:

2.0B+0C=20A"; OH=O0A +20A";

55:%&\':%(&4’-2&"):%071—&"
=0Q-O0A = A’Q “QA".

3.QR=-QC; QR_—oc QQ= —QB’ et ®_1

4.R=0A=0B=0C. Ona QP——OA donc QP—g

et comme QP = —QA’, on dedwt que QA'= g donc
P et A’ appartiennent a . On démontre de la méme
facon que R, C', Q et B’ appartiennent a I'.

5. a. PA,A’ est rectangle a A;, donc A, appartient au
cercle de diamétre [PA'] soitaT.

b. On procéde de la méme fagon pour les points B, et C;.

A 1.BO) :x+y-1=0.

2.a.A,BetDsontalignés et A et B sont distincts. A, C
et E sont alignés et A et C sont distincts.

b.D(a;0) et E(0; b).

c. Les coordonnées de D et de E vérifient I'équation.
d. Comme (DE) et (BC) ne sont pas paralleles, les
couples (1;1) et (b; a) ne sont pas proportionnels, donc
1xa-bx1=0, soit a=b.

ab-a b-ab
3'F(b a’ b—a)

88

1 ab-a b-ab 1 b
4M1(2 2) Mz( 26-a) 2(b—a)) o M3(E ' E)'
a’-a a-ab ———(1-a b-1
5.M1M2(2(b_a) ,72“)_0)) et M1M3(—2 = )
donc M;M, = b—_a . Les vecteurs M;M, et M;M;
étant colinéaires, M;, M, et M5 sont alignés.
172}

1. a. Voirfigure.
b. 3AG = 2A_é, donc 3AG = 2AG + Zai
soit 0 = GA + 2GB.
2.a.2HB + 3HB +3BC =0, donc 5HB + 3BC =0,
soit ﬁ:% BC.
b. Voir ﬁguge.
3.a.AK= y AC.
b. Voir figure
4, a. LA + 2LA + 2AB + 3LA + 3AC O donc
6LA + 2AB + 3AC 0
et AL=7AB+€AC=%A_B’+%A_C’.
b. Voir flgure
5.a.LA+2LB= LG + GA + 2LG + ZGB
=3LG + GA + 2GB = 3LG.
b. On obtient 3LG + 3LC = 6, soit LG+ LC = 6 L est
donc le milieu de [GC].
6.a.2LB +3LC=5LH.
b.On obtient LA +5LH = 6 soit LA = —5@, doncA,
L et H sont alignés.
7.LA+3LC=4LK, donc 2LB+4LK=0 et LB=-2LK,
L appartient a la droite (KB).
8. Les droites sont concourantes en L.

EEE 1. A(0;0),B(1;0),C(1;1)etD(O; 1).
2.a.E(0;3),F(1;3),G(-2;0) etH(-2;1).

b. ﬁ-i(—z -2), FG:(—.% -3) et Kfﬂ 1). Ces vecteurs
sont colinéaires donc les droites (EH), (FG) et (AC) sont
paralléles.

3.a.(AQ):x-y=0.

b. E(0; -2) et H(5; 1). Les coordonnées de ces points
vérifient I'équation donnée.



c.l(-5;-5).
d.F(1;-2) etG(5;0), donc Fi(-6;-3) et FG(4;2).Ona
-6x2-4x-3=0, donc Fi et FG sont colinéaires et
| € (FG).
e. (EH), (FG) et (AC) sont concourantes en .
4.E(0;b),F(1;b),G(a;0)etH(a;1).
5. Les coordonnées de E et de H vérifient I'équation
proposée.
6. a. Les couples (1 - b ; —a) et (1 ; -1) ne sont pas
proportionnelscar (1-b) x (-1)-1x-a=-1+b+a #0,
donc les droites (AC) et (EH) sont sécantes.
ab ab

b-Ml o 6=7 ax i)
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
06S_exercice173.xws (Xcas) et 06S_exercice173.dfw
(Derive)
C ﬁ(a -1;-b)et A4C’(1 ; 1) ne sont pas colinéaires,
donc les droites (FG) et (AC) sont sécantes.
De méme, pour les droites (FG) et (EH) puisque
EH(a;1-b)et(@-1)(1-b)-ax(-b)=a+b-1x0.
ﬁv] ab—a—b+1; -b2+b et FG:(G—];—b).

a+b-1 a+b-1
En appliquant la condition de colinéarité, on démontre

que ces deux vecteurs sont colinéaires, ce qui justifie
que M est un point de (FG).

7.a+b=1, donc b=1-a. On obtient ﬁ-i(a ;.a),
%(a -1;a-1)et K(1 ; 1). Ces trois vecteurs sont
colinéaires, donc les droites (EH), (FG) et (AC) sont
paralleles.

EEZI 1. a. Les coordonnées des points E et D vérifient
I'équation donnée.
b.A;:(2-b)x-y=0.

1
c.F (2 b 1).
2.a.(EQ):(2-b)x-y+2b-2=0
et Ay:(b-2)x-y+4-2b=0.

3-2b
b.G(1;2-b)etH 26 ,1)

3. F et H appartiennent a la droite d'équation y = 1.
E et G appartiennent a la droite d’équation x=1.

4. Par construction, EFGH est un parallélogramme. Et
2 2

, [1-b ,_[b-1 y
EH _(Z—b +(1-b)?; EF .6 +(1-b)? soit
EH =EF et EFGH est un losange.
5.EG=|2 b-b|=|2-2b|=2b-2 car b>2.
_2b-2

=2 %" -2

_EGxFH _ (2b-2)?
6-Ad="—"="2p-4

i = 2 =3)(x - 1)
7.a.f'(x) = -2

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
06S_exercice174.xws (Xcas) et 06S_exercice174.dfw
(Derive)
b. f" est du signe de x - 3, donc f est décroissante sur
12 ; 3] et croissante sur [3 ; +o[.
¢. fadmet un minimum lorsque x = 3.
8.E(1;3).
9.EG =4 =FH, donc EFGH est un carré.

a

. _1 - o
A 1.a.A0;0), B( Oj,C(O,1),P(a_1,a_1),
0

-1
Q(O,m) etR 71:

b. Les coordonnées de P et de A vérifient I'équation
proposée pour (PA). De méme que les points B et Q
pour la droite (BQ) et C et R pour la droite (CR).

2.Si (PA) et (BQ) sont paralléles, alors a(1-b)-1x1=0,
soit a-ab -1 =0, donc ca - cab - c =0, donc
abc=ca-c.

Si (PA) et (CR) sont paralleles, alors ac-c+1=0, donc
ca-c=-=1 etonobtient abc=-1.

3.1 € (PA) donc y, = —ax, (Ry). | € (BQ) donc
Xo + (1 — b)yg — 1 =0 et en substituant la relation
précédente, on obtient (1 +ab-a)x,=1(R,).1 € (CR)
donc (c=T)xg + cyp— c=1 en substituant y, a I'aide
de la relation R, on obtient (c-1-ac)x,—c=0, puis
en multipliant chaque membre par 1 + ab — a et
en utilisant (R,), ¢ -1 -ac-(1-a+ab)c=0 eten
développant on obtient abc=-1.

4.abc=-1 donc c= — .
ab

a. (AP) et (BQ) sont sécantes, donc a(1-b)-1=0, soit
a-ab-1=0.

Pour (AP) et (CR) :
-1 1 _-—a+1+ab
GC—(C—])—F+%+1—T#O,

donc (AP) et (CR) sont sécantes.

Pour (CR) et (BQ) : _

c-(c-N(1-by=bc+1-b=—+1-b
-1+a-ab
=—— =0,

donc (CR) et (BQ) sont sécantgs.
Soitl(xy; o) le pointd'intersection de (AP) et (BQ), comme
alaquestion3,0na y,=-ax, et (1-a+ab)xy=1.
D’autre part :

-1-ab+a 1
(c="M)xo+cyo— 7x0+%=0
car (-1-ab+a)xg=-1. Doncl € (CR).
b. abc = -1 si, et seulement si, les droites (PA), (BQ)
et (CR) sont deux a deux paralléles, ou concourantes.

EEZ 1. A et A’ sont deux points (distincts) de (d;), AA’
est un vecteur directeur de d, et comme O € (d,), il
existe a tel que OA’ = gAA". De méme pour les deux
autres égalités.
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2.a0A + (1 —a)O_A’=aO_A’+(7A”—aO_A”
=aA'A+OA = alA + ahA =

De meme avec les deux autres egalltes

3.a. aOA + (1 - )OA’ = aOB + (1 - )OB’

donc a(BO +OA) +(1-a)(B'0+ OA) =aBA + (1 - a)B'A

= O

b.Si a=0, on obtient BA =

ﬁ, sinon BA = 1_7‘1 B'A’ donc les deux vecteurs sont

colinéaires.

c. Le résultat précédent est absurde car (BA) et (B'A’)

sont sécantes, d’'ol a = b.

0, donc colinéaire a

—

. a . b
4-a-AM=A0+OM=(m—1)OA—moB

b — b — b —

=a—bOA_ —bOB:a—bBA

Donc A, B et M sont alignés.

b. (a - b)OM = (a - b)OA + (a - b)AM =
= aOA - bOA + bBO + bOA = aOA - bOB
=(a-1)OA"- (b- 1)0B".

c. A l'aide de la question précédente, on obtient

(a- 1)@\': (b- 1)W. Orcomme a=b I'unaumoins

est différent de 1, donc A'M et B'M sont colinéaires et

A,BetMaIignéi 0 b

d.M=ldoniOI ~a-b OA- 5 —p OB et

(a-b)Ol =aOA - bOB.

5.PourlJ: (c- a)&: c&— aa.

PourK: (b- c)&%= bOB - cOC.

6.a. (a- b)Ol + (- a)0J + (b- )OK=0,

b. L’égalité précédente donne all +bIK+ cKT—B puis

= b Ly JK Ce qui permet de conclure que |, J et K

sont allgnes.

Q" Prises d’initiaWes

EEZ Correctif : il faut lire que le triangle BFC est
équilatéral et non pas BFE.
D C
~~~~~~~~~~ E
"""" F
A B

Dans le repére (A; B, D), ona A(0;0),B(1;0),D(0; 1),

E(%?) etF(1+€;%).
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(a—b)OA + bBA

—(1 3 —( 31
DoncDE(E,T—) DF( - ,—5).

1 1 NEY 3 1 1
Ona 5X(—5)—(7—1)(1+7) ——Z+Z—0,
d'otl la colinéarité de DE et DT:, et l'alignement des
points D, Eet F.

EEZ C’ est le milieu de [AB] et de [RC,], donc ARC,A est
un parallélogramme et Kd =RB.

A’ est le milieu de [BC] et de [RA1] donc RBA,C est un
parallelogramme et RB= CA1

AC1 = CA1, donc AC;A;C est un parallélogramme, les
diagonales [C;C] et [AA;] se coupent en leur milieu Q.
B’ est le milieu de [AC] et de [RB;], donc ARCB; est un
parallélogramme et AR = ié

On a donc ﬁ=ﬁ+@=§é+a1=ﬂ,donc
ABA;B; est un parallélogramme, le milieu Q de [AA;]
est aussi celui de [BB,].

(AA,), (BB,) et (CC;) sont concourantes en Q.

EEZ On se place dans le repére (A ; B, D). A(0 ; 0),
B(1;0), D(0; 1), C(c; 1) avec ¢ > 0 puisque DC et AB

sont colinéaires et de méme sens.

(BD):y=-x+1 et (AQ):x-cy =0 doncl(% ; %)
(BO):x+(1-cJy-1=0 et (AD):x=0 doncO(O; ﬁ)
Notons M, le milieu de [DC] et M, le milieu de [AB],
onaM1(2 ; 1) eth(% ;0).

- — [1 1 2c
0“"1(5 ; ﬁ)'OMZ(i ' ?) etOl (m iz 1)
On peut vérifier que ces vecteurs sont colinéaires en

remarquant par exemple qu'ils sont tous colinéaires a
u (1 ; %) . On déduit que la droite (Ol) coupe [DC]
et [AB] en leurs milieux.

EEQ Dans le repére (A ; B, D), A(O ;
D(O;1)etM(1 ; %)

0), B(1;0), C(1; 1),

1 2
(BD):y=-x+1 et (AM):y= 7% doncl(3 ; 3)
(AC):y=x et (DM):y=_71x+1, doncJ(§ ; %)

U(% ; 0) etﬁﬂ ;0)donc ﬁz3ﬁ, d'oli (AD) et (1J) sont
paralléles et AD = 31J.



@ Activites TICE

TP 1 La droite d’Euler

Dans ce TP, on utilise un logiciel de géométrie
dynamique pour conjecturer des propriétés des trois
points remarquables du triangle que sont le centre du
cercle circonscrit, l'orthocentre et le centre de gravité.
Ces propriétés sont ensuite démontrées pour finalement
arriver au trés classique résultat de I'alignement de ces
trois points.

Fichiers associés surwww.bordas-indice.fr:06S_TP1.ggb
(Geogebra) et 06S_TP1.g2w (Geoplan).

A. Construction et conjecture
1. Pour Geogebra : on pourra au préalable supprimer
les axes en cliquant sur le bouton droit de la souris, puis
en décochant « Axes ». On utilise ensuite I'icone ="} de
la barre des menus pour créer les points A, B et C, puis
pour créer le triangle ABC en utilisant I'icone :_ Par
défaut, ce triangle seranommé poly1, le renommer ABC.
Pour Geoplan : pour créer les points A, B et C, choisir
le menu : Créer Point Pointlibre Dansle plan .
Pour créer le triangle ABC, choisir le menu : (Créer |Ligne
Polygone | Polygone défini  par ses sommets.
2.a.Pour Geogebra: cliquer surl'icone « médiatrice »
puis sur le segment correspondant pour créer la
médiatrice d'un segment. Le point O est construit
comme l'intersection des deux médiatrices obtenues.
Pour Geoplan: utiliser le menu: | Créer Ligne Droite(s)
Médiatrice .
Le point O est obtenu soit en utilisant le menu : Créer
Point , soit en utilisant
Point Centre (divers) Cercle circonscrit .
b. Pour Geogebra : on construit deux hauteurs en
utilisant le menu « droites perpendiculaires » qui permet
de tracer la perpendiculaire a une droite donnée et
passant par un point donné.
Pour Geoplan : choisir le menu 'Point. Centre (divers)
Orthocentre

Intersection de deux droites
Créer

c. Pour Geogebra : saisir | G= CentreGravité[ABC] J.
Pour Geoplan : choisir le menu /Créer
Centre (divers) Centre de gravité .

3. On peut conjecturer que les points O, G et H sont
alignés.

4. On conjecture que OH = 30G.

Point

B. Caractérisation vectorielle de I'orthocentre
1. Pour Geogebra : saisir
[K=0+vecteur[O,A]+vecteur[O,B]+vecteur[0,C] ]

Pour Geoplan : construire le vecteur u= OA+0B+0C

en utilisant le menu : Créer Expression
vectorielle puis construire le pointKa I'aide du menu:
Créer Point Pointimage par Translation(vecteur) .

On peut conJecturer que K est confondu avec H.

2.a. OB + OC OA’+ A'B+OA’ + A'C=20A’ puisque

A B+ A C= 0 A’ etant le m|I|eu de [BC].

AK = AO + OK OB + OC 20A’

b. Les vecteurs AK et OA’ étant colinéaires, (AK) et (OA")

sont paralleles.

¢. (OA') estlamédiatrice de [BC], donc est perpendiculaire

a (BC), donc (AK) est également perpendiculaire a (BC).

3.0n acomme précédemment BK = 20B’ avec B' milieu

de [AC]. Ce qui prouve que (BK) est paralléle a (OB’) qui

est la médiatrice de [AC] donc perpendiculaire a celle-

ci. On déduit alors que (BK) et (AC) sont également

perpendiculaires.

4, (BK) et (AK) sont deux hauteurs du triangle ABC, leur

intersection K est I'orthocentre de ABC, c'est-a-dire H

et on déduit que OH = OK=0A + OB + OC.

Vecteur

C. Caractérisation vectorielle du centre de gravité
1. Pour Geogebra : apres avoir construit le point A’
milieu de [BC], saisir [ P= A+2/3*vecteur[A,A] .
Pour Geoplan : utiliser le menu : Créer
Pointimage par Translation(vecteur) .

Point

On conJecture que P est confondu avec G
2.a.AB+AC AA'+AB+AA’+AC 2AA'
PA +PB + PC = 3PA + AB + AC 3PA + 2AA'

= 2A A + 2AA’ = 0
b.PA+PB=PC +CA+PC +CB=2PC
car CA+CB=0 pmsque C'estle m|I|eu de [AB]
¢.On obtient 2PC’ + PC = 0, donc PC ——2PC’ donc
les points P, C et C’ sont alignés.
3. P appartient au deux droites (AA’) et (CC') médianes
du triangle ABC, donc le pomt P est confondu avec le
centre de gravité G, donc GA +GB +GC =0.

D. Demonstratlon de I’allgnement de 0,G 5 et H

1.0H= OA+OB+OC OG+GA+OG+GB+OG+GC
=30G + GA + GB + GC = 30G.

2. Lorsque le trlangle ABC est équilatéral.

3. Les vecteurs OH et OG sont colinéaires, donc O, G

et H sont alignés.

4. a. H est confondu avec A et O est le milieu de [BC].

b. La droite d'Euler est dans ce cas la médiane issue de

A du triangle ABC.
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TP 2 Le theoreme de Menelals
d’Alexandrie

Dans ce TP, on utilise un logiciel de géométrie dynamique
pour conjecturer, dans une premiére partie, un résultat
attribué au Grec Ménélalis d’Alexandrie. Dans une seconde
partie, nous proposons de démontrer ce résultat dans
un cas particulier, le cas général étant démontré dans la
derniére partie.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
06S_TP2.ggb (Geogebra) et 06S_TP2.g2w (Geoplan).

A. Construction et conjecture

1. Avec Geogebra : construire les points A, Bet Ca

I'aide de la barre des menus, puis les droites (AB), (AC)

et (BC) a I'aide du menu droite définie par deux points.

Les droites prennent par défautles noms g, b et ¢, il faut

les renommer pour éviter une définition récursive que

le logiciel refusera dans les questions suivantes puisque

ces noms seront utilisés pour d'autres variables.

Avec Geoplan : pour créer les points A, B et C, choisir

le menu: Créer Point Pointlibore Dansle plan .

Les droites sont créées avec le menu Créer
Droite(s) ~Définies par 2 points .

2.a.Avec Geogebra: utiliser I'icone de création d'un

point puis cliquer sur la droite (AB).

Avec Geoplan: utiliser le menu Créer ' Point | Point libre
Sur une droite .

b. PA et PB sont colinéaires et PB est non nul, donciil

existe un réel a tel que PA = aPB.

c. Avec Geogebra : saisir[ a=RapportColinéarité[P,B,A] .
Avec Geoplan : choisir le menu : Créer Numérique
Calcul géométrique  Abscisse d’un point sur une droite
puis créer l'affichage en suivant le menu Créer
Affichage

a est négatif si P appartient au segment [AB].

ane peut pas étre nul car P est différent de A.
ane peut pas étre égal a 1 car A est différent de B.
3. a. et b. On procede comme précédemment.

Ligne

Variable numérique déja définie .
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4. a. Sur Geogebra : il suffit de saisir .

Sur Geoplan : choisir le menu Créer Numérique
Calcul algébrique puis créer I'affichage comme
précédemment.

b. On trace la droite (PN) comme a la question 1.

¢. Oui, il est possible d’obtenir P, N et M alignés.

d. On conjecture que I'alignement des points P, N et
M équivaut a abc = 1.

B. Etude dans un cas particulier
1.a.MB= %Mé donne ZW:M(E,

soit 2W\+2ﬁ= MA’+A_C.et mL:ZE—R.
b. M(2;-1).

¢.PA=-—AB.
1-a
-a — -a
d'P(?'O) PM(2—1_G,—1—0)
w .\ sul2-a
soit PM —a’ —1) (et non pas PM(1—a ,1),

comme indiqué dans I'énoncé).

1
2.a.N(0,—1_b).
- -a 1 o=l a 1
b.PN(O———1_a,71_ —0) soit PN(71_0,71_b).

3. a. PM et PN sont colinéaires si, et seulement si,
2-a 1 _a
T-a “7-b 1-a
2-ab L
m =0, soita ab=2.

b. Oui, carsi c=

x(-1)=0, ce qui équivaut a

20 abc=1 équivauta ab=2.

C. Cas général

— 1-ac -C
1-PM{G—a0-a) ' 1-¢/-

2. PM et PN sont colinéaires si, et seulement si :
1-ac 1 __a —C
(1-0(-a) “1-b 1-a *1-c¢
1-abc

(1-9(1-a)(1-b)

ce quiéquivauta =0,soitaabc=1.



CHAPITRE

() Le programme

Contenus

Trigonométrie
Cercle trigonométrique.

Capacités attendues

« Utiliser le cercle trigonométrique,
notamment pour:
- déterminer les cosinus et sinus

Commentaires

L’étude des fonctions cosinus
et sinus n'est pas un attendu du
programme.

Radian. d'angles associés;
- résoudre dans R les équations
d'inconnue x:

COS X = cos a et sin x = sin a.

Mesure d'un angle orienté, mesure
principale.

Noflre point de vue

Nous avons rappelé, au début du cours, I'idée, déja vue en Seconde, de 'enroulement de la droite réelle
autour du cercle trigonométrique. Une animation sur ce sujet est disponible sur le manuel numérique
enrichi. Apreés avoir rappelé la définition du cosinus et du sinus d’un réel, nous avons défini le radian
a partir du cercle trigonométrique.

Nous avons introduit la notion de mesures d’un angle orienté de deux vecteurs et défini la mesure
principale. En trigonométrie, les propriétés des angles associés sont énoncées. Les méthodes de résolution
des équations trigonométriques élémentaires sont données.

Les propriétés des angles orientés sont données sans démonstration. Elles concernent les caractérisations
des vecteurs colinéaires ou des vecteurs orthogonaux, ainsi que la relation de Chasles pour les angles
orientés, dont quelques conséquences sont énoncées.

Il est fait recours au cercle trigonomeétrique aussi souvent qu’il est nécessaire, en particulier pour établir
les relations entre sinus et cosinus des angles associés, ce qui est traité au moyen des symétries.

Il en est de méme pour la résolution des équations trigonométriques.

Nous avons fait le choix de donner des énoncés de cours simples illustrés d’exemples ou de figures.
Les savoir-faire sont constitués d’exercices élémentaires, applications immédiates du cours.

Le savoir-faire 6, aborde, de maniére élémentaire, I'utilisation des angles orientés en géométrie, le point
de départ étant souvent I'étude des angles géométriques de la configuration étudiée.

Les exercices sont variés, avec au début quelques exercices simples s’appuyant sur des situations de
polygones inscrits dans le cercle trigonométrique.

De nombreux exercices permettent aux éleves de s’entrainer a la résolution des équations trigonométriques.
Quelques exercices plus difficiles, mettent en ceuvre des méthodes utilisant les relations entre angles
associés.

Dans la rubrique « Pour approfondir », quelques exercices permettent de démontrer des propriétés
des configurations de base, telles que la somme des angles orientés d’un triangle, des propriétés de
parallélisme ou d’orthogonalité. Certains exercices comportent des références historiques.
L’utilisation des TICE a été développée a plusieurs endroits dans le chapitre.
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— Pour les calculatrices, nous avons présenté les instructions qui peuvent permettre de contrdler
la résolution d’équations trigonométriques élémentaires. L’exercice 160, plus difficile, conduit a
I'élaboration d’un algorithme, puis d’'un programme, donnant la mesure principale d’un angle, dont

une mesure est connue.

— Pour les logiciels, nous avons indiqué plusieurs utilisations d’'un logiciel de géométrie dynamique,
dans les activités d’introduction du chapitre et dans les deux TP en fin de chapitre. Il s’agit chaque fois
de conjecturer des propriétés des configurations étudiées.

Dans la page « Chercher avec méthode », I'énoncé choisi permet de mettre en ceuvre plusieurs des
méthodes introduites dans le chapitre, pour la résolution des équations trigonométrique, en particulier

l'utilisation du cercle trigonométrique.

Les notions abordées dans le chapitre 7

1. Le cercle trigonométrique
2. Mesures d’un angle orienté de vecteurs

3. Angles associés
4. Trigonométrie

(9 Avant de commencer

Se tester avec des QCM

Le QCM et les exercices proposés dans cette page
permettent de faire le point sur les configurations et
les angles géométriques et sur les propriétés du cercle
trigonométrique étudiées en Seconde.

QAretc; OA; ©c; OB, Ob.
Se tester avec des exercices

g3, oW
01.A.§, B: 7 Ci-g.

3 6
R_ST, =_T
2.B="; IC=¢.
3.A0B=75°; AOC =90".

9 E'/—“J\ A

() Activites

Qa.%; b. Z czn' d.s—n.

30 30 4%
Q Ce sont les points M et M’ de la figure ci-dessous.
J M
6
|
O] 103
M

(10 B M 1

2. M(-0,2;+0,96).

Aclivité 1 Enroulement el cercle
frigonometlrique
On rappelle dans cette activité 'enroulement de la droite
des réels autour du cercle trigonométrique, permettant
ainsi de repérer les points de ce cercle.

94

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
07S_activite1.ggb (Geogebra).
7

Jcarlalongueur de 1J est égale a 5

1. Le point A de 6 d'abscisse = coincide avec le point



2. On obtient la figure suivante:

.

a
&
L
—/ Bk

NTE

3n et- T
2 2°
4. Au point I, on peut associer le réel —m. A partir du

point I si I'on effectue k tours (dans le sens positif si
k est positif, dans le sens négatif si k est négatif), on
revient sur le point I. Donc a tout réel -i + k2, on
peut associer le point I'.

3. On peut associer au point J' les réels

Aclivité (2 Longueur d'un arc de cercle
el mesure des angles

Ils’agit dans cette activité d'introduire une nouvelle mesure
d’unité d'angles, le radian.

1. On obtient le tableau suivant:

Mesure d’e AOB 360° | 180° | 90° | 45° | 60° | 105°
(en degrés)

Longueur € de 5 FL T 7 71
o x| o | 2 gaN QLY
AB pourr=1. 2 4 3 12
2. Pour passer de la premiére ligne du tableau a la

. . . ¥ T

seconde, le coefficient de proportionnalité est 180"
Pour passer de la deuxieme ligne du tableau a la

i = . " 180
premiére, le coefficient de proportionnalité est —

3.a.0n obtient respectivement % radian et % radians.

b. On obtient respectivement 60° et 150°.

Actlivité '3 Déplacement sur une piste
circulaire

On se propose dans cette activité d'introduire les mesures
d’'un angle orienté de vecteurs a partir de déplacements
sur un cercle.

1. Alafin de I'’énoncé de cette question, il faut donner
un réel associé au point H et non au point B.

Ona AOB=AOH= % radian.

Au point B, on associe le réel %

Au point H, on associe le réel —%.

2. Les points d'arrivée sont respectivement C, F, B et E.

3. Les points d'arrivée sont respectivement C, H, G et E.

4, Pour aller de D a A dans le sens positif, la longueur
. 5
du trajet le plus court est 7 Donc la mesure

correspondante de (03, 07) est STH radians.

5. Pour aller de H a B dans le sens positif, la longueur
T

2
correspondante de (OH, OB) est % radians.

6. On peut observer que 17m = _% + 3 x 2m.

du trajet le plus court est = m. Donc la mesure

D’ou la position du point M sur le cercle:

Aclivité 4 JAngles associés

Il's’agit dans cette activité de préparer les formules des
angles associés.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
07S_activite4-1.ggb et 07S_correctionactivite4.ggb
(Geogebra).

1. On obtient la figure suivante:

€ - I__.A

d °
I
| I

5

Les coordonnées de A sont cos% ; sin%) , soit
N

2 "2}
2. Voir la figure précédente.

ola

On obtient % pour mesure de (ﬁ’, a) par symétrie
par rapport a A.
En utilisant la relation de Chasles pour les angles
orientés,on a:

(Ol, OA") = (OI, 0J) + (0J, OA") + k2.

D’ou une mesure de (a, (ﬁ’): g - % soit % .

s T A E.ﬁ
3. Par suite A (cos§ ; 5|n§),SOItA (3 P )
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On observe que I'abscisse de A est égale a l'ordonnée
de A’ et que I'ordonnée de A est égale a I'abscisse de A'.

4. Une mesure de (a OW’) est% -
car (a OoM) = (OI OJ) + (OJ OM ) + k2.

En outre une mesure de (OJ oM’ ) est —a, car M’ est le

symétrique de M par rapport a A.

 exercices

5.0n observe que les colonnes A et D sont identiques.

On peut donc conjecturer que:

.| T
cosa=sin 5—0(. .

Les colonnes B et C sont identiques.
. . 7
On peut donc conjecturer que sin a. = cos(§ - (x).

Dans tous les exercices, k est un entier.

POUR DEMARRER

ola
>

6
nPourA:getE; pour B: 2fnet@
5o n 3 3 3
pourC'—et—g.
Sn _In
Bl et

[ 4 ] Les réels sont de la forme 3—575 + k2.

Hcos?’——cos%‘—o

EHOna cos?x+sin2x=1.
Si cosx=0,8 alors sin2x=1-0,82=0,36.
Comme 0 < x < m, sinx > 0,donc sin x=0,6.

JT .
na. radian. b. radian. c. = radian.

4
d.nt radlans.

ENa.45°. b.72°. €225 d.67,5°. e.120°
Bl On a la figure suivante:

A./—J
¢
|
[0) /
B
.—/ D
C
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EIQ Dans la numérotation des corrigés page 362: lire

E au lieu de [EEN.
7t 9 17m  15¢;

aiaiTaiTg

21 4w 21 4w

Kl a. = b'T' € d. =
13m
|

T —
[ 13 | -3 estlamesure principale.
S5m  7n
Autres mesures:—-;——-.
3 3
T g
LY - — est la mesure principale.

6 T 13w
Autres mesures: —g~ et ~75

61 T
[ 15 9 . b. —.
a 5 6

Iﬂsin(n—%)=sin£=l

6 2
et cos|m+X|=-cos X =_2
4 _J— 4~ 22 : :
ma.sm?zg et cos X = .

b Slnﬂ _ﬁ An 1
3 2
T
ms.n( Z)_
3n V2 3 2

sing- =+ 3 T2
sms—n——ﬁ SSn —g
4 = 2 4~ 2"

sing—n—— et cos— = —
4 2 4 — 2"

ma.X=%+k2n ou x=-2 4+ kom.

S
/ )
—_/c\\:n

oa

b.x=%+k2n ou x=57n+k2n.



cx=-2
T 6 6

+ k21 ou x:7—n+k2n.

AN
/L

ma.x=%+k2n ou x=—g+k2n.

[

)

wla

dh

a
| \
wila

T 7
b.x-—g+k2n ou x=-g=

N

+ k27

| S
o

‘ =

N|=

Efla.x=x+k2x.

oa

N

L

g
b.X—E + k27t.

—|nja
—

POUR S’ ENTRAINER

21 On obtient la figure suivante:

J
% B
A o

D

E

/ O
\
C\

XX Dans la numérotation des corrigés a lafin du manuel
page 362: lire EEl au lieu de m

Pour I: k2.
Pour B: 2%5 + k2.

PourD: —2% + k2m.

mPourA’%+k2n

EX Ce sont les réel
m—?, en effet -
E1. T + k2.
z.;ﬁ.

3.7”.

PourA: = + k2m.
Pour I'.n+k2n.

PourE: —% + k2.

PourB: HTR + k2.

8xn

s—et——

3

5

2 2 ot < 28
+n——3e—n -3

EX Faux, les deux points sont distincts:

A4
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Exercices 29 a 31: il est plus approprié de traiter ces
exercices avec la figure suivante:

J
el ERN
((;./. .\.M
./ \.
[ \I
L ° |
\ J
\. 7
. S
\.\ _"/
T N
. 21
EZX Faux, ils sont de la forme =+ k2.
E Faux.
EX Faux.
[EZ Les coordonnées deAsont(cos% ; sin%),
soit A ﬁ 1
2 ' 2)
17n _ (= w2
E’1.cosT—cos(4 +2x2m|=cos =
7n_ (¢ w2
et smT—sm(4+2x2n —S|n4— 5
2. Avec la calculatrice:
[Eos (T7n=27
2
Z
sin {(17n+4>
Z
PutiElDEL b HAcdATH ‘
7n 7n 2
m1.cos(—7)—cosj =
et sin /n ——sin7—n—l/Z
4 )" 4 = 2"
2. Avec la calculatrice:
cos (-Tn+d>
Z
2
sin (-Tn+4> g
PUEJOEL D radriaTe

Ed1.si n<b<37n, alors cos b < 0.
202
Donc cosb=—T.

N2

2.Si 37“<b<2:rc, alors cosb < 0. Donc cosb= 3 -

[EZA 1. et 2. On obtient les points A et B et la figure

suivante:
J

0,2

98

[EXJ 1. et 2. On obtient les points A et B et la figure
suivante: Jp |
€

N
J/

A

Eda.cosk2n=1 et sink2w=0.
b. cos(2k+ 1)mr=-1 et sin(2k+ 1)r=0.

€. COs %+k2n =sin(% +k2n)=g,
E3 vrai.
30 vrai.

L ooxm
EEAFaux:si x==, alors 2x=m; cos2x=cosm=-1 et

N

2cosx =2 cos% =0.

&) Pour 25°: g—g radian.

2 Pour ;—Z :52,5 degrés.
Eal"b" 2% /4T o2

3 C.‘g}; 6 e. 18"
Eda. 150°. b.108°. d. 15°.

e. Environ 171,9°

c. 157,5°

IEZ2 Pour le triangle équilatéral : 5 radian.

3
. s T T
Pour le triangle rectangle etisocéle: % 2 et 2 radian.

a.2. b.%.
K&l Faux,ona mtx d=180x a.

[ Faux: un angle de 1 radian mesure % degrés,
soit environ 57,295 degrés.

B3 vrai.

23 Par lecture graphique, on obtient respectivement :
3t m . mw X,
23y

[EE] a. S coincide avec P.

b. S coincide avec N.

¢. S coincide avec N.

[EZ3 On obtient la figure suivante:
J




E—B—n- 1z 5m 13w

4 ' 4 4
E_2c. _12n 8n 18w
5 "5"5
51 1 27m 4371
Bgi-5i-% 78

EJ a. Oui, car a—p=20x2m.
b. Non, car a —  n'est pas un multiple entier de 2st.
c.Oui,car o —f=15x2m.

[E21 On a respectivement - 2% et 8?7[
A vrai.
3 1. vrai.
2, Vrai.
3. Vrai.
EHona 107“ I ioxom
6 7
La mesure prlncipale del’angle est donc -5
a.—. b.m
a2 b
Ela.x;3%; -
b, T .31,  5¢m
T2 2 T2
T 5x 3
mao—g. bo_7. o—T.
3x , 3m, 5¢m
maof 7T
T 7n T
b--2 % %
3:'; 3
Bda.-=- -
5x 11n
b.=——=;-—=.
8 n8 5x T T
ma.—i. bo_?. Coz. do§

Les points correspondants, sur le cercle trigonométrique,
sont respectivement Ma, Mb, Mc et Md:

¢ _—F—d
\ Mc

)

M \
Ma

A vrai.

ED vrai.

AN Faux: la mesure principale est - Z?n
28t 2m 2n
L m<-=<nm

car 3 3+5><2n et —x 3 7T

71

EZ3 Faux: la mesure principale pour ?est = et pour

24w 4n

-5 elle est egalea—?

[EZX Les mesures principales sont respectivement:

7T T T 21 2w
a.—E. b.—g. C.—g. d.—?. e. 3

[EZ3 On utilise la relation de Chasles:

(AD, AC) = (AD, AB) + (AB, AC) + k2
=2+ 2 vk
3 2 ’
Comme -t < 5%[ <, lamesure principale de (AD, AC)
est 5%‘

De meme Ia mesure pr|nC|paIe de (BC BD) est 7—;

Ona (BA, DB) = (BA, BD) (BD, DB) + k2n

T 47
—§+n+k2n—? + k2.

W )

La mesure principale de (BA, DB) est _?:rc.
21 T T T

ma.?. b'Z' C.g. d.g

EZ En utilisant la relation de Chasles, on obtient:

(AE, AC) = (ﬁ AB) + (AB, AD) + (AD, AC) + k2.
_2%  3m_5m
3 + 7 12+k2n 7T + k2.

Les points A, E et C sont donc alignés.

On a (AB, BC) = (AB, BA) + (BA, BC) + k2.

Or une mesure de (BA, BC) est - % La mesure principale
de (AB, BC) est donc S—R.

6
De méme (AB, CA) = (AB, ACQ) + (AC, CA) + k2.
La mesure principale de (AB, CA) est - iy

L 2
Celle de (AH, CB) est égale a - z

2
On a (AH, BA) = (AH, AB) + (AB, BA) + k2.
La mesure principale de (AH, BA) est donc égale a
| 2@
-3t soit =3~
E&lon obtient
(v,u)= 6 +k2n ;
-~ oW 7
(u,-v)= 5 +ﬂ:+k2n:?+k2n

et (-u, -v) =* + k27t
[EXJ a. Les vecteurs non nuls u et v sont tels que :
SN e
(u,v)= 2 + k27,
(U, V) + (v, -v) + k2xt
T 5x
—Z +T[+k23'[—7+k2ﬂ:.

Ona(u,-v)=

b. U et 3u sont colinéaires, de méme sens, de méme
que Vet2v.

Donc (34, 2V) = (U, V) + k2m = 7. + k2.

Ona (-2u,-4v) = (U, \7)+k2n—f + k2.

U et —2u étant colinéaires et de sens contraires, on a:
v, -2u) = (v, U) + Tt + k2t

=2 +n+k2n:%+k2n.

4 2n
Ela. (@, -v)=-5 +k2m.
b. (U, W) = g k2n.
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€. (3V,2W) = (v, W) =5 + k2.
d. (W, -U) = W, U) == 5 + k2.
EZ Correctif : il faut démontrer que v et w sont

colinéaires (au lieu de u et w).
En utilisant la relation de Chasles:
(v, W) = (v, ) + (U, W)

61t 119xm

=-30 ~ 10 =-18nt=-9 x 2m.

Les vecteurs v et w sont colinéaires et de méme sens.

EHa.(u-v)=

1

EZ1 1. On obtient la figure suivante:
J p

V _\0\.M

\'\‘.‘
)
P

2. On utilise la relation de Chasles:

(OM, ON) = (OM, OA) + (OA, ON) + k27t
=22k
=374 T

La mesure principale de (W, ﬁ) est %

De méme (OP, OM) = (OP, OA) + (OA, OM) + k27t

5t 7
—?+Z+k2ﬂ:

La mesure principale de (OP OM) est - ﬁ

De méme la mesure principale de (OQ, ON) est et

celle de (ON OP) est égale a - ?—2

EA vrai.

EA vrai.

EZA Faux, car (2u, -3v) =

Faux: la mesure principale est ——,
T 2n  5¢; T 4

carz+?+?=—z+2n.

| T 3
Iﬂ1.sm6—2 et cos o=

(U, -v) + k2.

5n J'c NE)
cos?—cos(n— ) E“T'
3.sin 7—n—5|n ) — —l.
6 6 2
cos I cos ) —cos X = -ﬁ.
6 6 2

. T 2
Ed1.sin 2 =cos T =22,
4. 4 2 .
2. Pour les sinus, on trouve successivement:

2 2 2 2
227 227
Pour les cosinus, on trouve successivement:

Z 7.

22 2
msing——metsm%——m
4 m 4x Ax
10°2" 10 donccosm—sm10 m.
cos6—n— mcar6n 2+ L
10 10 2710
EAA=-cosx. B=-cosx. C=-cosx.
D =-=sin x. E=sinx. F =sinx.
EA=sinx B =-sin x. C=-sinx.
D = -cos x. E =cos x. F =-cos x.
X sin x + cos x+%)+cosx—sin x+%
=sin x —sin x + cos x — cos X
=0.
13m _ +5_:rc tHn +3i
g TtgCg Tty
donc sin 3—n——smn—rE et sm5—n —sinm
8 8 8 8 -
Par suite A=0.
on_ w 3m__ 2n
0 ""10%5 5
d on ; 3®n_ __ 2n
onc cos 75 = cosme €0s 5~ =—C0s .
Par suite B=0.
Ed1.et2.

W

X/

0.
/ TS

K ' / T+ X

. .

./ \.

<

L

. |
3. Puisque 5 s=x=um,cosx=<0.

V21
2v—1_ — . f - _
Donc cos?x=1 25 = 55 par suite cosx =
2 N21
4.a.cos(2+x) -z b. sm(2+x) -5 -
c.cos |2 E d.sin -y
. 5-X|=%- . Si 2 -X|=-"5"-
e.cos(m+x) = % f.cos(n—x)z%.



g-sin(n+x)=—§. h.sin(n+x)=%.
m1. (@/_J
i3
L4 |
\
M|
2.0nasinx:—g.
4 V7 N 3
3.a.cos §+x)—7. b'S'n(f_X)__Z'
3 3
c.cos(:rc+x)=z. d.cos(n—x)=z.
e.sin(n+x)=g_ f.sin(n—x):—g,
. 3w 3%
EE Faux: sin 4 =~cos .
T Faux.

[ Faux, x et t — x ont méme sinus et des cosinus
opposés.

L Faux, ils ont des cosinus opposés.
T B T W2

: 2 -—| = —_—| = —_ =
= Faux: cos|2n 7 cos(] 7| =cos ==
ELZ L'équation sin x = sin ?n est équivalente a

21 21

X= ?+k2n ou X=7m-— 3 + k2.

. 2m W
Les solutions dans ]-x ; 7] sont donc 3 et 3

- T
[H L'équation cos x = cos 77

x=—E+k2n ou X=%+k2ﬂ:.

est équivalente a

4 T oon
Les solutions dans ]t ; 7] sont donc -zt
L on sait que cosg = %, donc I'équation cosx:%

équivaut a I'équation cos x = cos 3
Par suite x= % +k2m ou x=-2 + k2.

Les solutions dans ]—t ; 7] sont donc —g et %

[I¥ Dans R, les solutions sont — 3% s koret 3T 4 ko,

4 7

. 3n 3w
Dans |, les solutions sont - — et —.

3 '
M

S
4 /s
\
S
N
.
N
\
‘\
S
.
X |

[

. 2
LI Dans R, les solutions sont — ?n +k2met 5?“ + k2.
5n

. 4n
Dans |, les solutions sont 3 et ER

J

/
\ 6] |
e

[IX Dans R, les solutions sont %TE +k2met - S%t + k2.
Dans |, les solutions sont 5675 et %t .

7%
GM\

. 4
EE Dans R, les solutions sont ?ﬂ: + k27w et —g + k2.

. 7T 2n
Dans |, les solutions sont — 3 et- 3

J

EEEl L'équation 2sin x — 1 = 0 équivaut a I'équation

sin x = % . Dans [0 ; 2x[, les solutions sont % et 5%5 ;
dans [27; 4x[, les solutions sont % et %

(La correction en fin de manuel est erronée.)

EEE] L'équation sin x = g a pour solutions % et Z?n
dans [0; t] et % + k2w et Z%t + k2wt dans R.
EEEl Dans [0; 2], les solutions sont % et 7%

T

Dans R, les solutions sont 7

+ k2m et —% + k2.
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ENE]

7
RN (e
AN
- \
- \
- \
- \
’ <
' s
- s,
/ .
R .

=
I
ENE

EEZI L'équation admet les mémes solutions dans [0 ; xt]
etdans[0;2n]:0,78 et 2,37.
J

/‘oﬁ

) . "'l‘
N /
@ {:‘— 2,37 ra'('ix
NIy
Prie=078rad|

EEB L'équation admet 0,8 pour solution dans [0 ; 7] et
dans [0; 2xt], elle admet deux solutions: 0,8 et 5,49.
J

l/
.
"'
'6, 8rad
R |
0
o, 07
.
N
N

<

K8 On sait que cos ~ = 1, done I'équation

5,49 rad

X
(S

T 1, N 7T 7T
cos (x - §) =5 équivauta cos (X - §) =cos3.
En utilisant la propriété traduisant I'égalité des cosinus,
I'équation équivaut donc a:

Tow 7 7
x—§_§+k2n ou x—§_—§+k2n.

Soit x:z—n+k2n ou x = k2.

N[ —

3 e : 7
On peut donc conclure que I'équation cos| x — §) =
. 21
a pour solutions 0 et 3 dans]-m; ml.
EEEZ On observe que 4cos?x—1=(2cos x - 1)(2cos x + 1).
L'équation 4cos?x-1=0 équivautdoncal’équation:
(2cosx - 1)(2cosx+ 1) =0,
soit 2cosx—-1=0 ou 2cosx+1=0.
On résout séparément les deux équations obtenues:

P R 1 T
2cosx—-1=0 équivauta cosx==, donc cosx=cos=.

2 3
Par suite x=% + k2m ou x=—% + k2.

102

2cosx+1=0 équivauta cosx=—%, donc cosx=cosz?n.
Par suite x=2?7c + k21t ou x=—2?7c + k2.

. . L 2m, ®m .o 2%
Dans J-xt; «t], les solutions sont: 37303 et 3
Les points M;, M,, M5 et M, du cercle € sont associés
aux solutions de I'équation.

J
M, | M

-
AN

o/
M > —M,
B Puisque sin =~ Iéquation 5|n2x=g équivaut

a I'équation sin2x = sin % soit 2x = % + k21t ou

2x= §4E+ k2m, c'est-a-dire x= % +kmou x= 3% + kot
On donne a k différentes valeurs.

7 T
Pour k=0, ona x=35 ou x=—F(.

8 8
Pour k=1, ona x=% ou X=HTTE.
Pour k=2, onretrouve lesmémes infinités de solutions

que pour k=0.

Pour k=-1, onretrouve les mémes infinités de solutions

que pour k=1.

Dans R, sin2x= 72 a pour solutions:
%+k2n;3§+k2n;%+k2n;% + k27t

EEX] On observe que 2cos?x - cos x = cos x(2cos x — 1).

L'équation 2cos?x-cosx=0 équivautdoncal'équation

cos x(2cos x— 1) =0 soit cosx=0 ou 2cosx-1=0.

On résout séparément les deux équations.

PP N T
cosx=0 equivauta cos x = cos 5

Par suite x = % + k2t ou x:—% + k2.
2cosx—1=0 équivauta cosx:cos%.

Par suite x:%+k2n ou x:—%+k2n.

Dans R, 2cos?x-cosx=0 a pour solutions:
T ikom;-Zvkom; Z v kom; -2 kon
2 2 "3 "3 ’
EEZ] L'équation (2cos x - 3)(cos x - 1) =0 équivaut &
2cosx-+3=0 ou cosx-1=0.
2cosx -3 =0 équivauta cosx=cos .
Par suite x=%+k2n ou x=—% + k2.
cosx-1=0 équivauta cosx=cos0. Parsuite x=k2s.
Dans [0 ; ], I'équation (2cos x - ¥3)(cosx-1)=0 a
. 7
pour solutions: 0 etg.



EEE On observe que:

2sin2x—1=(2sinx-1) (vV2sinx+1).
L'équation 2sin? x — 1 = 0 équivaut donc a I'équation
(v2sinx = 1)(¥2sinx+ 1) =0, soit v2sinx-1=00u
V2sinx+1=0.
J2sinx-1=0 équivauta sinx=sin %
Par suite x= % + k2w ou x= 3775 + k27t

J2sinx+1=0 équivaut a sinx:sin(—%).
Par suite x=—%+k2n ou x=57n+k2n.

Dans ]-mt; ), I'équation 2sin2x—1=0 apoursolutions:

3n nnt3i

T4 T3 3%
EEE L'équation 4 cos?x-3=0 équivauta cosx:?
V3 . T 5n
OU COSX=—-2=, sOit COSX=COS = OU COSX="c-.

Les solutions de I'équation, dans R, sont:

T 5n T 5n
—g"'kzﬂ:,—?"‘kzﬂ,€+k2ﬂ:et?+k2ﬂ:.
EEZ L'équation sin (% - x) = g équivaut a:
sin E—x snE
6 4° 3

LT T T
Par suite E_X‘Z"'kz” ou 8_ 77+k2n
On obtient x=—1— + k2w ou x——ﬁ+k2n

Dans [0 ; 2mt], les solutions de I'équation sont % et
237

SV

EEX L'équation cos x = cos 3x a pour solutions les réels
x=km et x=k g

Soit k2 ; T k2w + k2w et3i+k2n.

2 ! 2
EEB L'équation 2 cos (x - %) =1 équivaut a l'équation
cos(x —%) = cos % Cette équation admet deux
. 21 ., 8x;
solutions dans ]-mt ;7] : — 15 tﬁ

EEZI On utilise la propriété traduisant 'égalité des sinus.

L'équation sin 2x =sin x équivauta 2x =x + k2w ou

2x=m—-Xx+ k2n. On obtient x=k2mw ou x= % + k2.

En donnant a k les valeurs 0, 1 et =1, on obtient les

solutions de I'équation dans ]-mt; ] : 0 ; g ;met— %

EEX 1. L'énoncé est faux, se reporter a la propriété

traduisant I'égalité des cosinus. L'énoncé réciproque est:

«Si x=y+k2m alors cosx=cosy ».

Cet énoncé est vrai.

2. L'énoncé est vrai. L'énoncé réciproque est:
«Six=y+k2m, alors cos x=cosy et sin x=siny ».

Cet énoncé est vrai.

3. L'énoncé est faux, se référer a la propriété traduisant

I'égalité des sinus. L'énoncé réciproque est:
«Si x= % + k27, alors sinx= 3 ».
Cet énoncé est vrai.
4. L'énoncé est faux. L'énoncé réciproque est:
«Si siny=-sinx et cosy=-cosx, alors y=-x+k2m».
Cet énoncé est faux.

EEZ] Faux. En effet, en général sin 2x 5 2 sin x.
EED Faux. En effet, 'équation équivaut a I'équation

sinx = % qui n'a pas de solution dans R.

EEE] Il faut lire 3cos?x—1=0 aulieude 3cos?x+1=0.

L'énoncé est vrai.
n )
EEE] Faux. On remplace x par -5 - On obtient une

égalité fausse.

EEZ vrai.
T I
E a. 5 b. E c. 0.
ED a. (KN, KM) = - % + k2.
b. (PN, MQ) = 7t + k27.

c.(@ N_d)—£+k2n

E1.Pwsque0< <7 sin = > 0.

5 5

PN S
En outre cos 5 +sin 5—1.

On en déduit que sm = =+1-

T
On sait que cos——cos( ) —Cos = =-m.
D om _ - T _
e méme, Cos 5 cos|m+ 5 |=-Cos 5 =-m.
. 4w L DL B ey
Ona sm?—sm(n 5)—sms— 1-m?.
De méme, sin 6—Snzsin(n +%)=—sin % =—1-m2.
®m m® 3t .m ®w 7%
235702510
D 31 _nl® T s s T
onc smﬁ sin|5 -5 |=cos5 =m
3m _ T T\ _ T _ g 2
et cosﬁ—cos(2 5)—sms— 1-m?.
Ona sm7——sm7—:rc n —cosE—m
10 0%35 5°
n o T s
et cosm—cos(2 §)_ S|n5— N1-m?2.

EEXL’équation cos x + 1 =0 admet une solution unique
dans ]-mt; 7] : 7t. Dans R, les solutions sont les réels de
la forme (2k + 1)m.

EEH a. sin(77 + x) = sin (7t + x) = —sin x.

b. cos(13m + x) = cos(;t + x) = —cos X.

2
d. sin(-3m - x) = sin(-m - x) = =sin(; + x) = sin x.
@. cos(7 + X) + sin(;t — x) = —Cos x + sin x.

[ snfx-2x+5]
c.sin|x ——-] =sin x—2n+§ = COS X.
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POUR FAIRE LE POINT

o Pour la laréponse C, il fautlire (DA, DC) = - % +k2m
et non (DA DC) E + k2. La bonne réponse est C.

@DBetC; OA; Oc O5B; OAretB; @cC;
0 Pour la réponse D, il faut lire cos(x — 5) = Cos X
etnon cos (x - %) =sinx. Les bonnes réponses sont
AetD.

9 Pour la réponse D, il faut lire deux solutions dans
[12%:; 13x:] et non une solution dans [12x; 13x).

La bonne réponse est D.

QA BetD.

POUR APPROFONDIR

L a. 1l faut lire (OD, OA) au lieu de (AB, AD).
OnaDAO = ADO = 3, L

doncAODzn—?—?.
Par suite, la mesure principale de (OD, OA) est %E
b. (OE) est la bissectrice de AOD. Donc la mesure

principale de (OD, OE) est 7—2

1 .
c. Le triangle EOD est isocéle, donc OED = 131%

Par suite la mesure principale de (EO ED) est 131%

d. (OE) est la blssectrlce de AED, donc AED = 11%5
Par suite (EA ED) W + k27,

En utilisant les propriétés des angles orientés, on obtient

une mesure de (KE Ej) 29m

18"
Or—219—87E = Zg + 27t. Lamesure principale de (AE ED)

7
est donc - 18"

EZZ 1. Le triangle AMO est rectangle en M, donc
sin AOM = 2M

ol
Or AM = 1 AB, donc AB = 2sin <

27 2"

2.Sia=60° le triangle OAB est équilatéral de coté 1.
Par suite 1 = 2sin 30° et donc sin 30° = —.

3 46 23, 40 : 120 =0,3908 ?

.a. *60 T 607 ) ° =0, e

Le résultat lu dans la table, a la ligne 46, fournit une
approximation du sinus de I'angle moitié, a savoir 23°.
On obtient donc sin 23°=0,3908. Avec une calculatrice,
on obtient: 0,3907 a 0,0001 preés.

c.Poursin 1°,onlitdanslatable,alaligne2:3-5-40;
c'est-a-dire (3 + 650 6402 120 =0,0258.

Avec une calculatrice, on obtient sin 1°=0,0175.
Pour sin 5°, on lit dans la table, a la ligne 10: 10 - 27 -
120 =0,0872.

. Par suite sin 5 =AM.

27 2
32; c'est-a-dire 10+@+W

104

Avec une calculatrice, on obtient sin 5° = 0,0872. On
obtient la méme approximation a 0,0001 prés.

L2 On a (AC, AD) = (AC, AB) + (AB, AD) + k27t
=B -a+ k2.
En outre (3AD, -5AC) = (AD, AC) + mt + k2nt

=m+o-[+k2m.
a 230 o 1ln
12 s 12
b.Z et 2T,
6 < 6

2 e T
¢35 ¢

EZE] En utilisant la relation de Chasles, on obtient:
W t)=(v,w) +w, U)+(L7F)+kzn

T 4xn
=105 = 1o+k23’c -7t + k2.
= —7t + k27,

Les droites (d,) et (d,) sont donc paralleles.

[ZZ On a (AB, AD) = (DC, BC) dans le parallélogramme
ABCD. Donc:

(AB, AD) + (CB, CD) = (DC, BO) + (CB, CD) = k2.
. 13n . 5n . 5m
[msm?—sm(n+?)——sm§
etsin”—n—sin 3 —sm?’—fc
g —Sn{m+7g =
Parsultesm3— +S|nirc—+5|nﬂ—n+5| 13w _ =0
8 8 8 8 ’
167
Eﬂcosﬁ cos(rc+15 cos15,
TN EUA N ™
cos 55~ =cos 30 |=s 30
Parswte
Ed T 17n 167
cos 15+cos 30 tCOS 30 tCOS T
LB i w
=C0S 75 +C0s 55"~ COS 35 = COS 7¢
@Onasin%z 5_86.
acosﬂ——cosﬁ——nﬁets'nﬂ— 5-5
(T 57774 N5 =y g -
b. 67 _1+\/§ tsi @__5—\/5
cos - =-—7—etsin == = g
3 _ LA 5-45
€.cos 5 =cos| 3 -5 |={"g
3n n 1+45
etsmﬁ—cos5 7
LN A A N ]
clcosﬁ cosz+5— 3
csin 7T _ n_1++5
etsin To=cos 5 =— .
7m 31m
EZE 1. Dans R, les solutions sontﬂ+k2n Wﬂdn
23w 4771 71m
48+k27[, 48 +k23’[,7+k2ﬂietﬁ+k2ﬂ:

Dans ]-m; m], les solutions sont:
n, 17w  w 23¢; 251

24° " 24 '"48' "2 48 €' 48"



o

\L

\l.
2. Dans R, les solutions sont: % + k27 et 12 Tt k2m.
5n 1x
Dans ]-mt ; «t], les solutions sont T et- 7

E

®.

|/

!

3.Dans R, les solutions sont: 18 + k27 ; 113; + k2 ;
257% 19¢
8 + k27w ; - 18+k2n +k2netW+k2

Dans ]-mt ; m, les solutions sont:

n, B U Su 7n
18’ 18’ 18’ 18’18
18"
4. Dans R, les solutions sont:
T T 6n
7+k2ﬂ:,—7+k2ﬂ:,7+k2ﬂi
et—6—7n+k2n.
Dans ]-m ; i, les solutions sont:
T, E@ 6j
7 .

5. Dans R, les solutions sont:
T 5n 3n
g+k23‘[, ?+k275et7 + k27,

Dans ]-mt ; mt], les solutions sont:
n 5m T

66 T

7N

—
—_/.

EEX 1. L'équation cos x = sin x équivaut a I'équation

cos x = cos|~ — X | quia pour solutions les réels:

T 51
7 + k2m et 4 + k2m.

2, L'équation sin 2x = cos x équivaut a I'équation

. L ; . .
sin2x = sin 5 ~ X | quia pour solutions les réels:
5n

T 31
5+ k2w, & + k2m et > + k2.

3. L'équation cos 3x = sin x équivaut a I'équation

TT
g + k2ﬂZ,

T . .
COS 3X = Cos 5 - X |. Les solutions sont les réels:

—Z+k2n +k2na+k2n, 3 +k2net%+k2n
4. L’equatlon sin 3x = —sin 2x équivaut a I'équation
sin 3x =sin(-2x). Les solutions sont les réels:

kLS” et (2k+ ).

+ cos
4

5. L'équation 5|n(—+x Z—x): 1 équivaut a

I'équation 2COS(Z - x) = 1, soit encore a I'équation

7
cos (f ) = cos . Les solutions sont les réels:

4

n
+ k2m et 7 + k2.

12
EE1. (cos x + sinx+ 1)2=2(1 + cos x + sin x +cos X sin x).
2. On obtient I'égalité en développant le second
membre.

3. L'équation proposée équivaut a :
1+cosx=0 ou 1+sinx=0.
Les solutions dans [0 ; 2xt[ sont 7t et 3—“.

2
[ a. On pose S = (AB AC) (BC, BA) + (CA, CB).
Ona (CA, CB) (CA AC) (AC CB) + +kam,
doncS= (AB AC) (AC CB) + 7+ (B, BA) + k21t
(AB CB) (BC BA) + 7+ k2

= (AB, CB) - (AB, CB) + m + k2.
Doncona$S=m+ k2.

b.La somme desangles d'un triangle est égale a it + k2st.
B 1. Une mesure de (BC, BA) est %‘ .C'est aussi une
mesure de (CA, CB).

2. Une mesure de (AB, AC) est %

Une mesure de (CA CB) est 2?75
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EEE On obtient Ies mesures suivantes
pour(AC AD) 8 ; pour(AD AB) -

pour (DA DC) 371:

[ Une mesure de I'angle (OB, OD) est %

. N . . . 13
EE3 Question 1. c. a la derniére ligne, lire - 1—; et
non - 3%
5

1. et 2. On obtient la figure suivante:

. o /
T

3. En utilisant les propriétés des angles orientés, on a:

(B?,ﬁ):(B_A\’,A_B’)+(A_B’,R) (AC, CD) +(CD, BF) + k21t
=+ T 2Tk
R L 12 T
=—%+k2n.

Donc les droites (BA) et (BF) sont perpendiculaires.

On démontrerait de méme que les droites (AB) et (DE)

sont paralleles.

4. Le triangle ABF est un triangle rectangle et isocéle

d'ou: BF=4et AF=4+2.

On obtient BC=8sin % .

.
B De

N

A
2. On utilise les propriétés des angles orientés. On a:
(DE, CB) = (DE, DC) + (DC, CA) + (CA, CB) + k21t

= 5j+3n 2 b k2m=-m+ k2m.

12" 4 T3
Les vecteurs DE et CB sont colinéaires et de sens contraires.
En outre le triangle ABC est équilatéral. On a:

3 3
DE=3CD ;E CA= ECB'
On en déduit que DE = - CB.
[Ez Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:

07S_exercice157.ggb (Geogebra)
et 07S_exercice157.g2w (Geoplan).
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1. On obtient la figure suivante:

En déplacant le point M sur le cercle ¢, on peut
conjecturer que (O_A, (TB’) = Z(WA, WB) + k27t

2. On sait que le triangle OAM est isocéle, de sommet
O et qu'une mesure de la somme des angles d'un
triangle est ;. On utilise les propriétés des angles
orientés. Par suite:

(MA, MO) + (AO, M’A) @A’ o_A)
Donc 2(MA, MO) = OM OA).

Or (OA, OM') = (OA, —OM)
=m+ (OA OM) - (OM, OA).
Par suite 2(MA, MO) = (OA, OM') + k2.
De méme Z(MEE, WO) (O_é w ) + k2rc
3.0na (OA, OB) = (OA OM' M) + (OM’ OB) + k2
=2(MA, MO) + 2(MO, ME) + k2x
=2(MA, MB) + k2.

[EEona:

(AE, CM) = (AE, AD) + (AD, AB) + (AB, CM) + k2=t
__ Tt T =n —_
=-3-% 6+k2n 7+ K27t

Puisque CMNP est un parallélogramme, on a CM=PN.
Donc (AE, PN) = -t + k2. Les droites (AE) et (NP) sont
donc paralléles.

EE2 1. On note que les triangles EAD et EFC sont
isocéles

a. (EC, ED) = % b. (EF,EQ)=-Z

C. (ED EA) ?2

2.0n a (EA, EF) = (EA, ED) + (ED, EC) + (EC, EF)
- + 22
“12 374 '

Donc les points A, E et F sont alignés.

@A.1.Ona25—n—a+k2n avec -t < o <.

6
Doncoc—ZSTn—kz
Ainsi n<@—k2n<n
D'ou - 31?“< k27 <—%etdoncﬁ k<£.
2.0na1<%<2<% k est entier, donc k= 2.
, 19 31
C'est le seul entier de l'intervalle [ﬁ ; ﬁ[



19 25n
Par suite k=E IF) +1.D'oua= T_4
La mesure principale de 251 estdonc Z.

6 6
B. 1. Si a est la mesure principale correspondant a a

mesure d’angle quelconque, alors a = a + 2kt avec
-1t < o < 7. Par suite -t < o — 2kmt < . En utilisant les
propriétés des inégalités, on obtient:

a 1

22 =k<3z+3
. . a 1 a 1
smtausgﬂ—i k<(2n 2)+1.

2.ll'y a un seul entier dans l'intervalle
a1 (a1} 1 e ltude 1
[Zn_Z' w2t [qwapouramplu el.

1

. .a . a
Par suite si =— est entier, alorsk==-——- =

2m 2 ' 2m 2
.a 1, . _ela 1
SlE—Enestpasentler,alorsk—E(E—5 +1.

3. 0n a a = a - 2km, avec |'entier k trouvé dans la
question précédente.

4. Voici un algorithme donnant une approximation
de la mesure principale d'un angle dont une mesure
est donnée.

Initialisation
| Saisir A
Traitement
B prend la valeur
SiE(B)=B
Alors K prend la valeur B
Sinon K prend la valeur E(B) + 1.
Fin Si
A prend la valeur A — 2Kn
Sorties
| Afficher K

[N

A1
272

Afficher A.

5. On obtient les programmes suivants :

Tl CASIO

- ======TESPRINC======
tInFut A hs g
SO 1 2B T i hERe
FIF rartERtCBISE| | {Then Beke

Else InL (BI+1+Ke

! Theh LfEnd«
Bk [ToF [ETH R JEIF 75 M
Elze MESFRIFAC======
FEartEnL (B0 +1+K || [Elge Int (E)+iska
=y EJEKQ *A
- 2km+A Koo
iDiz=F K IF"
iDizF A [ToF [T B 0 e R

6. On contréle les résultats de la partie A:

Tl CASIO
FramMESPRINC ?
725N . et .
. 9235987756 H. 523598?756
Fait - DisFr -
neE
. 5235987736

16158 a.Dans] —t; 7], 'équation v2 sin x— 1= 0a pour
solutions * et 3—”
2577

b. et c. On obtient la figure suivante:

3 J

[N

oN =
B, '
% “E =2,36rad
.
ﬁﬁ 0,79rad||

ENE

>

d. L'ensemble des solutions de I'inéquation

J2sinx - 1= 0dans ]—x ; 7t] est [% : 3%]

T, 2r], LA P EELA
S e T
S 1. g [L2n. 2%

c] n,6]u 6'”}""[_3’3]'
[ZA.1. IF

Les triangles MOA et MOB sontisoceles.

Ona (MO MA) (AM AO) + 2kn

et (MO, MB) = (BM, BO) + 2kn.

2. a. et b. Les égalités sont obtenues en utilisant la
propriété de la somme des angles d'un triangle.

c. L'égalité est obtenue en utilisant la relation de
Chasles.

3.0na 2(MA, MB) =

(OA OB) + 2knt
= 2(NA NB) + 2kn
(NA, NB) + 2kt

D’ou I'égalité 2(MA, MB) =
B. On a la figure suivante:
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1.Les angles CRM et CQM sont droits, donc les points
sont sur le cercle de diametre [CM].
On peut donc utiliser la propriété démontrée dans la
question A. 3.
On a donc 2(RM, RQ) = 2(CM, CQ) + 2k
2.lesangles ARM et APM sont droits, donc les points
sont sur le cercle de diametre [AM].
On peut donc utiliser la propriété démontrée dans la
question A. 3.
On a donc 2(RM, RP) = 2(AM, AP) + 2k
3. Les points B, A, M et C sont des points du méme
cercleT.
On peut donc utiliser la propriété démontrée dans la
question A. 3.
On a donc 2(AB, AM) = 2(CB, CM) + k.
4. On utilise la relation de Chasles:
2(RP, RQ) = 2(RP, RM) + 2(RM, RQ) + 2k

= 2(AP AM) + 2(CM Q)+ 2th

= 2(AP, AB) +2(AB, AM) + 2(CM CB)

+2(CB, CQ) + 2k

Les points A, B et P sont alignés ; de méme les points
C, B et Qsont alignés.
Par suite 2(ATP’, A_B) = 2(C_B, &5) = 2km.
On en déduit que:
2(RP, RQ) = 2(AB, AM) + 2(CM, CB) + 2k

= 2(CB CM) +2(CM, CB) + 2k = 2kr.
D'ots (RP, RQ) =
On peut donc conclure que les points P, Q et R sont
alignés.

1
X 1. L'équation a pour solutions 1 et - E
2.a.0npose X=sinx.Onadonc-1 < X=1.L'équation
(E) devient I'équation 2X2 - X -1=0.

b.OnaX:louX:—%.

On est donc conduit arésoudre, dans ]- it ; 7], les deux

, . . ) 1

équationssinx=1etsinx=- 3¢
. T 5m 7T . .

Les solutions sontE, 6 et- 5 Elles sont représentées

par les points J, A et B du cercle trigonométrique.
J

Les solutions, dans R, sont les réels:

7T . 5m; 4
5+2kﬂ:,—?+2knet—g + 2kst.

108

2.a.Enremarquant que (2v2 +2)2 =12+ 8+2, on peut
conclure que les solutions de I'équation

1
)@+2(«/§—1)X—«/§=050nt—get -
b. Pour résoudre (E'), on pose X=cos x,avec-1 < X=<1.
Les solutions de (E’) sont donc obtenues en résolvant

—_

. . 2
les deux équations cos x = - > etcosx=

3n
Dans ]-m; 7], les solutions sont: — —

C. J

3w 4% \
_TA\_/'C_%

3.Enposant X=sinxavec-1 < X< 1,I'’équation donnée
devient X* + X - 2 =0, équation qui a pour solutions -2
et 1. La premiére solution ne convient pas.

On doitdonc résoudre |'équation sin x= 1, quiadmet 1
comme seule solution dans ]t ; 7.

Dans ]-m; 7], I'équation sinZ x + sin x — 2 = 0 admet
pour solution unique 1.

[ Les mesures des angles sont données en radians.

D~—_ —E

1. a. Le triangle AOB est isocéle de sommet O.
Onamﬁg.oonc@:%.o”@:%

b. On obtient pour mesures principaIeS'

(BO BA) ::0 ; (DO OB) —= et (DO AB)
2. En utilisant la relation de Chasles:
(DO, EC) = (DO, DE) + (DE, EC) + k2t
= (DO, DE) - (EC, DE) + k21
= (DO, DE) - (n + (EC, ED)) + k27t
=—%—% k2n=—37 + k2.
Par suite une mesure de (ﬁ, ﬁ) est %

3. a. Soit | le milieu de [AB]. On a OA + 0B = 20I.

(Ol, OD) = (Ol, OB) + (OB, OC) + (OC, OD) + k27t
=%+4—;t+k2n=n+k2n.



Les vecteurs Ol et OD sont colinéaires. Il en est donc
de méme des vecteurs OA + OB et OD.
Si J est le milieu de [EC], alors OC + OE = 20J.

Ona (OJ, OD) = (OJ, OC) + (OC, OD) + k27
= 2?ﬂ+f+k23'c k2.

Les vecteurs OJ et OC + O = 20J sont collnealres
Il en est de méme des vecteurs OC + OE et OD.
b. La somme vectorielle OA + OB + OD + OC + OE est
une somme de 3 vecteurs colinéaires a OD.
Elle est donc colinéaire a OD.
4. En considérant les m|I|eux de [BC] et de [DA]
on demontre de méme ne que OB + OC OD + OA et
0B + OC + OD + OA + OE sont colinéaires & OE.
5. Il existe donc deux réels x et x" tels que
OA + OB + OD + OC + OF = xOD et
OA + OB + 0D + OC + OF = x'OE. Par suite xOD = x'OE.
Comme les vecteurs OD et O ne sont pas colinéaires,
x=x"=0.
On peut donc conclure que:

OA + OB + OD + OC + OE = 0.

2 Prises d'iniliatives

I On appelle O le centre du cadran de I'horloge, et
A le point du cercle correspondant a minuit ou a midi.
On désigne par t un instant quelconque, exprimé en
heures, entre minuit et midi (onadonc0 <t <12).
L'extrémité de la petite aiguille est appelée P, celle de
la grande aiguille est appelée G.

12
M,
€
10,/ \'2
O
Qe Jo} e 3

Les aiguilles sont alignées en sens opposés lorsque
(FR &) =1 + 2km.

Elles se déplacent dans le sens négatif. Soit o une
mesure, en radians, de (&i, O_P.). Pour 12 heures, la
mesure de I'angle est —2x. Il y a proportionnalité entre

les temps et les mesures o.. Par suite t__e
12 -2n
D'ou a:—% tet (OA, OP) = - % t+ k.

Soit f une mesure, en radians de (FA, &). Pour
60 minutes, la mesure de lI'angle est -2 Le temps t
exprimé en minutes est égal a 60 t.Ily a proportionnalité

entre les temps etles les mesuresB Parsuite 900 _ B

D'ots p = —2tt et (OA, OG) = —2mit + 2k —2n
En utilisant la relation de Chasles, on obtient :
(OP, 0G) = (OP, OA) + (OA, OG) + 2knt
= % t — 27t + 2k,
Dot (O, 0G) =~ 1 -+ 2kr.
Les valeurs de t pour lesquelles les aiguilles sont

alignées en sens opposés sont solutions de I'équation

11w 6 12k
_Tt 7t + 2km, soit t = T

En donnant a k les valeurs -1, -2, ...,
les heures cherchées :
0h32min43s;1h38min11s;2h 43 min 38s;
3h49min5s;4h54min32s;6h;7h5min27s;
8h10min54s;9h 16 min22s; 10 h 21 min 49 s;
11h27 min 165s.

-11, on obtient

O= B=1,57rad

Puisque (W\, Mé) = % + 2k, le triangle MAC est
rectangle en M. Le point M appartient donc au cercle
% de diametre [AB] privé des points A et B. Soit K le
point du cercle 6 tel que (@, oTo ==

Comme l'angle (M/:\, Mé) est un angle droit direct,
I'ensemble des points M est le demi-cercle de diamétre
[AB], contenant le point K.

167] M

A
e,
D
S \
%
.
%
L,
|

M’

Les points M cherchés appartiennent a la médiatrice
de [AB] et au cercle trigonométrique. Il ya donc deux
points. Soit M le point d’'ordonnée positive et soit M’ le
deuxieme point. M’ est le symétrique de M par rapport
40.0n a (OA, OB) = (OA, O) + (O, OB) + k2.

Puisque A est le point associé a % et B le point associé

Chapitre 7 Trigonometie 109



é%n,(a,o_[\)=%+k2net(6i,o_é)=2—”+k2n.

3
‘ol (OA, OB) = 2% _ T _ 51
D’ou (OA, OB) = 3" 2-12 + k2m. (OM) est la
bissectrice de @, donc (O_A, O_.M) = %C + k27,
Par suite (O, OM) = (Ol, OA) + (OA, OM) + k2t
_n 5m _1=z
= Z+ﬂ+k2n_ 24 + k2.

On a (Ol, OM) = (Oi, OM) + (OM, OM’) + k25t
117w 35n
—ﬁ+n+k2n—ﬁ+k2n.
Les points du cercle trigonométrique tels que le triangle

ABM soitisocele sont les points associés aux réels 121%

et —% (en effet 325% =2m - %).
I On se propose de déterminer un algorithme
donnantla mesure, en radians, de I'angle géométrique
formé par les aiguilles d’'une horloge, a un temps
exprimé en minutes. On suppose que ce temps est
compris entre 0 h 00 min et 12 h 00 min. On reprend
les notations de I'exercice 165. On note 3 une mesure
de l'angle @, 5@) La mesure cherchée est donc la
mesure de l'angle géométrique POG, c'est-a-dire la
valeur absolue de la mesure principale o de . Pour
un temps déterminé, notons H le nombre d’heures et
M le nombre de minutes.

On a l'algorithme suivant:

Initialisation
Saisir H, M
Traitement
M
T prend la valeur H + 55

B prend la valeur —HTT[T
Calculer a

Sortie

Afficher |al

Pour le calcul de o, on pourra se reporter a l'exercice 160.

[ Si sin x + cos x =1, alors (sin x + cos x)2 = 1.
Donc sin? x + cos2 x + 2sinxcos x = 1.

(@ Activites TICE

On en déduit que sin x cos x = 0. On est donc conduit
a résoudre les deux équations sin x=0et cos x=0.
La premiére équation a pour solutions les réels 2k et
les réels it + 2kst.

La deuxieme équation a pour solutions les réels % + 2km

. T
et les réels - 5 + 2k,
Les réels 7t + 2k ne sont pas solutions de I'équation
sinx+cosx=1,caralorscosx=-1etsinx+cosx=-1.
X
2
sinx+cosx=1,caralorssinx=-1etsinx+cosx=-1.

Les réels — = + 2kmt ne sont pas solutions de I'équation
Les autres solutions trouvées conviennent.
On peut donc conclure que I'équation sinx+cosx=1a

Ty ok

pour solutions dans R, les réels 2k et les réels 3

m=211

1.43 rad

L'utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique
permet de conjecturer le résultat.

On trouve comme approximation du réel x la mesure
principale de (ai, O_A), soit 1,13 radian.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
07S_exercice170.ggb (Geogebra)

et 07S_exercice170.g2w (Geoplan).

TP (1 Losange articule

On se propose, ici, de mettre en évidence des ensembles de
points construits a partir d’'un losange dont les sommets
vérifient certaines contraintes.
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Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
07S_TP1.ggb (Geogebra) et 07S_TP1.g2w (Geoplan).
07S_correctionTP1A.ggb, 07S_correctionTP1A2.ggb
et 075_correctionTP1B.ggb (Geogebra).
07S_corrrectionTP1A.g2w (Geoplan).



Partie A
1.llestpossible de partir directement du fichier 07S_TP1.ggb
ou 075_TP1.g2w pour ne pas faire cette construction.

a-of
-—

On observe que le point S appartient au diamétre [I'l]
du cercle. Kappartient a un cercle de centre O, de rayon

%. Le point M appartient a une ellipse de centre O.

Partie B

1.a.0naA(cosa;sina).

b. C est le symétrique de A par rapport a (Ol), donc
C(cos a; -sin a).

2. K est le milieu de [OA], donc K(% cosa; %sina).

S est le milieu de [AC], donc S(cos a; 0).

B est le symétrique de O par rapport a S, donc

B(2cos a; 0).

3. M est le milieu de [AB], donc M (% cosa; %sina) .

4. a. l'abscisse de B est égale a 2cos a.

Comme -1 < cos a < 1, la valeur maximale de la
distance OB est 2.

Le point B appartient a un segment porté par (II') centré
en O et de longueur 4.

b. Le point S a pour coordonnées (cosa; 0) donc S est
un point du segment [II'].

5.a.0K= % OA.

b. Par suite OK=_ car [OA] est un rayon du cercle.
I_1e point Kappartient au cercle de centre O et de rayon
2 )

6.a.0na cosa=3x et sina=4y.

b.Onsaitque cos?a+sin?a=1, donclescoordonnées
de M vérifient I'équation gxz +16y°=1.

c. Le point M appartient a une ellipse de centre O.
On obtient les tracés suivants:

TP 2 Secleur circulaire d'aire

ou de perimetlre fixe
Dans ce TP, on étudie les variations de I'aire ou du
périmetre d’un secteur angulaire, en fonction de I'angle
de ce secteur, dans deux situations : le périmetre est fixé
ou l'aire est fixée.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
07S_TP2.ggb (Geogebra) et 07S_TP2.g2w (Geoplan).
07S_correctionTP2B.ggb et 07S_correctionTP2B.ggb
(Geogebra), 07S_correctionTP2C.xws (Xcas) et
07S_correctionTP2C.dfw (Derive).

PartieA

1. Le périmeétre cherché est égala 2 + T (

5 encm).

Son aire est = (en cm?).

2. L'arc de cercle AB a pour longueur aR, donc le
périmetre P du secteur angulaire est 2R + aR.

Ainsi P=(2 + a)R.

3. L'aire S étant proportionnelle a la mesure de I'angle

2n  wR?
au centre,ona T =5

N[Q

On en déduitque S= = R~

PartieB

Les fichiers 075_TP2.ggb (Geogebra) et 075_TP2.g2w
(Geoplan) peuvent étre donnés aux éléves pour gagner

du temps en ne faisant pas la construction.
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10
1.a.R= 1 a”

On obtient le tracé suivant:

a=15

T Crcontererce = 10

—~ [N
ra ' \
|
,
CLELRFRY

\

\ !
/

On peut conjecturer que la valeur de a telle que I'aire
soit maximale est égale a 2 (radians).

L'aire S est alors voisine de 6,25 cm?.

b. Pour toute autre valeur de P, on trouve a=2.

a 1
2P X Grap =2 =P xf@

(2+a)
c. La fonction f est de la forme d’'un quotient.

, y_ 2-ad
On adonc f(a)—(2+a)3.

Sur l'intervalle [0; 27, (2 + a)? est un réel positif. Donc
f'(a) a méme signe que 2 - a.

D'ou f'(a)=0 sur[0;2]et f(a) <0 sur[2;2m[.
Lafonction fest donc croissante sur [0; 2] et décroissante
sur [2; 2ml.

d. Comme 3 P? est un réel positif, la fonction g a les

mémes variations que la fonction f.
L'aire du secteur angulaire est maximale lorsque a=2

radians. Ce résultat ne dépend pas de la valeur choisie

. ) . P?
pour P. L'aire est alors égale a 16 -
Si P=10cm, alors S=6,25cm?
Partie C

1. R est un réel positif, donc R= JZ_GS .

TP2 Partie C

2.0nsaitqueP=(2+a)R,donc P=(2+aqa) E =h(a).

2+a ,1
h(a)= mXﬁZmX ﬁ

La fonction h n’est pas définie pour 0.

3. Le réel +25 est positif. Le sens de variation de la

fonction h est le méme que celui de la fonction ‘]%7 .

La fonction f est positive. On sait que f est croissante
sur [0; 2[ et décroissante sur [2 ; 2m[.

Donc % est décroissante sur ]0 ; 2[ et croissante sur
[2; 2x[. La fonction racine carrée étant croissante sur
[0; + o[, on en déduit que la fonction h est décroissante
sur ]0; 2[ et croissante sur [2; 2m[.

Elle admet donc un minimum pour a = 2.

On peut donc conclure que le périmétre est minimal
pour a = 2 radians. Ce résultat ne dépend pas de la
valeur choisie pour S. Le périmétre est alors égal a 4
JS (encm).

Compléments

a. Comme dans la partie B, une recherche préalable
peut étre faite a I'aide d'un logiciel de géométrie. Voici
la figure obtenue dans le cas ou l'aire S est égale a
8 cm2. Dans ce cas P = 8v2 = 11,31 cm pour
a=2 radians.

z-2

Sirconftraree = 1135

sl =&

b. Dans I'étude du sens de variation de la fonction h, on
peut utiliser un logiciel de calcul formel pour calculer
la dérivée h’. L'écran obtenu avec Xcas est ci-dessous.

|nix)=sqrt{25)* (2+x)isgrt(x)

x> +/2.5.(21%)

i

Ay ]

}g dariver(h(x).x)

K

+/2-54 ~.,fﬁ‘(2+x).{ 1y ).xz
% ' 2 x

1

Flel v

simplify((sqri(2*S )i (sqrifx))+sqrif2™ Sy (2+x)" 1-2" 1" (142}

z
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CHAPITRE

() Le programme

Le chapitre consacré au produit scalaire est, de maniere logique, placé apres ceux consacrés a la géométrie
plane et a la trigonométrie puisque le produit scalaire va mobiliser le calcul vectoriel, la définition de
la norme d’un vecteur et le cosinus d’un angle non orienté.

Contenus

Produit scalaire dans le plan

Définition, propriétés.

Capacités attendues

o Calculer le produit scalaire de
deux vecteurs par différentes
méthodes :

- projection orthogonale ;

- analytiquement ;

—aVlaide des normes et d’'un angle ;

Commentaires

Il est intéressant de démontrer
égalité des expressions attachées
a chacune de ces méthodes.

La démonstration du théoréme
de la médiane fournit 'occasion de

- al'aide des normes. travailler le calcul vectoriel en lien
avec le produit scalaire.

o Choisir la méthode la plus
adaptée en vue de la résolution

d’un probléme.

(3 Notre point de vue

Pour construire ce chapitre, nous avons tenu compte du fait que la notion de « Travail d’une Force »
n’est plus au programme de la classe de Premiére S en physique et que, d’autre part , il est écrit
dans les commentaires du programme « qu’il est intéressant de démontrer I'égalité des expressions
attachées a chacune des méthodes permettant de calculer le produit scalaire de deux vecteurs ».
Ainsi, nous avons choisi de définir le produit scalaire de deux vecteurs a 'aide de 'expression

U |

Usv= E(” u-v [ u (-1 7”2). En effet, & partir de cette définition, il est possible de démontrer toutes

les autres expressions du produit scalaire. Nous terminons le cours par le théoréme de la médiane dont
la démonstration « fournit l'occasion de travailler le calcul vectoriel en lien avec le produit scalaire ».
Apres une série d’exercices ou il s’agit de calculer des produits scalaires par des méthodes variées,
nous proposons des exercices dans lesquels le produit scalaire apparait clairement comme étant
un nouvel outil pour calculer des longueurs, des angles et démontrer une orthogonalité. Dans les
exercices d’approfondissement, il est souvent possible d’utiliser un logiciel de géométrie dynamique
pour conjecturer des propriétés, que 'on démontre ensuite en utilisant le produit scalaire de maniere
appropriée. Nous avons placé quelques problémes de recherche de « lieux géométriques », parce qu’ils
permettent de mettre en ceuvre et de consolider Poutil « produit scalaire ». L’exercice proposé dans
la rubrique « Chercher avec méthode » propose de démontrer une propriété liée & une configuration
dans un triangle. Il est court, d’une difficulté raisonnable et peut étre traité de différentes maniéres.
La solution exposée montre que le produit scalaire, utilisé a bon escient, est un outil efficace et rapide.
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Les TP proposés conduisent a utiliser un logiciel de géométrie dynamique pour conjecturer un ensemble

de points ou étudier des configurations du plan. Le second TP aborde la notion de « puissance d’un

point par rapport a un cercle ».

Les notions abordées dans le chapitre 8

1. Définition et expression analytique

2. Bilinéarité et expression avec le projeté orthogonal
3. Expression du produit scalaire avec norme et angles, théoréeme de la médiane

(3 Avant de commencer

Se tester avec des QCM

OB; QA; eAetC.;
eBetC; @C; OA;

Se tester avec des exercices

O3BetD;

GB; gA.

@ a. Le triangle ABC est rectangle et isocele en B.
b. Le point D tel que BA + BC = BD est le quatriéme
sommet du parallélogramme BCDA. Comme le triangle
ABC est rectangle et isocéle en B, BCDA est un carré.

®S| AE = AB + 2BC, alors AE - AB = 2BC, c'est-a-dire
BE = 2BC. Ce qui signifie que C est le milieu de [EB].

(®) Activites

D'autre part, AF = ZK, donc C est le milieu de [AF]. Le
quadrilatére ABFE est donc un parallélogramme de
centre C. Comme CA = CB (ABC est isocele en C), ses
diagonales sont égales, donc c’est un rectangle.
@ cosBAD =0.
cos ACD = Y2 car ACD = ™.

[ 2 N
cos CBE = — car CBE=Z.

2 3

DCE=Z.T
2°3

C/E3\E=n—§,donccosc/l3\E}=——

, donc cos DCE = —sin(%) = —g )

Actlivité (1 Calculs de longueurs
Il s’agit d'introduire la premiére expression du produit
scalaire dans deux cas particuliers :

1. Les points A, B et C sont alignés et B appartient au
segment [AC];

2. ABCest rectangle en B.
L'activité utilise la définition de la norme d' d'un vecteur

|AB|| = AB et la relation de Chasles : AB + BC = AC.

Dans la question 1. b., on écrit AC2 = (AB + B(C)?
et||AC|P = =AC2.

Actlivité 2 Dans un repere

Ici, on veut découvrir I'expression du produit scalaire
de deux vecteurs définis par leurs coordonnées dans un
repére orthonormé.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
08S_activite1.ggb (Geogebra).

1.0n commence par un cas particulier. On calcule - va

I'aide de la définition U-V:% ([d+VIP-I[d2-[v]p) et
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on obtient ﬁ-V=%(34—20— 10)=2

On vérifieque 2x3+4x(-1)=
2. On utilise maintenant un logiciel de géométrie
dynamique (voir le fichier 08S_activité1.ggb).
Aide pour utiliser le logiciel : on définit I'origine O du
repeére en saisissant : O = (0, 0). Pour définir A, on saisit
=(2,4);idem pour B = (3, —1). On définit le vecteur
U=0Aavec I’icéne. On fait de méme pour v = OB.
Ensuite, on définit deux curseurs g et b a l'aide de
licone [+ et dans « Saisie », on écrit [ M =(ab) ].
On deflnlt ainsi le vecteur w (icéne par
= OM. Pour construire le point C tel que
OC U+ W, on saisit [OC vecteur[u] + vecteur[v]].
Lorsque les curseurs a et b varient, les points M et C
se déplacent. On affiche les longueurs OA, OM et OC
al'aide de I'icone .
On calcule et on affiche les réelsp =2 xa + 4 x b et
q=% x (OC2— OA2 -
(p= 2*a+4*b et q=0.5*(distance[0,A]"2+(distance......)......)]

OM2) en écrivant dans « saisie » :




On peut ainsi constater que p = g, ce qui permet
d’introduire I'expression du produit scalaire de deux
vecteurs définis par leurs coordonnées dans un repere
orthonormé.

Actlivité '3 0uv I'on relrouve I'slgebre

L'objectif est de découvrir la bilinéarité du produit scalaire.
Onutiliseicil'expression du produit scalaire de deux vecteurs
définis par leurs coordonnées dans un repére orthonormé.
1.U+V) w=(@+3)x2+(b+1)x(-2)=2a-2b+4;
U-w=2a-2betvV-w=4,doU(U+V) - W=U-W+V*W.
=(a+37+(b+1)2=a*+b2+6a+2b+10
=(a?+b?) +10+2(3a+0b),

soit U2+ V2+2U-V.

2.U+V)U+v)

Aclivité 4 Avec une projeclion
orthogonale

L’objectif est d’introduire I'expression du produit scalaire
al'aide du projeté orthogonal.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
08S_activite4.ggb (Geogebra).

1. Aide pour utiliser le logiciel : on utilise les
icones dont l'utilisation a été décrite dans I'activité 2.
On définit les vecteurs U = AB et v = AM. Pour calculer
et faire afficher le produit scalaire U -V, on saisit(p= u*v].
On constate que lorsque H est fixe et que M se déplace
sur la droite 9, le produit scalaire U -V est constant.
Lorsque H se déplace sur (AB), le produit scalaire ti+v
est positif si H appartient a la demi-droite [AB) d'origine
A, négatif sinon.

2. Ladémonstration repose sur larelation de Chasles, la
linéarité du produit scalaire et sur le fait que AB-HM =0,

car (AB) et (HM) sont perpendlculalres On en déduit
que AB-AM = AB- AH ce qui permet de donner une
autre expression du produit scalaire.

3. Cette question reprend les observations et les
conclusions de la question 1. b.

Actlivitée 5 Le déplacement d'une luge

Il s’agit maintenant d’introduire la derniére expression du
produit scalaire al'aide des normes et du cosinus de l'angle.

1. Nous avons choisi d'utiliser la notion de « travail
d’une force » (sans citer ce mot puisque cette notion
n’est plus au programme en physique), parce qu'il nous
semble que les éleves peuvent aisément comprendre
que dans la situation présentée, certaines forces vont
favoriser le déplacement, d’autres vont s'y opposer.
On verra ainsi que lorsqu’un produit scalaire est
positif, cela correspond a la situation ou la force
exercée contribue au déplacement dela luge; lorsque
le produit scalaire est négatif, la force s’y oppose.
Dans la question b., on peut généraliser en concluant
que c'est la valeur de I'angle entre la force et le
déplacement qui fait que la force favorise, s'oppose
ou n'intervient pas sur le déplacement.

2. On calcule dans chacun des cas la quantité W.

=AB; W2—£AB W =0; W, = —2B .\, = _pB.

On verlfle que par exemple pour Fz , W, = Fz -AB.

En effet, F2 -AB=AH x ABsiHestle projeté orthogonal
2

de I'extrémité de Esur (AB). On montre que AH = 5

(trigonométrie dans le triangle rectangle construit a
I'aide du point H) et ainsi W, = F,+AB.

 exercices

POUR DEMARRER

BN |u+V|2=10+36+1=47donc|u+V|=v47

IEN AB-AD = 0,5(64 - 36 - 16) = 6 ; AB-CD = 16 ;
AB-CA=-22; AB-BA=-22; CB-CD=6.

KB AB-AC=0,5(48-16-16)=6; CA-CB=8.
Elu-v=13; u2=61; v2=10; 2u-v=26.

KM AB-AC=3; AB-BC=-23; BA-CA=3;AC-CB=-9.

A 1. Non. 2. Oui. 3. Oui.
El1.m=48. 2.m=-28.
3.(Im-9)(m+2)-4(m-7)=0, soit m=10u10.
BN soit A(1;1),B(2; 3), C(-2; 1) et D(2 ; 1), alors

AB(1; 2) et CD(4;-2). AB-CD=4-4=0.
Donc (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

[EIJ ABC est un triangle rectangle isocéle en B.
[EEN MNP est un triangle rectangle en N.
EE2u +3v)-(U-v)=11;
(U+2v)2=76.

m Si . AB- AC =8, alors AB CA = —AB AC =
BA-AC=-AB-AC=-8 et BA-CA=AB-AC= 8

(-U+V)-(4U +Vv)=-37;
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EDIBA-BC=36; AB-AH=20; CA-CB = 45.
EEI AB-AD =0;AB-BD =-36; AB-AC=36;
AC-BD=0;BC-BD = 36.
3 AB-AC=25; AB-BC=0; BC:CA=-9.
EEAAB-AD=0; AB-BC=8; AB-CD=-24
AC-AD=16; BA-BC=-8; BC-AD = 16.
EEIAB-AC =21, 55

2

EEl1.u-v=-9. 2.u-v= 3.U-v=1843.

EDIAB-AC=18,CA-CB=18,CA-AB=-18,CA-BA=18.
EXAB=5.

m1.ﬁ-ﬁ=g. 2.GE=+13 et GF:?.
3.EGF=T.
4

POUR S’ ENTRAINER

[EE1 Si ABCD est un parallélogramme tel que AB = 5,
AC=9 et AD =6, alors AB-AD = %(81 - 25-36) car
AC=AB+AD, d’oui AB+AD = 10. AB+CD = AB-BA = -25.
ﬁ-@f:%(CBZ-ABZ-CAZ)=%(36-25-81)=-35.
CB-CD =-AD-(-AB) = AB-AD = 10.
EZIBA-AC=0,5(BC2- AB2- AC?) =
L s
AB-BC=-14,5 CA-BC=5,5.
EZ1.8D=12.

2, AB AD 05(162—102—102) 8

BC BA——28 CD- AD——28 CD- AB——1OO
BC+AD = 100.

X On utilise la commutativité de I'addition vectorielle.

0,5(9-16-36)

EZ Faux, si u-v=0,alors U etV sontorthogonaux.
EZd Faux,si u2=Vv2alors U+ Vetu-Vvsontorthogonaux.
EXl Faux car (U-v) estun réel.

[EX Vrai car DA + DC = DB.

Eflu(6;-2)etv(1;-3). U-v=6+6=12; U2=36+4=40,
V2=149=10; -2u-v=-2x(12) =-24.
EZIAB-AC=8;AB-BC=-42;BA-CA=8;AC-CB=-15
EI Afficher « le vecteur u a pour coordonnées »
Saisir a, b

Afficher « le vecteur v a pour coordonnées »
Saisirc, d

p prend la valeur ab + cd

Afficher « u-v=»

Afficher p
Fin

EQAB-CD=0.
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[EH Le triangle EFG est rectangle isocéle en F.

[EA ABCD est un losange.

[EZA EH = EF + EG, on obtient H(35; 3).

[EXJ Le centre a pour coordonnées (2 ; %

Le rayon est % .

£ AB-AC=0, soit 8(x-5)+6=0.

On obtient C(3—84 ; 0).

EZEBA-BC =0, soit —24+(2-y)(-y) =

On obtienty =6 ouy =-4.Donc B(0; 6) et B'(0; - 4).

o L . 18
EZ1 u-v=-32. uetw sontorthogonaux sim = <
Vet w sont orthogonaux sim = 6.

43 |
Afficher « le vecteur u a pour coordonnées »
Saisir a, b
Afficher « le vecteur v a pour coordonnées »
Saisir ¢, d
p prend la valeur ab + cd
Sip=0
Alors afficher « les vecteurs u et v sont orthogonaux »
Sinon Afficher « ils ne sont pas orthogonaux »
Fin Si

[EZ3 1. Etant donné trois points A, B et C. Le point C
appartient au cercle de diamétre [AB] si, et seulement
si, le triangle ACB est rectangle en C ou bien si C est
confondu avec A ou B, soit CA-CB=0.

2,0n montre a l'aide des coordonnées que CA-CB =0.
51 On montre a I'aide des coordonnées que BA-BC=0.
£ Faux car le produit scalaire est non nul.

I Vrai car AB = DC et AC-DB = 0.

3 vrai car MN-MP = 0.

21 AB-AC= 10, AB-CA=-AB-AC=-10;

BA AC——AB AC——1O BA CA= AB AC—1O
BA+2AC=-2AB-AC=-20et 3AB-4AC = 12AB-AC = 120.

EJAB-AD=5+10=15;BA+DA=15;BA-AD =-15.
mDA DC 0,5(100-36-42)=11,d'ou AB AD -11.
AB AD——11—05(AC2 36 - 49),

d'ott AC2=-22 +36 +49, soit AC=+63.

1 AB-AC = (Al + IB)(AI - IB) =25 - 16 =9.

IEE1 AB-AB = AB-AC + AB-CB = 9, soit AB = 3.
EJAB-AC=05(9+36-49)=-2;
BC:BA=0,5(49+9-36)=11; CB-CA=38.
in(g+vl2=§6+16-1o=42; (U-V)?=36+16+10=62;
(U+Vv)(u-v)=36-16=20.

&2 Comme (AB - AC) = CB, il faut que ABDC soit un
losange (parallélogramme dont les diagonales sont
perpendiculaires).



[E32.AC=AB-BC et BD=BC-AB, d'oli ladémonstration.
3.AC2+BD?2=2(AB2+B(C?,d'ou:

BD2 = 2(36 + 16) - 64 = 40, d’ols BD = V40.

B Faux:5u-v.

X Faux: 4u-v.

I Vrai, voir I'exercice [EA.

22 BC est un triangle équilatéral de coté 5.
Ké-ﬁszSx%zQ,S; BC-BA=125;

AB-BC=-BC-BA=-125; BA-AC=-AB-AC=-125;
CA-BC=CA-(-CB) =-12,5.
mﬁ-ﬁ=4;ﬁ-ﬁ=10; E-@:m;

HF -HE=0; GE-FG =-10.

21 AB-BD=-25; AB-BC=0; AC-BD=0; CB-BD=-25;
AB-CD=-25; oﬁ’-o?’:-%?s-ﬁ)’:—n,s.

m Le coté du losange mesure J_
AC BD 0; BC BD 50 AB AC 32;
AB AD 41-50=-9; BA BC 41 +8(-4)=09.

A (AB + AC)-BC = 0 car si on nomme | le milieu de
[BC], AB + AC=2Al, et (Al) et (BC) sont perpendiculaires.

68 | IB+IC = —%2 + ab (on décompose, par exemple
IB=1A + AB).

= AB AD = AA"-AD = AC-AD et AA’-AD = AE-AA’
car ADE = 90°.

EZJAB - AF = AB2 car ABF = 90° et de méme AC - AF =AC2.
AB2 + AC2 = 2AI-AF car AB-AC = 2Ai(l est le milieu
de [BC]).

EZ1 si ABC est un triangle rectangle en A, alors
AB-AC =0.

1. Cette proposition est vraie.

2.1a recnproque de cette proposition est vraie : si
AB-AC=0et A, B, Cdistincts, alors ABC est un triangle
rectangle en A.

3. La contraposée de cette proposition est vraie : si
AB-AC # 0, alors ABC n’est pas rectangle en A puisque
les vecteurs ne sont pas orthogonaux.

EA. SiABCDeestun parallélogramme, alors AB-DC=AB>.
Vrai car AB = DC.

La réciproque est fausse, prendre par exemple un
trapéze ABCD rectangle en A et B.

2. Si B appartient au segment [AC], alors
AB-AC =AB x AC. Vrai par définition du produit scalaire
lorsque les points sont alignés.

La réciproque est fausse : par exemple, C appartient
au segment [AB].

3. Si H est I'orthocentre du triangle ABC, alors

AH-BC = BH-AC = 0. Vrai ainsi que la réciproque

(définition et propriété de I'orthocentre d’un triangle).

4.Siu-v=u-w,alors V= w. Faux, on a en fait:

U+ (v-w)=0, soit Uorthogonal a v-w.

Par contre, la réciproque est vraie.

EZ3 L'ensemble des points M tels que AM - AB = 0 est

la droite perpendiculaire a (AB) passant par A.

L'ensemble des points M tels que BM+AB = 0 est la

droite perpendiculaire a (AB) passant par B.

E 1. BM-AB = 25. L'ensemble des points M est la

droite perpendiculaire a (AB) passant par le symétrique

de A par rapport a B.

2. AM:+BA =10. L'ensemble des points M est la droite
. 2

perpendiculaire a (AB) passant par H tel que AH = 5 BA.

3.BM-BA =-10. L'ensemble des points M est la droite

— 2
perpendiculaire a (AB) passant par H tel que BH = 7 AB.

77 | 1.E-mzﬁ-méquivauté BC-AM = 0.

L'ensemble des points M est la droite perpendiculaire

a (BC) passant par A.

2.AB-AM + AC-AM =0 équivaut a Ai-AM =0 ot | est

le milieu de [BC]. L'ensemble des points M est la droite

perpendiculaire a (Al) passant par A.

EZX Cest le cercle de diamétre [AB].

[EZ1 MA - MB = (MO + OA)(MO - OA) = MO? - OA,

MA - MB =9 donne MO2 - 16 = 9, soit MO = 5.

Cercle de centre O et de rayon 5.

MA-MB = -4, alors MO? - 16 = -4, soit MO = 2+3.

Cercle de centre O et de rayon 2 NEY

MA - MB = -40, alors MO? - 16 = -40, soit MO? = -24

Ensemble vide.

mAB AC = 16. AB-AE = 4AB- AF =12, 0n obtient:
AB-CI=0 en décomposant Ci=AC + AE +AF

d’ou orthogonalité de (AB) et (Cl), ce qui prouve que

les points B, C et | sont alignés.

EE0 AB-AH = AC-AH entraine BC:AH = 0. Vrai.

EZ Faux: AC-AB=-BC+AB.

EE2 Vrai, & condition que B et C distincts. Le point C

se projette sur B.

[EZ3 Vrai parce que le point M se projette a I'intérieur

du segment [AB].

3 Faux carsi | est le milieu, Ai+AB = % AB2.
mﬁ-ﬁ=5x7xg.

EAAB=5.

EX1.6-v=-153; 2.%; 3.-18V3; 4.3.
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EX pour construire les vecteurs v il y en a deux dans
chacun des cas), on détermine I'angle géométrique
entre les deux vecteurs ; pour la construction, on utilise
les angles orientés, d'ou deux cas possibles.

g 271 5n 7T
1.3 2.5 3.2 4.2.
EJOoA-0B=8; OA-OC=-8; AB-DE=-16;
FA-FC=16; OC-DB=0.
mOA OB 2; OA-0C = -2+,

d'otl OA’-OC=2V3; OA+-BC=-2V3 -2.
211 ACB environ égal 2 41°; 2. ACB environ égal 3 99°.

m1.AB DC= =35; AD BC=9; DC-BC =14;
AB BC =10; DB-DC = 35.

2AC DB 35-10+14-13=26.

3.CA- CB—13+10—23 d’otl ACB environ égal a 33°.

m1.BA AC=0,5(16 - 49 — 25) = 29 ;
AB-BC = 05(25 49-16)=-20;

CA-BC= 2(49—16 25) =

2.AB-AC= AB2 + AB-BC=49-20=29;

de méme: BA- BC 49 - 29 =20.

3. On obtient ABC environ égal a 44°; BAC environ
égal a 34° et donc ABC environ égal a 102°.

[ 96 | AB-AC = 10;
BC?2=BC?>=(BA+AC)?=
CA-CB=16-10=6.
D’ou ACB environ égal a 71°.

EIl 1l faut lire dans I'énoncé AC=7 etnon AC=9.
PLB\-AD=O,5(49— 16-25)=4,d'ou AB-AC=4+16=20.
BAC environ égal a 44°.

23 AB- AC = -24 donc I'angle BAC est obtus.
[X11.AB-AC=-13 et BC-BA=30.

2.D'ou BAC environ égal a 111°et ABC environ égal a
47°.0n en déduit ABC environ égal a 22°.

EXX11.0n peut construire deux triangles car cos BAC =0,5.
2. On obtient deux ux points C et C; symétriques par
rapport a (AB) et BAC BAC1 =60°.

[LH mMéme raisonnement qu‘a I'exercice [l et
BAC =120°

[LE mMéme raisonnement qu'a I'exercice [ et
BAC = 132°.

[ BA-BC = 2 donc ABC est aigu, ce qui permet de
dire que H appartient au segment [BC].
BC=5,doncBH = %

n Je+2 . a 6-
MH0A-0B= cos o=, etsino =)
L On obtient OM2 = 4, OM = 2, d’oui cercle de centre
O etderayon 2.

25+16-20=21,d'0uBC=+21;

1%
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[T AB? + AC2= 21A2 + L BC? sil est le milieu de [BC],

d'ou IA=+18,25.

De méme, si J est le milieu de [AB], CJ=+28.

LX La diagonale [AC] mesure 4 V7.

[LE La proposition et sa réciproque sont vraies car un

angle est obtus si, et seulement si, son cosinus est négatif.

EET] 1. La proposition est vraie car BAC = 60°. Donc la

contraposée est vraie, c'est-a-dire : si AB-AC # 3 AB?,

alors ABC n’est pas équilatéral.

Une proposition et sa contraposée sont équivalentes.

2. Faux. AB+AC = % AB’ entraine seulement que C se

projette au milieu de [AB].

K] Vrai car BC* = (20B)* = 40B.

EEE Vrai car cos BAC positif, donc I'angle est aigu.

EEEl Faux, il y en a deux (cf. exercice ETH).

MOn montre que CI Dj= i 0 en ecrlvant parexemple:
(CA +CB) et D= (DA +DB).

m On montre que EF AC =0 en décomposant EF.

Par exemple : EF = EA + AB + AF.
3a2 a®> a?
EF-AC __T+7+7 si on pose AB =a.

[(EE1.8I=BJ=a ﬁ .On utilise le théoréme de Pythagore.

2.BI-BJ= 2 azcos IBJ. C'est une application directe du
résultat précédent.
3.BI-BJ = % (BA + BD)(BC + BD)

= % (0+a?2+a?+2a?)=az
cosIBJ = % ,d’ou IBJ environ égal a 37°.
EEE MN - MQ = (MB + BN)(MA + AQ)
=-MB x MA + BN x AQ =0.
On démontre de méme que le quadrilatére MNPQ
possédedeuxautresanglesdroits,donc c’estunrectangle.

A I'aide du théoréme de Pythagore, on prouve que
deux cotés consécutifs sont égaux. Donc c’est un carré.

EEE] Avec la premiére expression :

E-Fc’:-ﬁ-?c’:-% (100 - 36— 25) = ~19,5.

B AB-AC = 3x4x-£_—6J—
[ AB-AC=9x6= 54

[EX1 AB-AC = 12,5.

2 AB-AC=-12.

EE AB-AC =0.

D AB-AC=10x5=50.

[EH AB-AC=6x6=36.



EEB AB-AC = AB-(AO + OC) =
I AB-AC=8x4=32.

4x4x%x05+16=24.

BT AB-AC=5 x5 x ﬁ_g
B AB-AC=0.
EE AB-AC=0.

HLE\'-B_C’:% (100-49-81) =-15, BA+DC = -49

AD-CD=-15, AB-BD =AB-(BC +CD)=15-49=-34

et AB-AD=AB2+AB-BD =49 - 34 =15.

2. ﬁ-ﬁ:% (AC2 - AB2 - AD?),

d'ol AC2=30+49+81=160; AC=4+10.

EEE1On obtient BAC environ égal a 14° et ABC environ
égal a 127°.
EEEAB-AC=18;CB-AC=-18;Ai-CJ=13,5;AB-lj=-18
[Eﬂo_B'-o_c'=l(64-25-25)=

cosBOC == d ot BOC environ égal a 74°.
2 2
[EAE-BF:(AB+BE)(BC+CF)=%—%=O.

POUR FAIRE LE POINT

OA; ©s; € ABetC;
OsetdD; OA; @3B, CetD;
OABetC; cetD; (PBetD.

() Réponse Bl faut lire AB+AC = % AC2,

O cetD;
Oc¢;

POUR APPROFONDIR

Ed 1. GA+GB+GC=0.DoncGA+ZGI=
déduit AG =

On montre de méme que BG==< BJ donc G point de
concours des médianes.

6et on

2.BC-BG=18; GA-BC=0; IG-AC=-9;
AG-BA=-18; GA- CA—18
3.GA2+GB2+GC2=— (AI2 + BJ2 + CK?)
_4 A|32+Ac2_|3c2+
=5
_4 3ABZ+3AC2+3BC2
9
AB?+AC?+BC? +AC2+BC2
Ici, on ob'uent?

[EZ 1. PA-PB = PA-PE car (PA) et (EB) sont
perpendlculalres
D'ou PA- PB (PO+OA) «(PO-OA) =d?-1.

2.Pi-AB B:E(PA-PB)-(A P + PB)
= L (PA-PE-PB'-PA) =0
d’apres la question précédente.
EE1.k=32. 2. k=-64
EEE 1. MA2 - MB2 = (Mi + 1A)? - (Mi + IA)? = 2Mi - AB.
2. a. Droite perpendiculaire a (AB) passant par B.

b. Droite perpendiculaire a (AB) passant par le milieu
de [IA]

— —

vl car|@-v)|=[|d]lv]|cos-v)|
et |cos(u+Vv)| estinférieur ou égal a 1.

V|| si, et seulement si, cos = 1 ou -1,
ce qui permet de dire que les vecteurs sont colinéaires.
Z511.AM-AM' = AB-AM’ car (AM') et (BM) sont perpen-
diculaires.

2.AM-AM = AB2si (BM') et (AB) sont perpendiculaires.
La droite (BM’) est tangente au cercle en B.

EZE Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
08S_exercice 142 (Geogebra).

Aide : on affiche le produit scalaire de deux vecteurs
en saisissant :.

Il semble que le produit scalaire est constant lorsque
M parcourt le cercle.

1. MA-MB = (Ml + IA) « (Ml = I1A) = MI2 — |A2, Or MI est
égal aurayon du cercle et |A est constant. La conjecture
est démontrée.

2.a. MA+-MB = 0. Cercle de diamétre [AB].

b. MA-MB :% a?. Cercle de centre | et de rayon a.

. MA-MB = -a2. Ensemble vide
3.MA-MB= k, 50|tIM2—k+ 7
nuI ensemble redmta un point.

doncsik+Z posmf

c'estun cercle Si k+ 7

Sik+ T négatif, ensemble vide.

KZEIAB - AF = AC-AE, car AB = AE, AC = AF et BAF = CAE.
O montre que Al-EF = 0 en écrivant par exemple :
ﬂ:% (ﬁ+ Ké) et EF =EA + AF eton utilise la propriété
démontrée précédemment.

EZZ On montre que Ai-DN=0en écrivant par exemple:
N:%(E+M) et DN = DA + AN et on utilise le fait
que AM = AN et AD = AB.

EZB Pour construire la figure avec Geogebra, on
utilise entre autres l'icbne @ pour tracer une droite
perpendiculaire a une autre passant par un point donné.
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On utilise également I’icéneg pour définir les points
H et K comme points d'intersection de ces droites
perpendiculaires a... avec les cotés du triangle.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
08S_exercice145 (Geogebra).

Pour démontrer que Wﬂz% AM + &f on peut écrire:
W-H:%(H_A+/ﬁ)-(A_B'+TC)
= 1 (-ANE-AB + ANi+AC) =3 AM-BC.

Les segments [HK] et [Al] sont orthogonaux si
AM-BC =0.
L3 AG-EC = (AB + BG)« (EB + BC)

=-ABx EB+BCxBG=0.
L AM -BC + BM-CA + CM - AB

=AM(BC + CA + AB) + BA-CA + CA-AB = 0.
On en déduit que si M appartient a deux hauteurs d’'un

trlangle il appartlent necessalrement a la troisieme car
AM-BC=BM-CA =0 entraine CM- AB 0.

L Aide pour conjecturer la nature de 'ensemble
décrit par | avec Geogebra

Les objets peuvent laisser une trace dans la vue
Graphique quand ils sont déplacés. On utilise le
Menu contextuel pour basculer vers ' Trace activée El
Ensuite, on modifie la construction de sorte que I'objet
dont on a activé la trace change de position et laisse
une trace.

Le point dont on veut créer le lieu doit dépendre du
mouvement d’un point se déplacant sur un objet (par
exemple : ligne, segment, cercle).

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
08S_exercice 148 (Geogebra).

Si on pose M(x; 0) et N(1; y) et comme D(0; 1), alors
DM-AN =0 entraine x =y.

Les coordonnées de N sont (1;x), celledel (X; ! ; )2()
1

=5

Les points | appartiennent donc au segment d'équation

soit y, =X

y=x--,avec x compris entre 0 et1.

EZZl Aide Geogebra : on trace la parabole en saisissant
=)

Ensuite, on utilise les aides déja présentées dans
I'exercice EEH. Pour afficher la longueur du segment
LN, on peut utiliser l'icone : cet outil donne la
distance entre deux points, deux lignes, ou un point et
une ligne et I'affiche sous forme d'un texte dynamique
dans la vue Graphique.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
08S_exercice 149 (Geogebra). )

Le coefficient directeur de (AB) est 2% =2a.
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L'équation de la droite (AB) est donc y = 2ax - a*.
Cette droite est tangente a la parabole en A.
SiN(0;y), alors AB-AN =0 entraine a® + (y - a%)(-2a?) =0,

1+ 2a? C1+2a?
> .Donc N(O, 3 )

Comme L a pour coordonnées (0 ; a?), on en déduit

soit y=

que LN = % Le segment [LN] a donc une longueur

constante.

EE 1. a. Pour montrer er que H HB-HC = -AH2 on
peut écrire HB+HC = (HA + AB) (HA + AC) d’ol
HB HC =HA2 - AH? - AH + 0= -AH2,

b. Alors Hi-Hi = 5 (HA + HB): (HA + HO

_l 2 _ 2) —
= (HAZ-AH) =0

2. Soit O le milieu de [BC], on montre (avec le théoreme
des milieux) que OIAJ est un quadrilatere qui a trois
angles droits, donc c’est un rectangle, et par conséquent
le quatrieme angle [0J est droit ; ce qui signifie que
O appartient au cercle de diameétre [lJ]. Or, on sait
que H appartient au cercle de diametre [OA], dong,
d’apres ce qui précéde au cercle de diamétre [IJ], (HI)
est perpendiculaire a (H)).

3.0nall== (theoreme des milieux) ; HI = % ([HI] est
une medlane du triangle rectangle AHC) et de méme
HJ =
théoréme de Pythagore.

[Z11.BN-CM =0 car:

BN- CTVT—— (BD +BO)+(CD + CA) = =4 V@2+0+0-a2).
2.0n montre de méme que BN-AR = 0, etc.etonen

g. On conclut en utilisant la réciproque du

déduit que EFGH a trois angles droits, donc c’est un
rectangle.

3. GF = GC, théoreme des milieux dans le triangle CFD.

2
4.MC2= >, soit MC= g
5.0n montre que GH _1 BG (théoréme des milieux)

4 aJ5 a5
etque GN EFD D'ol BG= gT tGH—?.

Méme démonstration pour GF.
6. Cette question reprend les conclusions des questions
précédentes.

EE2 1. Le réel k tel que I'ensemble des points M tel
MA - MC = k est le cercle circonscrit au carré ABCD est
k=0. X
2.a.MA-MC = (MG + OA) (MO - OA) = MO? - Z-.

2 2
b. MO2- %: k si MO2=k+ %. Pour que I'ensemble

cherché soit le cercle inscrit dans le carré, il faut que

2 2
OM:%,soit k+2 =9 Onobtient k:—a—.

2
24 4



EEE] Aide pour conjecturer la nature de 'ensemble
décrit par | avec Geogebra : voir I'exercice (5.
Fichier associé sur www.bordas-indice.fr :
08S_exercice 153 (Geogebra).

1. Le lieu des points M semble étre un cercle. La
longueur IM est constante.

2. a. (OM) et (PQ) sont perpendiculaires car (OM) est
la médiatrice de [PQ].

b. Dans le triangle OPM, OP2=0M? + PM2,

Or PM =MQ=MA (triangle rectangle PAQ, M milieu
de [PQ]), donc MAZ + MO?2 =r2,

c. Théoreme de la médiane dans AMO :

2 2
MA2 + MO? = 2IM? + %, donc r2 = 2IM? + Ag)
2 _ 2
et |M2 = u
4
L 2r 02 . o
d.Leréel est positif car comme A est intérieur

aucercle: OA<r.

e. Conclusion : M parcourt le cercle de centre | et de
2r? - AO?

—

3. On consideére un point M quelconque de (A), donc
IM2 = 2r2 - AO?
4

a. Théoreme de la médiane dans OMA :

MAZ + MO? = 2IM2 + Ag) ,
AO?
5 -

rayon

ou | est le milieu de [OA].

2 _ 2
d'otl MA?+ MO? = z(%) +

Donc MAZ + MO?=r2,

Par suite OM2 < r? et M est a l'intérieur du disque de
centre O et de rayon r.

b. OP = 0Q et (OM) perpendiculaire a [PQ], alors (OM)
est la médiatrice de [PQ] et ainsi M est le milieu de [PQ].
OM?2=0P?-PM? (théoréme de Pythagore dansle triangle
rectangle OPM); d’autre part,onsaitque MAZ+MO?2=r2,
Alors MAZ + OP2 - PM2=r2,

Soit MAZ2=MP?2 puisque OP =r etainsi MA =MP.
On démontre de méme que MA = MQ.

Ce qui prouve que le triangle PAQ est rectangle en A.
Le point M est donc un point du lieu.

¢. Conclusion : le lieu est le cercle de centre | et de
rayon 2r’ - AO? .
4

@1 1.0npose BC=a et NB=b.
DM NR = (DC + CM) (NB + BR)

=0+ CN x NB-DC x BR + BR?

=(a-bb-ala-b)+(a-b?=0.
2. Soit B(a; 0),D(0; a), C(a; a) et M(x; x) (M appartient
a la droite d’équation y = x).
On a alors N(a ; x) et R(x ; 0). Soit DM(x X -a) et
NR(x a;—x). On montre ainsi que DM-NR =0.

[E31.GA+GB+GC=0. Or GB+GC=2GA,,
soit GA + 2GA'= 0. On en déduit que les points A, A’
et G sont alignés.

On montre de méme que B, B’ et G sont alignés.
Donc G est le point d'intersection de deux médianes ;
C est le centre de grawte de ABC

2 OA + ¢ OB + OC = OH or OB + OC = 20A’ donc
AH=20A".0r OA’ est la médiatrice de [BC], donc (AH) est
perpendiculaire a (BC) ; c’'est donc la hauteur issue de A.
On montre de méme que (BH) est la hauteur issue de B.
On en dedurc que H est !’ orthocentre du tnangle ABC.
3.GA +GB+GC = 0 et OA+OB+OC OH.

On en déduit que OH = 30G. Ainsi, les points O, G, H
sont alignés (droite d’Euler).

[E 1. Comme (EF) et (FE) sont perpendiculaires, on a
PE-PF = PE+PE.

OrPE PE':(P0+® (%-&):POZ-#.
2.BH- AC—(BP+PH) (AP + PC)=BP-PC + PH-AP.

Or BP PC——PB PC—r2 OP?

et PH-AP=-PA’-AP=PA’-PA=PO?- 2.

D'ot BP+PC+PH+-AP=0 et BH-AC=0.

Ce qui prouve (BH) est perpendiculaire a (AC). Or H
appartient aussi a la hauteur issue de A. Ce qui nous
permet de dire que H est I'orthocentre.

Conclusion : les symétriques de l'orthocentre par
rapport aux cotés du triangle appartiennent au cercle
circonscrit a ce triangle.

P Prises d'iniliatives

EEZ] On calcule de deux facons différentes le produit
scalaire DE - CA.

ﬁ-ﬁ’:%(ﬁm_é)-a:fa%

N|—

ﬁ-ﬁ:DExCAxcosﬁﬁC=§xa~/§xcosD/F\C.
Il vient cos DFC =% ,soit DFC = 71°.

EEE MA - MB = MI2 - 1A2 si| est le milieu de [AB.

De méme CA-CB=CI2-IA2,

Alors MA-MB=CA-CB si MI2-1A2=CI2- A2,

Soit MI=IC. Le lieu des points M est donc le cercle de
centre | et de rayon IC.

B2 On a AB = 4. Dong, I'ensemble des points M tels
que AM-AB = -8 est la droite perpendiculaire a (AB)

) — -1—
passant par le point H tel que AH= 5 AB.

On a de plus AM = d, d’oU trois cas possibles. Sid < 2,
pas de solution; si d =2, un seul point solution, le point
H;sid > 2, la droite perpendiculaire a (AB) passant par
le point H est solution.
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[ Les médianes (BI) et (CJ) sont perpendiculaires si,
etseulementsi GB?+GC2=BC% ennotantG le centre
de gravité de ce triangle.

C'est-a-dire g (BI2 + CJ?) =BC2
ouencore BI2Z+(CJ)2= % BC2.

Or, en utilisant le théoreme de la médiane, on peut
écrire BI2= E BA2+BC? - A

De méme CJ2— = CA2+CB2 AZB )
En ajoutant, on obtlent

1882 CA2
2

B2+ CJ2 = +ZBO)=%BC?

(@ Activites TICE

wn(%}+55750)—750.

Ce quidonne BAZ+ CA2=5BC2

&l Le quadrilatére OLSA est un losange car ses
quatre cotés sont égaux (rayon du cercle). Donc ses
diagonales sont perpendiculaires. On note J leur point
d’intersection et D le point diamétralement opposé a
S sur le cercle.

Ona SJ=100 carJestle milieu de [SO].

Alors Si-SC=Si-SD =5J-SD = 100 x 400 = 40 000.

Or  Si-SC=SIxSC=SIx300.
40000 400
Alors Sl=

300 & 3

TP (1 Orthocentre d’un trisngle variable

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
08S_TP1A.ggb et 08S_TP1B.ggb (Geogebra).
A.1.Aide:l'icone @ sert a tracer une droite passant
par un point donné, perpendiculaire a une droite
donnée. On l'utilise ici pour construire l'orthocentre
du triangle ABC construit. Dans la partie A, on utilise
également l'icéne pour construire une droite
passant par un point donné paralléle a une droite
donnée.
Dans tout I'exercice, pour visualiser I'ensemble décrit par
I'orthocentre H du triangle, on utilise le Menu contextuel
pour basculer vers  Trace activée . Ensuite, on modi-
fie la construction de sorte que I'objet dont on a activé
la trace change de position et laisse une trace.
Note : on peut désactiver la trace d'un objet en
décochant Trace activée dans le Menu contextuel, L'item
Rafraichir I'affichage @ d'Affichage efface toutes les
traces.
2.0n note (a; 0) les coordonnées du point A dans ce
repére, et (-a; 0) celles de B, avec a réel non nul.
La droite (d), paralléle a I'axe des abscisses, a une
équation est de la forme y = ¢, ou c est un réel non nul.
On note x I'abscisse du point C.
L'ordonnée de C est c et I'abscisse de H est la méme
que celle de C, c'est-a-dire x, donc H (x; y). On traduit
le fait que les droites (BH) et (AC) sont orthogonales
en écrivant BH-AC = 0, soit, en remplacant par les
coordonnées des vecteurs : (x + a)(x — a) + yc = 0, soit
y= —(xzc— a?) )
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Les points H décrivent donc la parabole d'équation
-x2+a?

Y= - Parabole tournée vers bas de sommet

2
(0 ; a?) .Lorsque H est situé au sommet de la parabole,

le triangle ABC estisocele en C car la hauteur (CH) passe
par le milieu de [AB].

B.1.0nnote (a;0) et (b;0) les coordonnées respectives
des points A et B dans ce repére, avec g et b réels.

La droite (d) passe par 'origine du repére donc son
équation est de la forme y = mx. Si on note x I'abscisse
de C, son ordonnées est mx. H a pour abscisse x, la
méme ne que celle de C; soit y son ordonnée.
BH-AC=0 donc, avec les coordonnées des vecteurs,
on obtient (x - b)(x — a)+ ymx=0.

-x-b)x-a) -x*>+(@+b)x-ab

mx mx
non nul puisqu’on suppose que (d) est non

Soity = avec x

perpendiculaire a (AB).

Les points H appartiennent a la courbe représentative

-x2 +(a+b)x —ab
mx ’

Les points H appartiennent donc aux deux branches

d’une hyperbole.

2, Si la droite (d) coupe (AB) en A, alorsa=0.
(x-b)(x —a) + ymx=0donne (x-b)x+ymx=0,dou
(x -b)

de la fonction f définie par f(x) =

soitx =0 (exclu)ouy =-
Les points H décrivent donc une droite.

3. Si la droite (d) coupe (AB) en B, alors les points H
décrivent la droite perpendiculaire a (BC) passant par A,
c'est-a-dire la droite perpendiculaire a (d) passant par H.



TP (2 Puissance d’'un point par rapport

3 un cercle
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
08S_TP2A.ggb et 08S_TP2B.ggb (Geogebra).
Aide : pour faire afficher le produit scalaire mWs
on commence par définir les vecteur MA et MB a l'aide
de l'icone (représentant origine vecteur), puis on

saisit (ou u et v sont les deux vecteurs que

l'ona crees)
A.2. MA-MB = MA-MA' car les droites (AB) et (A'B)
sont perpendlculalres
D'oti MA+MB = (MO + OA) (MO - OA) = MO? - OA2
=MO2? -

On en déduit que le produit scalaire MA - MB est
indépendant de la sécante au cercle 6 choisi.
Dans la suite, on note P¢(M) ce nombre. C'est la
puissance de M par rapport a €.
3. Sile point M appartient au cercle 6, alors P(M) = 0.
4. a. Si M est a l'intérieur du cercle, P¢(M) < 0 car
OM <R.
Si M est a I'extérieur du cercle, P¢(M) > 0 car OM > R.
b. Les points T et T' sont les points d'intersection du
cercle de diameétre [OM] et du cercle €.
D’apres le théoreme de Pythagore :

MT? = MT'?2 = MO? - R? = Pg(M).
B. On donne deux cercles 6 et 6’ de centres O et O/,
de rayons R et R, sécants en A et B.

On se propose d'étudier I'ensemble (A) des points du plan
qui ont méme puissance par rapport a ces deux cercles.
1. A et B appartiennent a (A) car P¢(A) = P4(B) =0 et
P (A) = P (B) =O0.
3. a. | estle milieu de [OO].
MO? - MO™ = (Mi+10)2 - (Mi -
b. Il faut montrer que :
R2-R2=2IA-00' etnon R2-R2=2IM-00.
R2-R2=2IA-00 car R2- R2 = 0A2 - OA”? = 2IA- 00’
a l'aide du méme raisonnement.
On en déduit que P¢(M) = Py/(M) si, et seulement si,
MO?-R?=MO"2-R"?, soit MO?-MO2=R2-R2, d'ou
2IM-00’ = 2I1A- 00/, clest-a-dire AM-00' = 0.
L'ensemble A des points M tels que P (M) = P¢/(M) est
la droite passant par A perpendiculaire a 0O'.
4, Attention, le point T est mal placé sur la figure.
MT = MT’ si P4(M) = P(M). On retrouve la droite A
définie dans la questlon précédente.
C.Ona MA-MB = MC-MD.
La droite (MC) Q) coupe J en C et en un autre point E.
D'aprés A : MA MB MC ME P(é(M)
Par conséquent, MC - MD =MC+ME et donc MC+DE = 0,
d’'ot (MC) perpendiculaire a (DE) ou bien D =E. Comme
les points M, C, D, E sont alignés (M est le point de
concours de (AB) et (CD), la droite (MC) recoupe I e
un autre point E), la premlere pOSSIblllte est exclue On
conclut D = E, c'est-a-dire MA-MB = MC-MD si, et
seulementsi, A, B, C et D sont cocycliques.

10)2=2Mi-2I0 = 2IM-00’
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CHAPITRE

Le programme

L’objectif est de renforcer la capacité des éléves a étudier des problemes dont la résolution repose sur
des calculs de distances et d’angles, la démonstration d’alignement, de parallélisme ou d’orthogonalité.
L’outil nouveau est le produit scalaire, dont il importe que les éleves sachent choisir la forme la mieux

adaptée au probléme envisagé.

Contenus

Produit scalaire dans le plan
Vecteur normal & une droite.

Applications du produit scalaire:
- calculs d’angles et de longueurs;
- formules d’addition et de dupli-
cation des cosinus et sinus.

Capacités attendues

» Déterminer une équation carté-
sienne de droite connaissant un
point et un vecteur normal.

« Déterminer un vecteur normal a
une droite définie par une équation
cartésienne.

o Déterminer une équation de
cercle défini par son centre et son
rayon ou par son diameétre.

» Démontrer que:

Commentaires

La relation de Chasles pour les
angles orientés est admise.

cos(a—b)=cosacosb+sinasinb.

GNorre poinl’de vue
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Nous avons regroupé dans ce chapitre la partie du programme relative au vecteur normal a une droite
(équations de droites et de cercles) et la partie relative aux applications du produit scalaire (calculs de
longueurs et d’angles).

La notion de vecteur normal est introduite par activité « Des droites et des vecteurs »: celle-ci permet
de découvrir le lien existant entre 'équation cartésienne d’une droite et les coordonnées d’un vecteur
normal a cette droite. L’activité 2 « Des cercles et des équations » permet de découvrir comment obtenir
I'équation d’un cercle, que celui-ci soit déterminé par son centre et son rayon ou par un diametre. Ces
notions constituent le contenu de la premiere page de cours.

La seconde page de cours est consacrée aux calculs de longueurs et d’angles. L’activité 3 « Plus fort que
Pythagore » permet de découvrir les formules d’Al Kashi et ainsi de déterminer des longueurs et des
angles dans un triangle quelconque. L’activité 4 « Une antenne relais parfois hors de portée » conduit
de nouveau les éléves a déterminer des longueurs et des angles dans un triangle quelconque mais en

utilisant cette fois la formule des sinus. Pour terminer, 'activité 5 « Des sinus et des cosinus » donne
T

~ E '

A partir d’'un probléme de lieu de points, la page « Chercher avec méthode » s’attache a aider I'éleve
a déterminer des équations de droites et de cercles.

I'occasion d’utiliser le produit scalaire pour calculer cos



Le chapitre se termine par deux TP. Le premier, « Les écrans géants », utilise un logiciel de géométrie
dynamique pour émettre une conjecture et trouver expérimentalement la solution a un probléme;
celui-ci étant, par la suite, résolu de facon exacte grice a I'utilisation des formules découvertes dans
ce chapitre. Dans le second TP, « Les cercles d’Apollonius », I'utilisation d’un logiciel de géométrie
dynamique permet la visualisation d’une famille de cercles.

Les notions abordées dans le chapitre 9

1. Equations de droites et de cercles
2. Calculs de longueurs et d’angles
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() Activités

@ BO-AB=-BO- AB =-BO- BI -BO >< BI
——BOxz BO__E BO?2= —«R2

AD- EF——ADx EF——ZRxR——ZR2

Les vecteurs OB et AC et sont orthogonaux. OB-AC=0.

() ED-EF = (=6) x (=6) + 3 x (—2) = 30.

QE-DF =4x 0+ 0 x (=5) =

@ Un vecteur directeur de (d;) est u;(1; 3).

Un vecteur directeur de (ds) est u, (1; 2).

Un vecteur directeur de (ds) est us (4; 1).

Un vecteur directeur de (d,) est u, (5; 3).

Actlivité (1 Des droites el des vecleurs

L’objectif de cette activité est de découvrir la notion
de vecteur normal et le lien existant entre I'équation
cartésienne d’une droite et les coordonnées d’un vecteur
normal a cette droite.

Pour cela, on commence par effectuer quelques calculs
dans des cas particuliers et par faire quelques constatations
sur les résultats obtenus.

En utilisant un logiciel de géométrie, on peut observer que
ces constats semblent rester valables quelles que soient les
valeurs numériques choisies. Cela permet de conjecturer
certaines propriétés qui seront reprises dans le cours.
Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
09S_activite1.ggb (Geogebra).

1.a.0na 3x0+2x2-4=0 et 3x2+2x(-1)-4=0.
Les coordonnées des points A et B vérifient I'équation
de (d;), donc A et B sont deux points de la droite (d,).

b. Les coordonnées du vecteur AB sont (2;-3).

Ainsi, AB-n = 2><3+( 3)x2=0.

Les vecteurs AB et n sont donc orthogonaux

Comme A et B, sont deux points de (d;), AB est un
vecteur directeur de (d;). Ainsi, (d;) est perpendiculaire
3 la direction du vecteur n.

c. D'aprés les résultats de la question précédente,
1n(3;2) estun vecteur directeur de la droite cherchée.
Ainsi, un point M(x; y) appartlent a cette droite si, et
seulement si, les vecteurs OM et sont colinéaires, avec
OM(x,y). Ceciéquivauta xx2—-yx3=0. L'équation
de la droite est donc 2x—3y=0.

2. a. Le vecteur 5(4 ; 2) est un vecteur directeur de
(d,). Un point M(x; y) appartient a (d,) si, et seulement
si, les vecteurs CM et CD sont colinéaires, avec
CT/I(X— 1;,y-2).

Ceci équivauta (x — 1) x 2 — (y — 2) x 4 = 0, soit
2x—-2-4y+8=0.
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(d,) a donc pour équation 2x — 4y + 6 = 0 ou
—-2x+4y-6=0.

b. CD-V =4 x (-2)
sont orthogonaux.
Ainsi, le vecteur v est un vecteur normal a la droite (d,).

3.U(=(=3); 1), Cest-a-dire i (3; 1) est un vecteur directeur

e (d3). Comme vecteur normal a (ds), on peut donc
proposer w(1;—3).Eneffet, u-w=3x1+1x(-3)=0.
4. On peut observer que, si ax+ by =c est|'équation
cartésienne de la droite (d), les coordonnées de n sont
toujours n(a; b).

Aclivile 2 Des cercles et des equations

L’objectif de cette activité est de guider les éléves dans la
découverte de deux « savoir-faire »:

- comment obtenir I'équation cartésienne d’un cercle
quand on connait son centre et son rayon ou quand on
connait un diametre (défini grdace a deux points);

- comment déterminer le centre et le rayon d’un cercle
dont on a déterminé une équation.

Les méthodes utilisées dans cette activité seront
généralisées dans la partie cours.

1. a. L'ensemble cherché est I'ensemble des points
situé a une distance 5 du point |, c’est donc le cercle
de centre | et de rayon 5.

b.IM=5 équivauta (x, - x,?

+(yy =y P =5 soit

a J(x=2+(y+1? =5.
Ainsi M(x; y) appartient a €, si, et seulement si,
(x=2)2+(y+1)2=25.

¢. En développant (x - 2)2+
xX2+y?-4x+2y-20=0.
d. Il suffit de vérifier, pour chaque point, si ses
coordonnées vérifient une équation du cercle.
PourN: (-2-2)2+ (2 +1)2=(-4)2+32=16+9 =25,
N appartient a 6.
PourO: (0-22+(0+1)2=(-22+12=4+1=5,
O n‘appartient pas a 6.
PourP: (555-2)2+(2,5+1)2=3,52+ 3,52

=12,25+ 12,25 =245,

(y + 1)2 =25, on obtient

P n'appartient pas a 6;.

2. Un point M(x; y) appartient a 6, si, et seulement
si, IM=4, cequiéquivauta (x +4) +(y-3)* =
soit (x+4)%+ (y-3)2=16.

(x+4)2+(y-3)2=16 estune équation de 6,.
3.a.Un pomt M appartlent a5 si, et seulement si, les
vecteurs MA et MB sont orthogonaux, c'est-a-dire si, et
seulement si, le triangle AMB est rectangle en M, donc
si, et seulement si, le point M appartient au cercle de
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+2 x4 =0, les vecteurs CDetv

diamétre [AB]. Ainsi, I'ensemble cherché est le cercle
de diametre [AB].

b. Soit M(x;y).Ona m(—4—x;4—y) et W(Z—X;Z—y).
M appartient a €5 si, et seulement si, MA - MB = 0, ce
qui équivauta (—4-x)2-x)+(@-y)2-y)=0
Onobtient —8+4x—2x+x2+8—4y—2y+y2=0, soit
X2 +y?+2x—6y=0.

c. En utilisant la forme canonique, on peut écrire
X24+2x=(x+1)2-1 et y2—6y=(y—3)2-09.

Alors I'équation x2 + y?2 + 2x — 6y = 0 devient
(x+1)2=-1+(-3)2-9=0.

Soit (x+ 1)2+ (y—3)2=10 ou encore

(x—(=1)2+ (y—3)2=+10".

d. L'équation obtenue correspond au cercle de centre
C(~1; 3) et de rayon V10.

Aclivile ' 3 Plus fort que Pythagore

Dans cette activité, en calculant un méme produit scalaire
par deux méthodes différentes, on découvre le théoréme
d’Al Kashi.

1. Voir figure ci-dessous.

C
3

60°
A ) B

2, (AC AB)2 = (AC + BA)2 = BC2 =BC2

(AC AB)Z— AC2+AB2—2AB-AC=AC2 + AB2—2AB-AC
d’ou I'égalité.

Comme AB-AC = AB x AC x cos BAC, on en
déduit que BC? = 82 +32 -2 x 8 x 3 x cos 60° soit

BC2=64+9— 48xf d’ou BC2=49. Ainsi, BC=7.

3.a. Correctif: il faut calculer (BC — BA)2 et pas (AC—AB).
(BC — BA)2 = (BC + AB)2 = AC2 = AC%.
(BC—BA)2=BC? + BA2— 2BC-BA = BC2+ BA2
d'oui égalité AC2=BC2 + BA2 - 2BC-BA.
Comme BC-BA = BC x BA x cos ABC, on en
déduit que 32=72+82—2x 7 x 8 x cos ABC, soit

—2BC-BA,

112cos ABC = 49 + 64 — 9, d'ou cos/Tﬁ:%'
. — 13
Ainsi, cosABC_ﬁ_

b. Avec la calculatrice, on obtient ABC = 21,8°.

Actlivile ' 4 Une antenne relais parfois
hors de portee

L'objectif de cette activité est de découvrir la formule des

sinus. Pour cela, on commence par effectuer des calculs

dans des cas particuliers et par faire des constatations

sur les résultats obtenus. Puis, a I'aide d’un logiciel de



géométrie, on peut observer que ces constats semblent
rester valables quelles que soient les valeurs numériques
choisies. Cela permet de conjecturer la formule.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
09S_activite4.ggb (Geogebra).

1. ASB =180 — 70 — 60, soit ASB =50°.

2. a. Dans le triangle AHB rectangle en H, on a

sin ABH = % o

D'ou AH = AB sin ABH, soit AH=ABsin70°.

Dans le triangle AHS/re\ctangIe enH,ona sin ASH = %

D'ou AH=ASsin ASH, soit AH=ASsin50°.

A

b. Correctif : il faut calculer ASa 0,1 km prés.

AS sin50° = ABsin70°, soit AS=225"70 _ 33 1 \m.
sin50

3. a. Correctif : il faut montrer que

BK=BA sin60° = BS sin 50°

(et non pas BK=BA sin60° = BC sin 50°).

Dansle triangle AKB/re\ctangIe enK,onasin BAK = g% .

D’'ou BK=BA sin BAK, soit BK=BA sin60°.

Dans le triangle BKS rectangleen K, ona sin BSK = %

D'ou BK =BS sin BSK, soit BK=BS sin50°.
S
(N

60°

27

G Exercices

b. Correctif : il faut calculer BS a 0,1 km pres.

D'apreés la question 3. a., on a : BS sin50° = BA sin60°,
27sin60°
sin50°
4. Les deux villes étant distantes de plus de 30 km
de I'antenne relais, on ne pourra pas capter le signal.

soit BS = = 30,5 km.

o e o . AB  AS
5.ASsin50°=ABsin70° équivauta Sin50° = Sin70°"
o s e . AB _ BS
BS sin50°=BAsin60° équivauta Sin50° = Sin60°

Dot AB  AS  BS
oY $in50° ~ sin70° ~ sin60°

6. En manipulant les points A, B et C, on peut

observer que I'on a toujours I'égalité des rapports
AB AC BC

sinC  sinB  sinA

Aclivilé 5 Des sinus el des cosinus

Cette courte activité permet, en calculant un méme produit
scalaire par deux méthodgs différentes, de déterminer
la valeur exacte de cos 12° La méthode utilisée sera
généralisée dans la partie cours.

1.0A-OB = OA x OB x cos AOB

=1x1xco E—E—cosi
=X IXCos| 3= o053

. T . W
2.Les coordonnées de A sont A (cosf ; smf) ,celles

Y x 4 4
de B sont B(cos§ ; sm§) .

Les coordonnées des points A et B sont aussi les
coordonnées des vecteurs OA et OB.

— —— T T . W, T
OA-OB= cosgcosz+5|n§smz.

T T T . T . T
3. COS— = COS—COS— + Sin—sin—

1.2 3 2
= —X—+—X—
2 2 2 2
NG

4

POUR DEMARRER

[EM a. L'équation de (d) est de laforme 4x+ 2y +c=0.
La droite passant par A(1;3),ona 4x1+2x3+c=0,
d'oll ¢=-10. L'équation s’écrit 4x+2y-10=0 ou
2x+y-5=0.

b. L'équation de (d) est de laforme x-2y+c=0. La

droite passantpar A(—4;5),ona 1x(—4)—2x5+c=0,
d'ol c¢=14. L'équation s'écrit x —2y +14=0.
c.L’équation de (d) estdelaforme —2x+y+c=0. La
droite passant par A(1;0),ona -2x1+1x0+c=0,
d'oll ¢=2. L'équation s'écrit —2x+y+2=0.

d. L’équation de (d) est de laforme 3x+y+c=0. La
droite passant par A(4;-2),ona 3x4+1x(-2)+c=0,
d'oll ¢=-10. L'équation s'écrit 3x+y-10=0.
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El a. L'équation de (d) est de laforme Ox+2y+c=0.
La droite passant par A(2;5),ona 0x2+2x5+c=0,
d'ol ¢=-10. L'équations’écrit 2y-10=0 ou y-5=0,
soit y=>5.

b. L'équation de (d) estdelaforme —3x+0y+c=0.La
droite passant par A(1;-2),ona —3x1+0x(-2)+c=0,
d'ou ¢=3. L'équations’écrit —3x+3=0 ou x—1=0,
soit x=1.

c. L'équation de (d) est de la forme 1x+ — y+ c=0.

5
La droite passant par A 707 6|,ona:

5 3 S
1x 5+ x (—=6) +c=0, d'ol c=2.
L'équation s'écrit x+%y+2=0 ou 4x+3y+8=0.
d. L'équation de (d) est de laforme 1x+ 2y +c=0.
LadroitepassantparA(v2;1),ona 1xv2 ++v2 x1+c=0,
dou c=-2+2.

L'équation s'écrit x++2y—2v2=0 ou yz—g X+2.

IEN Le vecteur AB(6 ; —3) est un vecteur normal a la
droite cherchée, son équation est donc de la forme
6x — 3y + ¢ = 0. La droite passant par C(1 ; 3), on a
6x1-3%x3+c=0, dou c=3.

L'équation s'écrit 6x—3y+3=0 ou 2x—y+1=0,
soit y=2x+1.
ENa.n(2;3). b.n(3;-2).
Ela.n(1;3). b.n(-2;1). ¢.n(1;0). d.n(0;-3).
Ela. (x-1)2+(y—1)2=4 ou x2+y2—2x-2y—-2=0.
b.(x+2?2+(—-3)2=9 ou x>+y?+4x—-6y+4=0.
C(x+4)2+(y+3)2=25 ou x2+y?+8x+6y=0.

c.n(-4;5). don(=7;-2).

A On considére 'ensemble des points M(x; y) vérifiant
I'équation (E): x2+y?-2x-4y—4=0.

a.0Ona x2-2x=(x-1)2-1.

b.Ona y?-4y=(y-2)?-

c. Les éqgalités suivantes sont équivalentes:
x2+y?-2x-4y-4=0
x=12-1+(-2?-4-4=0

(x-12+(y-22=32

d. On obtient I'équation du cercle de centre C(1; 2) et
derayon R=3.

EM On considére I'ensemble des points M(x; ) vérifiant
I'équation (E): x2+y?+6x—- 10y -24=0.

a.0na x2+6x=(x+3)2-9.

b.Ona y2-10y=(y-5)2-25.

¢. Les éqgalités suivantes sont équivalentes:

X2 +y?+6x-10y-24=0
(x+3)2-9+(y-5)2-25-24=0
(x+3)2+(y-52=+58".

d. On obtient I'équation du cercle de centre C(-3; 5)
et de rayon R=+/58.
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Bl a.0naMA(1 —x; =1 —y) et MB(4 — x; 3 — y).

MA-MB = (1-x)(4 - )+ (-1-))E-y)
=4-X—4X+X2-3+y-3y+y>?
=x2+y2—5x-2y+1.

b. Le cercle de diameétre [AB] est 'ensemble des points
M tels que MA-MB=0. Son équation est de la forme
X2+y2—5x-2y+1=0.

[ 10 | D’apres la formule d'Al Kashi, on a:

BC2 = AB2 + AC2 — 2AB x AC x cos A , soit:
BC?=22+32-2x2x3xc0s % =4+9x12x%.
On obtient BC=+7.

[EEN On a DF? = DE2 + EF2 — 2DE x EF x cos E, soit:
DF2=324+52_-2x3 x5 Xcos65°

=9+ 25-30x €0os65°=21,32.
On obtient DF = 4,6.

EEl Ona BC2=AB2+ AC2—2ABx AC x cos A, soit:
52232427 -2 x3x 2 x COsA,
dol 5=9+2—-6+2cosA.

On obtient cos A = 63— J_

EElOna JK2=1)2+1K2 - 2IJ><IK><cosI,soit:
3,82=32+452-2x3x4,5xcosi,
d'ol 14,44 =9+ 20,25 — 27cos].

.D'ou A =45°

On obtient cos 1= ’ﬁ d'ou

57 1 =56,7°.
T nm 5m
EdonaC=n-A-B,soitC=m- 321
. A A
«D'apres laformule des sinus, on a CA =—BA, d'ou
X sinB  sinC
4st
AC—E.
172

Pour simplifier I'expression obtenue, il faut la valeur

exacte de sin o7
12°

On peut soit donner cette formule aux éléves soit utiliser
un logiciel de calcul formel, soit effectuer le calcul avec
les formules d’addition.

V2
e 2 _ 83 _ 82(6-2)
V642 V642 (V6 +42)(V6 -+2)
4
En simplifiant, on obtient AC = 443 - 4.
T
4 _
. BCA =A7I3” c'est-a-dire BC = "3 .
sinA  sinC il
_ Y% a3 8B(6E-12)
_~/€+J§_~/€+J5_(J€+J§)(~/€—x/§)'
4

En simplifiant, on obtient BC = 6v2 - 2V6.



EHa.ona MPA = NPA , soit MP 5= .4’80.
sinN sinM sin33 sin70

. -
On obtient MP =sin33°. sin70°~2’8'
b.Ona P=180-M-N, soit P=77°
MN NP soit MN 4,8
sinP_ sinMm’ sin77° ~ sin70°°

4,8

On obtient MN =sin77° =5,0.

" sin70°
®n n® 4n 3nm &
mComme§ 4 12_ﬁ 2 ona:
T
€os 15 cos( + sin § sin Z
_1 Q_Q 1_ f+f
T2X 2 T2 %277 4
De méme,ona:
sini—sinE—E —smncosf snEcosE
12 3 4] 3 4 4 3
VB2 V21

~ _J6-2
2 2 2 727 4 -
EEA D'apres les formules d’addition:

cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb, soit cos(a + b)
_8 3 15 4 36
=17%5717%5 7 85"

cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb, soit cos(a — b)

8 3 15 4 84
T17X5%17 %5 85
sin(a + b) = sina cosb + sinb cosa,
15 3 4 8 77

17 5 5 X7 =85
sin(a — b) = sina cosb — sinb cosa
15 3 4 8_13
T17%575%77 7 85
A D'aprés les formules de duplication, on peut écrire:
1

cos(2a) = 2cos2a — 1, soit cos(2a) = 2xﬂ -1=- 97
sin(2a) = 2sina cosa, soit sin(2a)= 2 x % x ? 45_

POUR §’ ENTRAINER

XA L'équation de (d) est de la forme 2x— 1y +c=0.

La droite passant par A(—S ; % ,
3 +c=0, dou =5
L'équation s'écrit 2x —y + — =0, soit y=2x+

ona 2x(=5)-1x
21
5
X Le vecteur n (3 ; 5) est un vecteur directeur de la
droite (d), c’est donc un vecteur normal a la droite A.
A|n5| un pomt M(x; y) appartient a A si, et seulement
PM sn=0, avec PM(x 2;y+1).

Cea équivauta (x—2)x3+(y+1)x5=0. L'équation
de la droite A estdonc 3x+ 5y —1=0.

EXN 1. Nommons (h) la hauteur issue de B.

(AQ) et (h) sont perpendiculaires, ainsi AC est un vecteur
normal a (h).

Ona KB ;6), donc une équation de (h) est de laforme
3x+6y+c=0.

(h) passe par B, donc 3x4+6x0+c=0. On trouve
c=-12.

Une équation de la hauteur (h) est 3x+6y-12=0 ou
X+2y-4=0.

2. Nommons (d) la médiatrice du segment [AB].

(AB) et (d) sont perpendiculaires, ainsi AB est un vecteur
normal a (d).

Ona ATé(G ; 2), donc une équation de (d) est de la forme
6x+2y+c=0.

(d) passe par (1 ;=1) milieu de [AB],

donc 6x1+2x(-1)+c=0. Ontrouve c=-4.

Une équation de la médiatrice (d) est donc:
6x+2y-4=0 ou 3x+y-2=0.

EAa. L'équation de (d) est de laforme —5x+3y+c=0.
La droite passant par A(0;0),ona —-5x0+3x0+c=0,
d'ot c=0. 5
L'équation s'écrit —=5x+ 3y =0, soit y= 3X

b. L'équation de (d) est de la forme 0x— 1y +c=0.
La droite passant par A(0;0),ona 0x0-1x0+c=0,
d'oll ¢=0. L'équation s'écrit y=0.

c. L'équation de (d) est de la forme 2x -4y +c=0.

La droite passant par A ; ; ;

Ona 2x 5 —4x 5 +c=0, d'ot c=-1.
L'équation s'écrit 2x —4y —1=0.

d. L'équation de (d) est de la forme +3x+ 1y +c=0.
La droite passant par A(v3 ; -2).

Onav3 x+¥3 +1x(=2)+c=0, dou c=-1 et
I'équation s'écrit Y3x+y—1=0 ou y=—V3x+1.
X a. Le vecteur n (5 ; 2) est un vecteur directeur de
la droite (d), c’est donc un vecteur normal a la droite
perpendiculaire cherchée.

Ainsi, un point M( M(x; y) appartient a cette droite si, et
seulement si, AM-n = 0, avec AM( - 1;y—2). Ceci
équivauta (x—1)x5+(y—2) x2=0. L'équation de
la droite est donc 5x + 2y —9=0.

b. On obtient la droite d'équation x —y + 1 =0, soit
y=x+1.

¢.On obtient la droite d'équation y—2=0, soit y=2.
d. On obtient la droite d'équation x—1=0, soit x=1.

EQ n (5 ; —2) est un vecteur normal a (dy). 33 est
colinéaire a n, c'est le vecteur normal a (d,).

n(1;—4) est un vecteur normal a (d,). n, est colinéaire
an, c'est le vecteur normal a (dy).

n(0;2) est un vecteur normal a (ds). n, est colinéaire
a n, c'est le vecteur normal a (ds).
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Eda.n(2;0). b.n(0;1). c.n(=2;1). d.n(1;2).

Ed a. Un vecteur directeur de (d) est u (5 ; 3), un vecteur
normal n (3 ; =5).

. - 6
Un vecteur directeur de (d’) est u’(— 5 2), un vecteur

normal n’ 6
'35

2.0-U'=5x (—g +3x2, soit u-u’'=0. Lesvecteurs

et U et u’ sont orthogonaux, donc les droites (d) et (d’)
sont perpendiculaires.

EX11. Soit (d,) la perpendiculaire en A a la droite (AB).
Comme les droites (AB) et (d;) sont perpendiculaires,
AB est un vecteur normal a (dy).

Les coordonnées de AB étant (=3; —8), une équation
de (d;) estde laforme —3x—8y+c=0.

(d) passe parA,donc —3x2-8x5+c=0, soit c=46.
Ainsi, une équation de (d;) est —3x -8y +46 =0 ou
3x+8y—46=0.

2, Soit (d,) la perpendiculaire en O a la droite (AB). Les
droites (AB) et (d,) sont perpendiculaires, donc une
équation de (d,) est de la forme: —3x -8y +c=0.
(d4) passe parO,donc -3x0-8x0+c=0, soit c=0.
Une équation de (d,) est ainsi —3x — 8y = 0 ou
3x+ 8y =0.

3. Soit (d3) la médiatrice du segment [AB].

Les droites (AB) et (ds) étant perpendiculaires, une
équation de (d3) est de laforme —3x—8y+c=0.
(d3) passe par le milieu | du segment [AB] de
coordonnées (0,5 1).

On obtient'égalité —3x0,5-8x1+c=0, soit c=9,5.
Ainsi une équation de (d3) est —3x -8y +9,5=0 ou
3x+8y—-95=0.

[EX Si n est un vecteur normal a (d), pour tout point M
de(d),ona AM-n=0.

PourB,ona Ké(—1 ;—04).

Alors, AB-n=—1x(~2) + (~0,4) x 5=0.

B appartient a (d).

PourC,ona KC(ES ;—2).

Alors, AC+n= 3x (~2) + (=2) x 5 # 0.

C n’appartient pas a (d).

EX1. L'ensemble cherché est la droite perpendiculaire
a (ACQ) passant par B.

2. Smt M(x; y) un pomt tel que BM-AC = 0, avec
BM(x— 1;y — 2) et AC(~6; 3).

Ceciéquivauta (x—1)x(—6)+(y—2)x3=0. L'équation
deladroite estdonc —6x+3y=0, soit 2x—y=0, que
I'on peut aussi écrire y = 2x.
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[EXN 1. Soit (hp) la hauteur issue de D. Commeles droites
(EF) et (hp) sont perpendiculaires, EF est un vecteur
normal a (hp).

Les coordonnées de EF étant (—8; —8), une équation
de (hp) est de laforme —8x—8y+c=0.

(hp) passe par D, donc -8 x4 — 8 x (—6) + ¢ =0, soit
c=-16.

Ainsi, une équation de (hp) est -8x -8y —16=0 ou
X+y+2=0, quel'on peut aussi écrire y=—x— 2.

2, Soit (hg) la hauteur issue de F. Comme les droites
(DE) et (hg) sont perpendiculaires, DE est un vecteur
normal a (hg).

Les coordonnées de DE étant (0;11), une équation de
(hp) est de laforme Ox+ 11y +¢c=0.

(hg) passe par F,donc 0 x (=4)+ 11 x (—3) + c=0, soit
c=33.

Ainsi, une équation de (hg) est 11y + 33 =0 ou
y+3=0, quel'on peut aussi écrire y=—3.

3. L'orthocentre du triangle DEF est I'intersection des
droites (hp) et (hg).

Ses coordonnées sont solution du systeme:

y=-X-
y=-3
EZ1 1.1 (2 ; 1) est un vecteur directeur de (d), c'est
donc un vecteur normal a A.

Une équation de A est de laforme 2x—1y+c=0.

A passe parA,donc 2x3—-1x3+c=0, soit c=-3.
Ainsi, une équation de (d) est 2x—y -3 =0 quel’on
peut aussi écrire y =2x — 3.

2, H est lintersection des droites (d) et A, ses
coordonnées sont solution du systéme:
{x+2y—4=Ol oit {x+2(2x—3)—4=0

2
.On obtient le point H (1; -3).

y=2x-3 y=2x-3
5x =10
{y =2x-3"
On obtient le point H (2; 1).
3.AH=4(2-3) +(1-3)?, soit AH=+5.
[EEX 1. Laffirmation est vraie (il suffit de s'intéresser
aux directions des vecteurs).
2. La réciproque est: «Si 51 et ﬁz sont des vecteurs
colinéaires, alors n; et n, sont chacun un vecteur normal
d’'une méme droite » ; cette réciproque est vraie.

EZX 1. a. Un vecteur normal a (d’) est un vecteur
directeur de (d). On peut proposer n (-b; a).

b Un pomt M(x; y)appartlenta (d’) si, et seulement si,
AM 1 = 0, avec AM(X xA,y ya)-
Ceciéquivauta (x—xa) x (=b) + (y—ya) x a=0. L'équation
de la droite est donc —bx + ay + (bx, —ay,) =0



2,
Algorithme AlgoBox
Traitement ¥ VARIABLES
Saisir A — A EST DU TYPE NOMBRE
e — B EST_DU_TYPE NOMERE
Saisir B — XA EST_DU_TYPE NOMERE
Saisir XA YA EST_DU_TYPE NOMEBRE
SaiSir YA —AP EST_DU TYPE NOMBRE
o —BP EST_DU_TYPE NOMEBRE
Afficher « a= » L CP EST_DU_TYPE NOMBRE
Afficher -B ¥ DEBUT_ALGORITHME
Afficher « b= » — t_::: ;
Afficher A | LIRE XA
Afficher « c= » — LIRE YA
Afﬁcher B*XA_A*YA — AP PREND LA VALEUR-B
A —DF PRCND_ LA WALEUR A
Sortie L CP PREND_LA_VALEUR B<XA-RYA
|- AFFICHER "a'= *
— AFFICHER AP
— AFFICHER "b' = *
— AFFICHER BP
— AFFICHER "' = *
L AFFICHER CP
— FIN_ALGORITHME

3. Programmation de cet algorithme:

TEXAS CASIO

Prompt A

A 2—A
Prompt B “B"2>B
Prompt X o
Prompt Y XA":7—>X
Disp “A’”,-B YA 7Y
Disp ‘B’ ",A “A'":-BA
Disp “C’ ", B*X-A*Y ‘B’ Ad
“C' " BxX-AxY.4

Il est aussi possible de programmer cet algorithme
avec Algobox.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr:
09S_exercice34.alg (Algobox).

EH vrai, les droites ont la méme direction, elles sont
donc paralléles.

E3 Faux, les vecteurs peuvent étre seulement
colinéaires.

[EZA Faux, un vecteur directeur de x+3y—1=0 est
U(=3; 1) et un vecteur directeurde 3x+y+1=0 est
V(=1;3).0nau-v=(=3)x(-1)+3x 1+ 0, donc les
vecteurs ne sont pas orthogonaux, les droites ne sont
pas perpendiculaires.

EflUne équationducercleest (x—(=1))2+(y—1)2= V22
soit x2+y%+ 2x—2y=0. Le cercle passe par O.

ELe rayon du cercle est IM=+/(1+1)2 + (1= 3)2, soit
IM = V8, une équation du cercle est donc:

X+ 12+ (y—3)2= 8" soit (x+1)2+(y—3)2=8.
Ona (0+1)2+(0-3)2=10, lescoordonnées du point
O ne vérifient pas I'équation du cercle; le cercle ne
passe pas par l'origine du repére.

EM La forme canonique de x2-6x est (x—3)2-9, celle
de y>+2y est (y+1)2-1.

L'équation x% + y2 - 6x + 2y + 5 = 0 peut s'écrire

(x=3)2-9+(y+1)2-1+5=0 soit (x-3)2+(y+1)2=5.
Soit les points A(3 ; -1) et M(x; y), I'ensemble cherché
est 'ensemble des points M tels que AM?2 = 5, soit
AM = 5. Clest donc le cercle de centre A(3 ; -1) et
de rayon 5.

2
1
[EZ0 La forme canonique de x2 - x est (x - j) -7
cellede y,+2y est (y+1)2-1.
L'équation x?+y?>-x+2y+2=0 peuts'écrire:
2

1
=] —= 2_ -
x2 5 4+(y+1) 1+2=0
soit (x —% +(y+1)2= _% . Le membre de gauche

est toujours strictement positif, celui de droite
strictement négatif. L'ensemble cherché est vide.

EZ3 1. La forme canonique de x2 - 6x est (x - 3)2-9,
cellede y?+8y est (y+4)2-16.

L'équation x?+y%-6x+8y=0 peuts'écrire:
(x=3)2-9+(y+4)2-16=0, soit (x—3)2+(y+4)2=25.
C'est I'équation du cercle de centre A(3 ; -4) et de

rayon 5. 52 o5
2. La forme canonique de x? + 5x est (x +§) -
AL
2_ g | W R
cellede y?—y est |y 2) 7
L'équation x?+y%+5x-y—1=0 peuts'écrire:

5\ 25 1% 1
o3 - elmzf 2 1=0

4
. 5\ W30
soit (x+§) +(y—5) =7 C'est I'équation du

cercle de centre A (—% ; %) et de rayon @

5\ 25
3. La forme canonique de x2 — 5x est (X—E) -
L'équation x%+y?—5x+2=0 peuts'écrire:
57 25 5 17
2 &2 240 i _2 217
(x 2) 2 1Y +2=0, soit (x 2)+y 7

C'est I'équation du cercle de centre A g ; O) et de

rayon T .

EE1 1. L'équation x2+y2=0 peut s'écrire :

(x-0)2+ (y—0)2=02
L'ensemble cherché est réduit au point O(0; 0).
2.Laforme canoniquede x2+4x est (x+2)2-4, celle
de y2-10y est (y-5)2-25.
L'équation x? + y? + 4x — 10y + 29 = 0 peut s'écrire
(x+2)2-4+(y-5)2-25+29=0,
soit (x+2)2+ (y-5)2=0.
L'ensemble cherché est réduit au point A(-2; 5).
3.Laforme canoniquede x2-2x est (x-1)2-1, celle
de y2+6y est (y+3)2-9.
L'équation x2 + y2 — 2x + 6y + 12 = 0 peut s'écrire
(x=12-1T+(y+3)2-9+12=0,
soit (x—1)2+(y+3)2=-2.
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Le membre de gauche est toujours strictement positif,
celui de droite strictement négatif.
L'ensemble cherché est vide.

EZ 1. Le cercle de diamétre [AB] est I'ensemble
des pomts M(x; y) tels que MA-MB = 0 ou encore
AM-BM = 0, avec AM(x+3 y—5) et BM(X 2;y+1).
On obtient I'équation (x+3)(x—2)+ (y—5)(y+1)=0.
Soit x2+y +x-4y—11=0.

2.AM-BM = 0, avec AM(x+7 y—4) et BH(x+2 y—4).
On obtientI'équation (x+7)(x+2)+(y—4)(y—4)=0
Soit x> +y?>+9x—8y+30=0.

3.W-W=o, avec ATV](X+1 ;y+6) et (x—8;y—1).
On obtient I'équation (x+ 1)(x—8)+ (y+6)(y—1)=0.
Soit x2+y?>—7x+5y—14=0.

E31.MA-MB =0 équivauta:

(x—%)(x—3)+(y+2)(y—§):0.

11 1 4
i 2 2 — -_— =
Soit x2+y 3X+3Y -3 0.

2.MA-MB=0 équivauta:
(x—%)(x—0)+(y+1)(y+1):0

Soit x2+y2—%x+2y+1=0.
3.MA-MB=0 équivauta:
(1 +2)x-(1=-2) +(y+ 2y -1)=0.

Soit x2+y?2—-2x+y—3=0.
£ Le rayon du cercle est :

=V(8-12+(2-1?2 =50 =52,
Une équation du cercle est (x-1)? + (y — 1)2=50.
Pour M, on obtient (6 - 1)2+ (-4 — 1)2=25+ 25 =50.
M appartient au cercle.
Pour N, on obtient (5-1)2+ (-5—1)2=16 + 36 = 52.
N n‘appartient pas au cercle.
EA1.OM=4(-1-22 +(3+1)2 =25 =5,
M appartient au cercle.
2. La tangente est la perpendiculaire a (M) passant
par | M c'estdoncl’ ensemble des pomts T(x;y) telsque
MQ - MT = 0, avec MQ( ;—4) et MT(x+ 1;y-3).
On obtient I'équation 3(x + 1) —4(y — 3) = 0.
D'ou 3x—4y+15=0.
E3 1. QM ={(5- 42 + (3-1)2 =+5. M appartient
au cercle.
2. La  tangente est Iensemble des pomts T(x; y) tels
que MG-MT = 0, avec MQ( 1,-2) et MT(x S,y 3).
On obtient I'équation (-=1)(x—5)—-2(y—-3) =
D'ou —x-2y+11=0, soit x+2y—11=0.
EX2 1. Avec les coordonnées du point A, on obtient
(0-1)2++32=1+ 3 = 4. L'équation est vérifice, A
appartient au cercle.
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2, D’apres son équation, on sait que le cercle a pour
centre le point B(1; 0) et pour rayon 2.

La tangente au cercle en A est donc la perpendiculaire
a (AB) passant par A.
Ainsi, le vecteur A_I§(1
cette tangente.
Comme U+AB=+3 x1+1x(-y3), soit u-AB=0.
Les vecteurs U et AB sont orthogonaus, U est bien un
vecteur directeur de la tangente.

[l 1. Une équationdu cercleest (x+8)2+(y—6)2=102,
soit X2+ y% + 16x — 12y = 0.

2, Un point est intersection du cercle et de I'axe des
abscisses si, et seulement si, ses coordonnées sont

; +/3) est un vecteur normal a

solution du systeme {y

X2+ y?+16x-12y =0
soit {y £ ou encore {y
Xx2+16x =0 x(x+16)=0
On obtient deux points A(0; 0) et B(=16 ; 0).
Un point est intersection du cercle et de I'axe des
ordonnées si, et seulement si, ses coordonnées sont

solution du systeme

_Jx=0 =
SOtz 12y =0 y(y-12)=0

On obtient deux points A(0; 0) et C(0; 12).

Le cercle est sécant avec les axes en trois points:
A(0;0),B(—16;0) et C(0; 12).

3.-Latangenteaucercleen Aestlaperpendiculairea (AQ)
passant par A, c’'est donc I'ensemble des points M(x; y)
tels que AQ-AM =0 avec E(—S; 6) et M(x;y).
On obtient I'équation —8x + 6y =0. Soit 4x — 3y =0.
-Latangente au cercle en B est la perpendiculaire a (BQ)
passant par B, c’est donc I'ensemble des points M(x; y)
tels que BQ-BM=0 avec @(8; 6) et W(x+ 16;y).
On obtient I'équation 8(x + 16) + 6y = 0.

D'ou 8x+6y+128=0, soit 4x+ 3y +64=0.

- La tangente au cercle en C est la perpendiculaire a
(CQ) passant par C.

On obtient I'équation 4x+ 3y —36=0.

x2+y2+16x-12y =0

Oou encore {

E2 1. Linéquation x2+y2 <1 peut s'écrire:
(x-02+(y-02=<12

L'ensemble cherché est'ensemble des points M tels que
OM =<1, c'estdoncle disque de centre O et de rayon 1.
2. L'inéquation (x - 3)2 + (y — 2)2 < 16 peut s'écrire
(x=32+(y—22=<42

Sionnote A le point de coordonnées A(3; 2), I'ensemble
cherché est I'ensemble des points M tels que AM < 4,
c’'est donc le disque de centre A et de rayon 4.



3. Les points M(x; y) qui vérifient I'inéquation
(x-3)2+ (y—2)2> 16 sonttous les points qui ne sont
pas solution de la question précédente. L'ensemble
cherché est donc tout le plan privé du disque de centre
A(3; 2) et de rayon 4.

EE2 1. Une équation du cercle de centre C(0 ; 3)
et de rayon v34 est (x — 0)2 +(y — 3)2 = ¥34°, soit
x2 + (y — 3)2 = 34. En développant, on obtient
x2+y2—6y =25, d'ou le systétme.

2.0na {y=x+1
X% +y? -6y =25
CJy=x+1
soit {x2+(x+1)2—6(x+1)=25
y=x+1

dot .
%22 -4ax-30=0

La seconde équation peut s'écrire x2 —2x—15=0.
Son discriminant est 64 et ses solutions sont x = -3
et x=5.

Les valeurs de y correspondantessont y=-2 et y=6.
La droite et le cercle ont deux points d'intersection
A(-3;-2)etB(5;6).

[EZ3 1. Graphiquement, on peut constater que la droite
et le cercle ont deux points d'intersection: E(3 ; 1) et
F(1;3).

i / \
4
3 C D

F
2 \\\ ///
1
E

0 A

0 1 2 3 4 5

2. Ladroite (AB) a pour équation y=—-x+4.

Le cercle de centre C et passant par D a pour rayon
CD =2, son équation peut s'écrire (x—3)?+(y—3)2=22
Soit X2 +y?>—6x—6y+14=0.

y=-x+4

On obtient le systeme:
4 xX2+y2-6x-6y+14=0

it y=-x+4
50! X2 +(—x+4)P2 -6x-6(-x+4)+14=0

y=-x+4

2x2-8x+6=0

La seconde équation peut s'écrire x2—4x+3=0.

Son discriminant est 4 et ses solutions sont x = 1

et x=3.

Les valeurs de y correspondantes sont y=3 et y=1.

La droite et le cercle ont deux points d'intersection

F(1;3)etE3;1).

mm-Wpeut s'écrire AM - BM avec A_M(x— 1,y-2)

et m(x+ 1;y—4).

MA-MB = (x - 1)(x + 1) + (y = 2)(y — 4)
=xX2+y?-6y+17.

1.x2+y?-6y+7=98, soit X2+ (y-3)2-9+7=98

ouencore x2+ (y-3)2=102

L'ensemble cherché est le cercle de centre C(0; 3) et

de rayon 10.

2. X2+ y2-6y+7=-2, soit x>+ (y-3)2-9+7=-2

ouencore x?+ (y-3)2=0.

L'ensemble cherché est I'ensemble des points M tels

que MC = 0, cet ensemble contient seulement le

point C(0; 3).

3.x2+y2-6y+7=-18, soit x>+ (y-3)2—-9+7=-18

ouencore X2+ (y - 3)2=-16.

Le premier membre de cette équation est positif,

le second négatif. L'équation n’a pas de solution,

I'ensemble cherché est I'ensemble vide.

d'ou

E3 Vrai: x2 + y2 - 4x + 2y = 0 peut s'écrire
(x—=22+(y+1)?=5 et x>+ y>-4x+ 2y =13 peut
s'écrire (x—2)2+(y+1)2=18.
Le centre commun est A(2; -1).
EA Vrai: x2+y2-2ax+y=0 peut s'écrire:
A

y*i)‘z=Q

. 1\ 1
soit (x—a)?+ Y+ ZGZ+Z'

1

C'est I'équation du cercle de centre A(a e 5) et de

rayon c22+l
Y/ \/ 2

[EZd D'aprés la formule d’Al Kashi, on a:
EF2 = DE2 + DF2? — 2DE x DF x cos D

=62+432—-2x6x 3 xcos45°

=45—36xg.

Onobtient EF=v45 — 18v2 =35 — 242, soitenviron4,42.
EZ0ona NP2=MN2+MP2-2MN x MP x cos M, soit:
NP2=82+4+52-2x8x5xcos53°

=89 —80cos53°.
D'ou NP=6,4.

Edona A=xn-C- 8, soit Azn—g—?.

(x—a?-a?+
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Ainsi A=Z .

6 T
6sin—

Ona I_BCA = ACA, soit BC= 6 .
sinA  sinB sin%

Bl oOna IN2=1G2+ GN2 - 2IG x GN x cos G, soit:
T0% =22 + 427 -2 x 2 x ¥2 x cosG.

-4 2,
On obtient cosG—$ - d’ou G—*.
BEAona RSA: RTA, soit ‘1710: 7A .
sinT  sinS sin31°  ins
. .2 _7sin51° L ooa R
On obtient S|nS=T ~0,4945. D'ou S =30°
Onen déduitque R =180—51-30, soit R =99°

ElOna BC2=AB2+AC2—2AB x AC x cos A, soit:

52=624+42-2x6x4xcosA,dol 25=52—48cos A.

. ~ 27 9 .
On obtlentcosA—4—8 16 D'ou A =56°.
9 27

AB AC AB x AC x cos A = 6x4xﬁ 5

A 0na EF?=DE2+DF2-
EF2=82452-2x8x5 x cos74°,

d'ou EF =89 -80cos74° =8,2 a0,1 pres.
Ona DF2=ED2?+ EF2 — 2ED x EF x cos DEF, soit:
52~82+8,1822— 2 x 8 X 8,182 x cos DEF,

= 824818225 _
d OU/iOS DEF = m = 0,809 3
et DEF =36,0°.

Alors DEF =180 — EDF — DEF = 70,0°.

B 0na NP2=MN2+MP2—2MN x MP x cos MNP, Soit:

NP2=102+ 62— 2 x 10 x 6 x cos 110°.
D'ou NP=+136-120c0s110° = 13,3 a0, prés.
Ona MP2=MN2+ NP2 - 2MN x NPcos MNP, soit:
62=102+13,32—2x 10 x 13,3 x cos MNP,
‘ ——  102+13,32-62

d’ ~— 7 - ~0,9056

oU COSMNP === 50%13.3
et MNP =25,1°.
Alors MPN = 180 = NMP.— MNP = 44,9°.
E3 On a BC2=AB2+AC2 - 2AB x AC x cos BAC,
soit BC2=32+52—-2x 3 x5 x cos45°,d'ou

BC=+34-30c0s45° = V34 - 152 = 3,576

a 0,001 prés.

Ona AC2=AB2+BC2—2AB x BC x cos ABC, soit:
52~32+435762—2 X3 X 3,576 x cos ABC,

e 32435762-5
d OU/C\OS ABC = W = 0,149 7
et ABC=98,6°.

Alors ACB =180 — ABC — BAC = 36,4°.
m0naﬁ(—3;3),@—5;—3),8?(—2;—6).
= (-32+32 =32 ;

|Ac\|_J( )+ (=37 =34 ;

IBC|| = (=2 + (<67 = 2V10.
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2DE x DF x cos E/Iﬁ:, soit:

ZAB AC= (=3)x(=5)+3x(-3)=6;
BC BA—( 2)x3+(-6)x(-3)=12;
CA-CB=5x2+3x6=28.

S.E-E:ABX ACx cosA,
6 1

32 x34 17

a-ﬁz(iAxCBxcos(AZ,

28 Let C=41°
V32 x 2010 85 :

4.AH=AB x cos A, soit AH= ﬂ = 1,03.

7

PO 7 142
CH=CBxcosC, soit CH—2~/1_OXE_ N
m On a AB(-8 6), AC(8 ; —3), BC(16 ; -9).
=37 ¥ 32=10; ||AC|[=/8% + (=3)Z = ¥73.
|| BCH—\/162 —«/F
2.AB- AC——82 BC BA=182; CA-CB=155.
3. AB.AC = AB x AC x cos A, ‘d’ou cos A =~ —0,960
et A =164
CA+CB = CA x CB x cosC, d'ott cosC = 0,988 et
C=9.
4. AH = AB x cos A, soit AH = 9,59.
CH=CB x cos C, soit CH = 18,14.

L) 1. Dans ABH rectangleen H, BH=ABxsin A, d’ou
S=%AC><BH, soit S=%AC><AB><sinA.

2.Dans ABHrectangleenH, BH=AB xsin HAB comme
les angles HAB et BAC sont supplémentaires, on a
sinHAB = sin BAC. Ainsi, BH = AB x sin HAB, soit
BH=AB xsinA.

On obtient S= % ACx BH, soit S=

d'ol cosA = et A =76°

d'ott cosC =

=4,80.

%ACxABxsinA.

3. Les autres éqgalités s'obtiennent par permutation
circulaire des points A, B et C.

EZN 1. Dans ABE,ona:

AE2 = AB2 + BE2 — 2AB x BE x cos ABE, soit:
499,42 +350% — 347,42 _
COS’iB\E S 2x499,4x350 07186
et ABE=x44,06°.

-Dans CBE, ona CE2=CB2+ BE2 - 2CB x BE x cos CBE,

soit: , , ,
499,42 225,22 — 4458
cos CBE =~ . 499,4 x 225,
et CBE=63,21°.
« Ainsi ABC = 44,06° + 63,21° = 107,27°.
«Dans ABC,ona:
AC2 = AB2 + BC2 — 2AB x BC x cos ABC,
soit AC2= 3502+ 225,22 -2 x 350 x 225,2 x cos 107,27°,
soit AC2= 22 014. Ainsi, BC = 469,1.
2, D'aprés la formule de I'exercice 70:
I'aire du triangle ABE est :

=0,4507



S =75 BAxBE xsin ABE

N\—-N\—'

x 350 x 499,4 x sin 44,06° = 60 775,5.
L'aire du triangle CBE est :

1 .
S, = ECBxCExsin CBE

= u x 225,2 x 499,4 x sin 63,21° = 50 196,7.

2

L'aire du terrainest S=5;+S,=60775,5+50196,7,
soit S=110972 m2

Le propriétaire a d(i faire une erreur d’unité en relevant
la surface sur le cadastre: la surface est environ

111 000 mZ, soit 1 110 ares.

EZ2 Dans le triangle ACD, on a:

AD?2 = AC2 + CD2 — 2AC x CD x cos ACD
=a?+ l612—2><axia><cosE
a1z 7] 3

17 5 1,_13
“169 7279 T 16
73

4(2.

a?.

D'ou AD =

A B

[EZ1 Dans le triangle ABC,on a B = 105°.
BC AC 800sin33°
=~ = =~ , SO oit BC—*.—T
sinA  sinB sin105
Ainsi BC=451m.
Dansletriangle BCHrectangleenH,ona BH=BCxsin42°,
soit BH=302m.

La bouée est a distance réglementaire.

EA11. Dans le triangle ABC,ona  ABC =180 —45, soit
ABC = 135°. On en déduit que ACB =15°.

BC _ AB it Bc= SIN30° pinsi BC~1,932km.
sinA  sinC sin15
Remarque: En utilisant la valeur exacte de

sin 15° = sin —= (votr exercice 16 p. 224), on obtient
pc= Y6 ; J_.

2. Dans le triangle BCH rectangle en H, on a:

CH=BCsin45°= $in30° x sin45°

sin15°
CH =1,366 km.
Remarque: En utilisant la valeur exacte de
sin15° = sm12 (voir exercice 16 p 224), on obtient
CH= J— 3+1

EA - Dans le triangle ABS,ona ABS =180° —49°, soit
ABS =131°. On en déduit que ASB =19°.

BS AB . 100 x sin30°
= = ~ soit BS= —————
sinA  sinS sin19

Ainsi BS = 153,58 m.

« Dans le triangle BSH rectangleen H,on a:
100 x sin30°

SH =BS sin49°, soit SH= - —— x sin49°,
sin19

AinsiSH= 116 m.

[EZ2| milieu de [AB], donc AI=%AB, soit Al=2a. Ainsi,

le triangle AID est isocéle rectangle.
Onendéduitque AD=+2 x Al, soit AD=2+2a, et
que DAl ==

Alors DAC = DAI+IAC =

Dans le triangle ACD,on a:
CD?= AC? + AD2 - 2AC x AD x cos DAC, soit

CD2=(3a)2 + (242a)’ —2X3GX2\/§GXCOS3TJT

NI

LI
T

A

=9a2+8a%—12+2a?x (-?) =29a2.
D'ou CD = 29a.

E&IDans le triangle rectangle ABD,ona BD2=AB2+AD?,
soit BD2=a?+ (3a)%, d'ou BD=+10a.
Dans le triangle rectangle ACD,ona CD?=AC2+AD?,
soit CD?=(3a)2 + (3a) d'ou CD = 3+2.
Dans le triangle BCD, on a:

BC2 = BD? + CD2 — 2BD x CD x cos BDC,
soit (2a)? = (v10a)’ +(3v2a)’ - 2¥T0a x 3v2a x cos6,

d'ou 4a%2=10a2+ 18a?— 12 a2 x cos0.
24a? 2 A5

Ainsi, cosf = 1205 = NG =5 -
Ona cos?0+sin20=1, donc sin20=1-—

g.

0 étant un angle aigu, sin > 0.
On obtient sine—i soit sine—ﬁ

5 5
&1 1. Par construction, ona CBK—Z
- T
Ainsi BKC—n—G—Z—T—G.
2.0na 2K = BC it BK= “"35'”6 .

sinC  sinK sin(%—e
3. Par construction, on a C/D\Ezg et D/C\Fzg—(?.
= T
Ainsi CFD =m - (— 6) 227
Ona DFA = DC” soit DF =
sinC  sinF

) ol o
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Donc DF = X% cosb

sin -0

4
5 ditions, BK = axsin6
ans ces conaitions, DF = x x cosO

soit % = % x tanf .
Notons H le point d'intersection des droites (AE) et (CK).
Dansletriangle CEA, ona CEA + CAE + %
le triangle CEH, on a CEH+6+ % =xn

Comme CEA = CEH, on en déduit que CAE=6.

Dans le triangle rectangle ACE, on a tanf = % soit
BK a «x . BK

X , B
tanB:E. Alors, DE=x%a d'ou ﬁ—L

On obtient BK =DF.

Il est d’autre part facile de montrer que DFKL est un
parallélogramme, on a donc DF =KL.

Finalement, on a bien KL =KB.

=m etdans

X Vrai. Les réels a, b et ¢ sont non nuls, sinon deux

des points parmi A, B et C sont confondus, alors ABC

n’est pas un triangle.

Dans ces conditions, la relation a — = LA - —
sinA . sinB  sinC

sinC

C/\
abcsinB

e sinA  sinB
peut aussi s'écrire o =5 -

abesinA B abcsinC

C

Ce qui équivaut a

a
on obtient I'égalité cherchée:
besin A =acsin B=absin C.
20 Faux. Les réels g, b et ¢ sont non nuls, sinon deux
des points parmi A, B et C sont confondus, alors ABC
n’est pas un triangle.
Dans ces conditions, la relation ¢2=a%+b2 -
e ~  a?+br-c?
peut aussi s'écrire cosC = ——————
c2-a?-b? 2ab
zib 3. 7
Tow n 3n_7n
B3+ 0

2ab cos C
et non pas

cosC=

,ona:

7m
CoS—= =

TT T . T . T
12 )=COS—COS*—SIH*SII’1*

36023 >INz

76
B\

= COS(

w\:l
4>I:|

X X

IS
T &
M)

N[ =

De méme,ona:

r.r
3 4
B2
2 2
E1. cos‘v%c:cos

a
a

. . T T
SIN— COS— = SIN—COS—

4053
\/g+\/—

in7—n— in
sing5 =s

w
N

+ X

ERE
N\d
N

v
r\
o
@
|
|

T

4

De méme, sin3—7E = sin(n - E) = sinE =
4 4 4

2.-Ona cos37n:cos(2x3§) 2cos?—-1.
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D'ou 2cosz3—n =

) 3n
soit cos? = =—
Comme —-

cos%: 2“5

2
-Onacos%—cos(Zx 3

3n Np)

3
221 _ il
D’'ou 2sin 3 =1 cos4 5 5

3n 2+2
2 —
soit sin ) 7

3
Comme %E[O, 725] ona sm3—>0

/2+\/— /2+
EZ 1. A= cosxcos> +sinx sin—

4 4

T
+ COSX COS 'g -

on obtient sm

. . T
sinxsin-
A:ﬁcosx+—25inx+— cosx—lsinx
2 2 2 2 !

V2 +43 V2 -1

soitA= Y/ Ccosx + 5

COSX+ sinxcos —

sinx.

. T
2.B=sinxcos—-—sin—~

X tsins
6

6 6 6 CosXx

B= 25|nxcos d'ou B=2sinx§ , soit B=+3sinx.

6’
T T
3.C=2 — —si in—
(cosxcos g ~sinxsing
-3 sinxcosﬁ—sinﬁcosx
3 3

Cc=2 ﬁcosx—lsinx -3 lsinx—cosxﬁ
- 2 2 2 2 )

—3cosx —ésinx
2 2 .

EA D'aprés les formules de duplication:

soitC=

sin(2a) = 2sina cosa=2 x 0,6 x 0,8 = 0,96.
cos(2a) = 2cos2a—1=2x0,82-1=0,28.
. 5 -12_ 120
sin(2b) = 2 sinb cosb = 2xﬁ>< 13 = "169"
25 119
_ 2h=1-

cos(2b) =1 - 2sin’b=1 2x169 169
EA1.0na:

T 4m
-c056+cos(9+? + cos 6+?)

=cos0 +cosH cos% —sinB sm%‘

4 L4
+cos0 cos 2 — sin@ sin =

)

—-sinB x (—

2

=co0s0+ cosH x (-%)—sine X ﬁ + cosO X
3
2

=c056—cose—sin8><?+sin6xg=0.



+sin® +sin |0 + +sin

21 4n
3 9*?)
—5|n6+sm9cos% +5|n2?n c056+5|n6cos4—;‘

+sin 4—3“ cos0

=sinBH +sinO x -l

V3 .
) +7xcose+sme

]
2

NE)
+ — X cos0

X 2

=sin6—sin8+gxcosS—?xcosG:O.

1. A = cos(3x)sin(2x) + sin(3x)cos(2x)
=sin(3x + 2x) = sin(5x).

1 3
2.B=—=cosx— isinx

2 2
—cosE cosx—sinE sinx = cos x+E
- 3 3 - 3/
. 2 2
3.C=— (cosx +sinx) =—= cosx + — sinx
2 2 2
—ain & : EL
=sin 7 cosx +sinx cos 7 =sin X+
T . .
m1.cos(x+z = Cosx cos 7 —sinxsin 7
o Y2 2
=cosx— sinx—
_ PRI X
=C0osXsinZ —sinx cos 7
=sin E—x
= 73 .

T T . Al
2.c0os| X - —| =cosxcos = +sinxsin—
6 6 6

= x£+ inxl
=cosx—5+s 5

=cosxsin & +sinxcos = =sin|x + z
3 3 3f

E1. cos (3x) = cos(2x +x) =
3x) = (2cosZx — 1) cosx — (2sinx cos x) sinx

c0os(2x) cosx — sin (2x) sinx
cos
€0s (3x) = 2cos3x — cosx — 2sinZx cosx
€os (3x) = 2cos3x — cosx — 2(1 — cos? x) cosx

Ccos

— o~ o~ —~

3x) = 2C0S3X — COSX — 2COS X + 2¢0s3 x
cos(3x)
2, Les égalités suivantes sont équivalentes:
cos(3x)=0

4cos3x—3cosx=0

cosx(4cos2x—3)=0

cosx((2cosx)2 — ¥3%) =0

cosx(2cosx — 3)(2cosx + +3) =

cosx=0 ou 2cosx— 3 =0 ou 2cosx+ ¥3 =0

= 4cos3x — 3cosX.

NEY 3
cosx=0 ou COSX ="~ OU COSX=—">"
T 11 T
On obtient x = 5 OuX=-3 oux= ¢ ou
x:—E ou x= T ou x:—s—n
6 6 6

3n
2 2 2
El1.A+B=cos (8)+sm (8)+cos ( 8)

A+B=1+1+1+1,

3n
—sin2 2
8) sin + Cos (

51 5n
2 2
+cos(8) sin (8
3
+cos(2x—83£)
57 7
+cos(2><?)+cos(2 f)

_ 3m 5n 71
A-B= cosZ + cos 7 + cos 2 +Cos— 7

. ) 2 2 V2
SOItA—B=7+ + Jon
A-B=0.
2.0n a le systeme A+B=4.On obtient A=2 et
A-B=0

B=2.

K P 1 T
m85ln(§)xA—25|n(9)xcos(g)

4m

x 2C0S 2 x 2€0S [—
=sin(

[ a5
- n[5) st e[ xh=nfe- ]

N 1
d'ou 8sm(9)xA—sm(9).
On obtient 8A=1,

EEl 1. cos(4x) = cos(2 x 2x) =
cos(4x) = 2(2cos2x — 1)2 -1
€os(4x) = 2(4cos*x — 2 x 2cos2x x 1+ 1) — 1
Cos(4x) = 8cos*x — 8cosx + 1.

2. D’aprés la question1,0na:

_B=cos2
A—-B=cos 8

+ cos?

|
soitA+B=4. (
|
|

A—B:cos(ZX%

T2

) donc

21 4m
)x2cos( ) )x2cos( 9 )

ol @\ﬁ ol

. 1
t A= .
soi 3

2cos2(2x) — 1

L 4 T 2 U
cos 4><12 8cos12 8cos12+1

4 2 I _
On en déduit que 8cos 12 8cos 13 = €053 1,

VLI PRI
soit 8cos 12 8cos 12

g T 2
Ainsi cos 12 cos 2-"16"

EZX Faux, I'égalité est vraie pour x=0:

sin2x0)=0et 2xsin0=0.

& Vrai, cos*x — sin“x = (cos2x — sin2x)(cos2x + sinx)
= (cos2x — sin%x) x 1 = cos(2x).

_'N\_.
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V2 x . ay 2 _x 2.«
EA vrai, 5 (c055+5|n5)- S oS+~ sm5
T x T
= C0s COSg +sm4sm§
T T
—cos(4 E)_COSTO
EA Faux, g(cos%+sin%)=gcos%+gsin§

—sinEcosE+cosEsinE
Rt 5 4775

—sin|Z+Z
I P

= smg—yC
20

[EX 1. Un point M(x; y) appartient a la hauteur issue
de Assi, et seulementsi, AM-BC=0 avec m(x+ 2;y)
et ﬁ(z ; —6). On obtient x -3y +2=0.

2. Une erreur s'est glissée dans I'énoncé, la hauteur

issue de B a pour équation —3x+y+2=0.

L'orthocentre R est l'intersection des hauteurs issues

de AetB.

Ses coordonnées sont solution du systeme:
x-3y+2=0
-3x+y+2=0

3. L'aire du triangle est S = % AC x BH,

. On obtient le pointR(1; 1).

avec AC= (4 +22 +(-2?2 = 240
et BH=(2-0,42+(4+0,8)2 = @ .

On obtient S=16.

X1 1. Soit | le milieu de [AC], on a I(1;=1).

Un point M(x; y) appartlent a la medlatrlce du segment
[AC]si, et seulement si, IM+AC =0avec lM(x 1;y+1)
et AC(6, —2).0Onobtient 3x—y-4=0 ou y=3x—-4.
2. Le centre du cercle circonscrit est I'intersection des

médiatrice des segments [AC] et [AB]. {y 3x_4

Ses coordonnées sontsolution du systéme: Y

On obtient le point E(1,5; 0,5).
3. Le cercle circonscrit au triangle ABC a pour centre
E(1,5;0,5) et pourrayon :

AE=+(T,5+ 2+ (0,57 —i

Son équation peut s'écrire (x—1,5)2+ (y 0,5)2=12,5
ou xX2+y2-3x-y—-10=0.

4. Un point M(x; y) appartient a la tangente en C
au cercle si, et seulement si, CM-CE = 0 avec
m(x—4;y+ 2) et E(—Z,S;Z,S).

On obtient —2,5x + 2,5y + 15 =0 que I'on peut écrire
—X+y+6=0 ou y=x-6.

[I1..0na CD2=BC2+BD?-2BC x BD x cos CBD,
soit CD?2=52+42—-2 x5 x4 x cos60°

=25+16-40x %
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D'ou CD=+21.
.Ona BD2=BC2+CD2-2BC x CD x cos BCD, soit:
42=52 1 (V21)" =2 x 5 x ¥21 x cos BCD,

52421 -4 21

d'ol COSBCD=W=7.

On obtient BCD =~49,1°. Alors BDC = 70,9°.

2. CBE =90° - 60° = 30°,
alors BCE =180°—45°—30°=105°.
ona o< - BE _ CE

sinE  sinC  sinB
o .5 _ BE _ CE

sin105° ~ sin45° ~ sin30°"
. _.op_ 5sin45° _ 5sin30° _

Ainsi BE = Sin105° ~ 3,66 et CE = Sin105° "~ 2,59.

POUR FAIRE LE POINT

©BetD; ©BetC; @AetD;
OAetc; @D; ©3BetD;
(10]:3

OA;
(5 bE
QBetC;

POUR APPROFONDIR

[LE 1. Hauteurissue de A: x—y+4=0 ou y=x+4.
Hauteur issue de B: 5x + 7y — 44 =0.

Hauteurissuede C: 5x+y—12=0 ou y=-5x+12.
Orthocentre: les coordonnées sont solution du systeme

y=x+4 4 16
Y= o5x+12° OnobtlentH(3 3).

2, Médiatricede [BC]: x—y+1=0 ou y=x+1.
Médiatrice de [AC]: 5x+7y—17 =0.

Médiatrice de [AB] :5x+y—6=0 ou y=-5x+6.
Centre du cercle circonscrit: les coordonnées sont
y=x+1

solution du systéme .
4 =-5x+6

5 11
On obtlentQ(6 ; 6)

9
2'2
(droite (Al)) : 3x—=5y+12=0.
Jmilieude [AC]: J 573 ,médiane issue de B (droite
(BJ)):x+5y—16=0.
K milieu de [AB]: K(1
(CK): x=
Isobarycentre du triangle: les coordonnées sont
3x -5y +12=0
=1

3. | milieu de [BC]: ( ) médiane issue de A

; 1), médiane issue de C (droite

solution du systeme

On obtient G (1; 3).



(1 7 ==(1 7\ .. . =% ==
3.0naQH(§_,j) iQG (E ; 6) ainsi, QH=3QG.
Les vecteurs QH et QG sont colinéaires, les points Q,
G et H sont alignés.

LE 1. a. Un vecteur directeur de (d) est n (-2 ; 1).
Soit A la perpendiculaire a (d) passant par K.
M(x; )Lappartient a A si, et seulement si, KM-n =0
avec KM(x — a.; ).
On obtient —2(x—a)+ 1xy =0 soit y=2x—20.
b. K’ est le point d’intersection des droites (d) et A.
Ses coordonnées sont solution du systéme :
{X+2y—8= 4a+8'—2a+16)

y =2x-20 5 ' 5 ’
c. La distance de Ka (d) est KK.On a:

. f4a+8 V¥ [-2a+16
o e

_ —(x+82+ —2a.+16
B 5 5
5a2 - 80a + 320
25

_ [o2-16a.+64 _ I((x—S)z
- 5 V5

o - 8|
T
2. a. On cherche le point K tel que OK=KK/,
o - §
E

Si o> 8, I'équation devient o =

0
.On obtient K’(

Ainsi, la distance de K a (d) est

soit o=

oa-8
V5

On obtient a= % qui est une valeur négative, ce

qui estimpossible.

Si o < 8, I'équation devient o = 8-a
8 V5
i = ——= =2 - i
On obtient « 1275 V5 =2 qui est une valeur

comprise entre 0 et 8, donc c’est une solution.
Finalement, I'équation posséde une solution unique
o= 245 -2. Donc K(2v5 - 2 ; 0) est l'unique point
équidistant de (d) et (yy).

— OE 4
b.cos OEK = = =———.
EK Vo2 +16
Comme a=2+5-2,

_— 4 2

cos OEK = = =
J(25-2) +16 V10-25

—~  EK.EF
cos KEF = EK x EF

EK= Vo2 +16, EF(8;—4) et EF =445,

— 8a+16
Ainsi cos KEF = ————.
JoZ +16 x 45

Comme a=25-2,
8(25-2)+16 2
(2527 +16 x 45 V10-25

avec E(((x ;—4),

Ccos K/E\F=

Ona cos OEK = cos KEF .

Ce résultat était prévisible car K étant équidistant des
droites (OE) et (EK’), c’est un point de la bissectrice de
I'angle OEK'.

[LE Le cercle de diamétre [MN] a pour équation:
X24+y2—12x—12y+56 =0, soit (x—6)2+ (y—6)2=16.
Lecerclede centre Papouréquation (x—1)2+(y—1)2=26
soit X2 +y?>—2x—2y-24=0.

Les coordonnées des points d'intersection sont solution
x2+y2-2x-2y-24=0 (1)
x2+y?2-12x=12y +56 =0 (2)

En calculant (1) — (2), on obtient 10x + 10y = 80,

soit y=8—x.

En substituant cette valeur dans I'équation (1), on
obtient: 2x2—16x+24 =0, soit x2—8x+12=0.
Cette équation possede deux solutions: x=2 et x=6.
Les deux cercles ont deux points d'intersection: M(2 ; 6)
etL(6;2).

E 1.2 +y2-2mx+4my+4m?+4m-3=0 équivauta
x-m2-m2+(y+2m)2—4m?+4m?+4m-3=0
soit (x=m)?+ (y+2m)>=m?—4m + 3.

Cette équation est celle d'un cercle (non réduit a un
point) si, et seulement si, m?—4m+3 > 0.

En résolvant cette inéquation, on obtient m <1 ou
m> 3.

2. D'aprés les résultats précédents, les coordonnées
de Q,, sont Q,,(m; —2m). Ces coordonnées sont telles
quey = —2x.

L'ensemble cherché est la droite d'équation y=—-2x.

du systéme: {

[LH 1. Le cercle cherché est le cercle circonscrit au
triangle ABC.

La médiatrice de [AB] a pour équation y = x, la
médiatrice de [AC] a pour équation x=1.

Centre du cercle circonscrit: les coordonnées sont

y=

X
solution du systeme qron obtient Q(1; 1).

Rayon du cercle circonscrit: R=QA = +10.

Equation du cercle circonscrit: (x—1)2+ (y—1)2=10.
2. a. Les coordonnées de D vérifient I'équation du
cercle, donc D appartient au cercle.

b. Equationde (AB): x+y—4=0 ou y=-x+4.

Un vecteur directeur de (AB) est n;(—1; 1).

Soit A; la perpendiculaire a (AB) passant par D.
M(x; y) appartient a A; si, et seulement si, W-a =0
avec W(x -2;y-4).

Onobtient x—y+2=0 ou y=x+2.

E est le point d'intersection des droites (AB) et A;.
Ses coordonnées sont les solutions du systéme

= - 4
y=oxs . On obtient E(1; 3).
y=x+2
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- Equation de (BC): 2x—y+4=0 ou y=2x+4.

Un vecteur directeur de (BC) est ny(1; 2).

Soit A, la perpendiculaire a (BC) passant par D.

M(x; y) appartient a A, si, et seulement si, W-Bz =0.

On obtient x+2y—10=0.

F est le point d'intersection des droites (BC) et A,.

Ses coordonnées sont solution du systeme :
y=2x+4
X+2y-10=0

«Equation de (AC): y=0, c'est I'axe des abscisses.

Az la perpendiculaire a (AC) passant par D a donc pour

équation x=2. Le pointd'intersection des droites (AC)

et A; est le point G(2; 0).

3.0na ﬁ(—0,6 ;1,8) et Eéﬂ ; —3). Ces deux vecteurs

sont colinéaires, les points E, F et G sont alignés.

.On obtient F(0,4 ; 4,8).

XX Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_exercice106.ggb (Geogebra), 09S_exercice106.g2w
(Geoplan) et 09S_exercice106.fig (Cabri).
1. a. L'équation de la tangente est :

y=f"(a)x—a) +f(a)
avec f(a)=a? et f'(a)=2a, soit y=2ax—a%
b. L'équation de la tangente peut s'écrire :
—2ax+y+a?=0, unvecteur normal estdoncn(—2a;1).
2. a. Comme le repére est (O; 1; J),ona OJ =1 soit
0| =1.0naaussi ||ul|=1.
On peut écrire:
n-u=|n|-||ul cosin, u)

=n|-| 03| cos(0J, n) = OJ-n.

b.||u] =1 équivauta yoZ+p% =1, soit a2+ p2=1.
0J-n=0x(-2a)+1x1, soit QJ+ni=1.
netu=(-2a) xa+1xpB, soit n-u=—2ac +p.
OJ:n=n-u équivauta1=—2ao +p,

soit —2aa.+ 3 —1=0. D'ou le systéme.
2492 = X2+ Q2ax+1)? =1
XY ! équivaut a ( )
2ax+y-1= y =2ax+1
. {(4a2 +1)x2+4ax =0
soit
y =2ax+1
Les solutions de la premiere équation sont:
—4a
4a%2 +1°
Les valeurs de y correspondantes sont:
-4a% +1
4a? +1°

x=0 ou x=

y=1louy=

On obtient deux solutions:
-4a -4a? +1
0;1) ou — .
©:1) (4a2+1 4a2+1)
3.a. Si U estun vecteur directeur, I'équation de (d’) est
1—4azx_ -4a tc=0
14402 " 1+ag? T

de la forme
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Les coordonnées de A vérifient I'équation, on a:
1- 4a? -4a -a

a- a?+c=0 dou c=——.
144029 114029 F 1+ 4a?
On obtient I'équation :

1- 4a? -4a -a

1+4a2 " 1+4a2” "1+ 402

soit (1 -4a)’x+4ay-a=0.
4 -1 1
4a 4-

b. Quelle que soit lavaleurdea,si x=0 ona y= %

On obtient y =

L'intersection de la droite avec I'axe (y’y) est le point
Flo; 1) :

"4
Remarque: Il peut étre pertinent de traiter cet exercice a
I'aide d’un logiciel de calcul formel.
4 1. X2+ y2+ 4x — 10y + 4 = 0_peut s'écrire :
(x + 2)2 + (y — 5)2 = 25, c'est I'équation du cercle de
centrel(-=2;5) et de rayon 5.
X2+ y2—6x—5y+9=0 peut s'écrire:

2
(x=3)2+ |y - g c’estI'équation du cercle de

T ’

2

2. Les points d'intersection du cercle € et de I'axe
des abscisses ont leurs coordonnées qui vérifient
I'équation x2+02+4x—10x0+4=0 soit (x+2)2=0.
On obtient une seule solution x = —2, donc un seul
point d'intersection: E(-2; 0).

On peut vérifier que la tangente au cercle 6 en E(-2; 0)
est I'axe des abscisse.

Les points d'intersection du cercle €’ et de I'axe des
abscisses ont leurs coordonnées qui vérifient I'équation:
X2+02-6x-5x0+9=0 soit (x—3)2=0.

On obtient une seule solution x = 3, donc un seul

point d’intersection: F(3 ; 0).
On peut vérifier que la tangente au cercle € en F(3; 0)
est I'axe des abscisse.
3. Les coordonnées des points d'intersection des deux
cercles € et €’ sont les solutions du systéme:
X2+ y2+4x-10y+4=0 (1)
x2+y?-6x-5y+9=0 (2)
En calculant (1) — (2), on obtient 10x — 5y =5 =0,
soit y=2x—1.
En substituant cette valeur dans I'équation (1), on
obtient: 5x2—20x+ 15=0, soit x2—4x+3=0.
On obtient deux solutions: x=1 et x=3, lesvaleurs
de y correspondantessont y=1 et y=5.
Les deux cercles ont deux points d'intersection:
A(1;1)etB(3;5).
4. a. L'équation d'un cercle passant par A et B peut
s'écrire (x—a)?+ (y—b)2=R2

centre D(3 ; E) etderayon g .



Ce cercle passant par AetB,ona:
(1-a?2+(1-b)2=R%2et (3-a)2+(5-b)2=R2
Onendéduitque (1-a)2+(1-b)2=3B-a)2+(5-b)%

En développant et en simplifiant, on obtient:

a+2b-8=0.
b. D'apres la question précédente, on peut écrire:
b=4- 1 a
= 5 a.

D’autre part, R2=QA? soit RZ=(a—1)2+(b- 1)~
L'équation du cercle peut alors s'écrire:
2

(x—a)?+ =(@-1)2+

442 4-daq|
y-4+5a -5a-1l.

En développant et en simplifiant, on obtient:
x2+y?—-2ax+(a-8)y+a+6=0.

Sile cercle coupe I'axe des abscisses, les coordonnées

des points d'intersection vérifient I'équation:
x2+02-2ax+(@-8)x0+a+6=0,

soit x2—2ax+a+6=0.

Pour que le cercle coupe I'axe des abscisses, il faut

que I'équation x2—2ax+a+6=0 aitdes solutions.

Pour cela il faut que son discriminant soit positif, c'est-

a-dire (-2a)?2-4x1x(a+6)=0.

Onobtientlinéquation 4a2—4a—24=0 ou a*-a—6=0.

En résolvant cette inéquation, on en déduit qu'il faut

as<-2 ou a=3.

Remarque: Il peut étre pertinent de traiter cet exercice a

I'aide d’un logiciel de calcul formel.

Il peut aussi étre intéressant de représenter la figure a

I'aide d’un logiciel de géométrie dynamique.

I Soient H,, H, et Hs les projetés orthogonaux de M
respectivement sur (AB), (AC) et (BC).
Aire(MAB) _ Aire(MAC) _ Aire(MBQ)

AB2 A~ BC

lMH1 +AB lMH2 «AC lMH3 -BC

On veut

2 2 _2
AB? AC? BC?
MH, MH, MH,

AB = AC =~ BC

soit

En simplifiant, on obtient

C
N
\
\
N
Y
\
\
\
\
AY
\\ H3
\
\
\
v /M
H PR RN
.- ~
// ~~‘
// ~s\
A H, B

Remarque: On peut commencer par utiliser un logiciel
de géométrie dynamique pour représenter la situation et
chercher expérimentalement la position du point M. On
peut alors constater que M est sur la hauteur AH issue de
Adans le triangle ABC. En regardant plus précisément on
peut méme constater que M est le milieu de [AH].
- Commencons par montrer que M est sur la hauteur
i . 1.
AM-BC=(AH; + AH,)- (AC - AB)

=0-AH; x AB + AH, x AC - 0.
Comme AH;MH, est unrectangle, MH, = M, peut
aussi s'écrire AHy = Al . AP AC

AB ~ AC L

Ainsi AH; xAB=AH,xAC, onendéduitque AM-BC=0.
Donc M est sur la hauteur issue de A.
« Montrons que AM = MH, donc que M milieu de [AH].

On peut écrire:

_ ABx MH; _ AC x MH;
MH, = —ac ot MH, = T
Alors AM2 = MH,2 + MH,2
_ AB? x MH;? . AC? x MH;?2
BC2 BC2
2 2
_ AB2+AC x MH32
BC?
Comme le triangle ABC est rectangle en A, on en déduit
2 2
que % =1, donc que AM2 = MH52,

On obtient AM = MH3, M étant sur la hauteur issue de
A, les points H et H3 sont confondus, donc M milieu
de [AHI.
[LX 1. Dans un parallélogramme, deux angles
consécutifs sont complémentaires. Ainsi, si A a pour
mesure 0, la mesure de B estt—0:
cos A +cos B =cos0 + cos (it — 0) =0.
2, Dans le triangle ABC, on a:
AC2=AB2+BC2 - 2AB x BC x cos B.
Dans le triangle ABD, on a:
BD? = AB2 + AD? — 2AB x AD x cOs A .
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D’ou AC2 + BD? = AB? + BC2 + AB2 + AD?
—2ABx AD x cos A — 2AB x BC x cosB.
ABCD étant un parallélogramme, AB=DC et BC=AD.
Ainsi AC2 + BD? = AB? + BC2 + DC? + AD?
— 2AB x BC(cos A + cosB).
On obtient AC2+ BD?=AB2 + BC2 + CD? + DA2.
- Ona BC2=AB2+AC2=102+ 102 =200
BDZ=BC? + CD? =200 + 102=300
BE2 =BD? + DE2 =300 + 102 = 400.
Ainsi, BE=20.
- Le triangle ABC étant isocele rectangle en B, on a
ABC = 45°. ke
« Dans le triangle BCD, cos CBD = == soit:

BD
—— 200 — 2
cosCBD—m oucosCBD—Ts.

On obtient CBD = 35,3°. D
- Dans le triangle BDE, cos DBE = —= soit:

BE
59 Ou cos DBE = g
On obtient DBE = 30°.
+45°+35,3°+30°=110,3°. Ainsi, une mesure de ABE
est ABE =1 10,3°.
-Ona AE2=AB2+ BE2 - 2AB x BE x cos ABE,
=100+400—-2x 10x 20 x cos110,3.
On obtient AE2 = 638,774, soit AE = 25,3.

[EEl- Dans le triangle ACB,ona ACB = 180°— 44°— 69°,
soit ACB =67°.

AC AB .
sinaa° ~ sin67° ' Ot AC=
On obtient AC=1056,51.

- Dans le triangle ADB, ona  ADB = 180° —56,2°— 55°,
soit ADB =68,8°.

AD AB .
sin56,2° _ sin6s,8° SOt AD=
On obtient AD = 1 247,83.
- Dans le triangle ACD, on a CAD = 69° — 55° soit
CAD =14°.
CD2=AC2 + AD? — 2AC x AD x cos CAD.

=1056,512+ 1 247,832

—2x1056,51 x1247,83 x cos 14,

w
o
o

COSD/—\BE=

1400 x sin44°
sin67°

1400 x sin56,2°
sin68,8°

~114924.
On obtient CD =339 m.

EEEI 1. sin(3x) = sin (2x + x)

sin(3x) = sin(2x) cosx + sinx cos(2x)

sin(3x) = 2sinx cosx cosx + sinx x (1 — 2sinZx)
sin(3x) = 2sinx x (1 — sin2x) + sinx x (1 — 2sin%x)
sin(3x) = 3sinx — 4sin3x

2. Les égalités suivantes sont équivalentes:
sinx + sin(2x) + sin(3x) =0

sinx + 2sinx cosx + 3sinx — 4sin3x =0

4sinx + 2sinx cosx — 4sin3x =0

sinx x (4 — 4sin? x + 2cosx) =0
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sinx x (4cos2x + 2cosx) = 0
2sinx cosx X (2cosx+ 1) =0

. . 1
On obtient sinx=0 ou cosx=0 ou cosx=- 3
Soit x=0[2n] ou x=m[27] ou x= —% [2m]

= __2m _ 2
oux—f[Zn] ou x=- 3 [2n] ou x= 3 [2m].

EEE! Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_exercice113.ggb(Geogebra),09S_exercice113.g2w
(Geoplan) et 09S_ exercice113.fig (Cabri).
On a lafigure:

D E F G

C B A H
+ Le triangle AGH étant isocéle rectangle en H,on a:
ARG = 2.
- Dans BGH rectangle en'H, on'a BG = 22+ 12, soit

BG = 5. On en déduit:
—— BH 2 . oos=_GH 1
COSHBG_EG_TS et sinHBG = BG - 75
« Dans le triangle CGH rectangle en H, on a:

CG=+32+1, s0itCG=+10.

On en déduit:
—  CH 3 —  GH 1
HCG = o= = —— iNHCG= 2= =——.
cosHC G~ To et sinHC G- o
+ On en déduit que_cos(b + ¢) = cosb cosc — sinb sinc,
. 3 1 1
soit cos(b+0)= ——=x—-—=x—.
5 10 5 10
Ainsi cos(b +¢) = % soit cos(b +¢) = g .

De méme sin(b+¢) =
On en déduitque b+c= % et donc que la somme

des trois angles mesure g .

EEZ! Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_exercice114.ggb(Geogebra), 09S_exercice114.g2w
(Geoplan) et 09S_ exercice114.fig (Cabri).

On a la figure:

;Eﬁ

A B C D

Par une méthode analogue a celle utilisée dans I'exercice
EEE, on obtient: CE=+5, BE=+26 et AE=+65.
On obtient aussi:

cosy = E siny = % cosp = % sinf = %
8 . 1

cosa= —, sino= —.
V65 V65



On en déduit: cos(a+f) = — x —_—— X
65 26 65 26
-39 _ 3
1310 V10
1 5 8 1
De méme: sin(a+P)= —=x — + — x —
P V65 V26 V65 26
_ 13 _ 1
= = .
Posons 6 =a +f. 10 V10
2 3 1 1
Ona: cos(y+0)= =x—-—=x—
5 10 5 10
_ .3 _J2
= =5
R . >0 1 3 2 1
De méme: sin(y+0)= —x—+-—=x—
5 10 5 10
3 _¥2
5% 2
On en déduitque y+ 6= - etdonc que la somme

des troisanglesa, B etya pour mesure Z

EEB Correctif : il faut lire sin2B +sin2C =sin2 A

etpas sin?B +sin2C =1.

1.0na =LA= € onen déduit que:
sinA  sinB  sinC
. 26in2 A R b g
sin2B = 22SIA o gin2g = %
a
A ~ 2 Nein2 R
Ainsi: sin?B +sin?C = W'

Si sin2B +sin2C =sin2 A, on en déduit que:
(b2 + c?)

aZ
Le triangle est rectangle en A.

=1,soit b2+ c2=a2

2, La réciproque est « si ABC est un triangle rectangle
en A, alors sin2B +sin2C =sin2A ».
Cette réciproque est vraie. En effet, si ABC est un triangle
rectangleen A, sinC =cosB.
Alors 'égalité sin2B + cos2B =1 devient:
sin2B +sin2C =1.
De plus comme A est un angle droit, sin2 A =1.
On a bien sin2B +sin2C =sin2A .
EEI3 1. Soit k le nombre tel que:

a_b_czk

§inA sinE:B sinC ~
alors a=ksinA, b=ksinB et c=ksinC.
Si b=a+c, onobtient ksinB =ksin A + ksin C,
soit sinB =sinA +sinC.
2. Laréciproque est « siles angles d'un triangle satisfont
larelation sinB =sin A +sin C, alorsles cotésa, betc
de ce triangle satisfont a la relation: b=a+ c». Cette
réciproque est vraie.

R 2.2 _ 2

EEEZ 1. a. On sait que cos A = b*;Ta,

ainsi cos2 A = M ‘
4b2c?

D'ou sinZA — 1_M

4b2c?
oAb —(B2 2 -a?)
b.sin?A = abc2 d’ou I'égalité.
2.4p(p—a)ip—b)(p—0)
_4Xa+b+cxb+c—a a+c—bxa+b—c
- 2 2 T2 2
_4X((b+c)+a)((b+c a) (a- A))(a+(b-0)
- 4 4
2 _ 42 2 _ — )2
=4X(b+621 a’ a (2 )
—ax b? + 2 +2bc-a? —a*-(b?+c?-2bc)
= 4 x 4
—ax 2bc+ (b2 +c2-a?) 2bc-(b2+c?2-a?)
- 4 x 4
» (2bc)? - (b? + ¢ - a?)?
16
_ay A -(b2+C-a’
4
2-2¢cin2 A
=4 x —‘}b—C:M d'apres la question précédente,
d’ou I'égalité.
3.8, 52— b2c2sin? A
[ . _—4"-

b. D'apres les égalités précédentes, on a:
S2=p(p—a)(p — b)(p — ), d’'ou lavaleurdeS.

4. a. Le périmétre du triangle est 18, d’'ou p=9.

En appliquant la formule de Héron, on obtient:
S=+9(9-6)(9-6)(9-6), soit S=9+3.

b. Le périmétre du triangle est 18, d’'ou p=9.

En appliquant la formule de Héron, on obtient:
S=+9(9-5)(9-6)(9-7), soit S=6+6.

c. C'est le triangle équilatéral qui a la plus grande aire.

EEE 1. Dans le triangle ABC, on a:

BC2 = AB2 + AC2 — 2AB x AC x cos BAC
=a?+ a? - 2aacos 0 = 2a*(1 — cos0).
Ainsi BC = ay2(1-cos0)
C , D
. :
A 0
a
B 7t

Le périmétre du triangle est 2a+ avy2(1- cos0), celui
du carré: 4ay2(1- cosH) .

On obtient I'égalité:

2a+ay2(1-cosB) =4 ay2(1- cos0)

soit 2a =3 ay2(1-cos0) ou +2(1- cos) =§
Ainsiona 2(1 -cosb) = §
On en déduit que cosf = 18 ,d ou 0=38,94.
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EEE 1. a. Dans ABC, BAC = 180°— 53°- 36° soit
BAC =91°.

AB BC 250 x sin36°
5in36° ~ singie Ansl AB="— g gre— = 146,97,
b.Dans ABM, BMA =180°-53°~51°, soit BMA =76°.

BM ~ AB 146,97 x sin51°
"5in51° ~ sin7e° ainsi BM= sin76°

~117,71.
L AM__ AB 0 146,97xsin53°
sin53° 7 sin76° - sin76°
~120,97.
2.a.DansBCD, BDC=180°-37°-96°, soit BDC=47°.

BD BC . . .. 250xsin96° _
sin96° _ sin4z° NS BD_W~339’96'
b. Dans BMN, BMN = 180° — 76° = 104°

et BNM =180°- 104° — 37°, soit BNM = 39°.

BN _ BM
*sin104° ~ sin39°
ainsi BN = 172X 90104 181,49,
MN  BM MN = 117,71 5in37°
*5in37° ~ sin39° ainsi sin39°
~112,57.

3.DN =BD — BN = 339,96 — 181,49 = 158,47.
Dans DNP, DNP = BNM = 39°

et DPN = 180°- 64° — 39° = 77°.
PP _ DN insi Dp = 15847 xsin39°
sin39° ~ sin77° sin77°
= 102,35.
NP DN insi Np =1 SR G
sin64° ~ sin77° p sin77°
= 146,18.

Dans DFP, DPF = 180°~77° = 103°
et DFP =180°—103°—51=26°

L FP__ DP . o5 102,35xsin51°
sin51° ~ sin26° - sin26°
~ 181,45.

Ainsi: AF =AM+ MN + NP + PF
= 120,97 + 112,57 + 146,18 + 181,45
=~561,17.

120K N
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On sait que ABD =DBC; BCD =BDC =2DBC.
Dans BCD,on a BDC +BCD +BDC=x.
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Soit DBC + 2DBC + 2DBC =
On obtient 5DBC =, ainsi D/B\C:%.

_ /\_231;

Alors, ABD—g BCD =BDC 5
— 2 2n @ — T T 37n
BAC—J’C—? ?—g et AD.B=ATE—§—§=?.
2.a.Dans ABC,ona: ABA = S'“E .
sinC  sinA
sinz—n
Ainsi AB _ 5'”5, soit ﬁ 5 .
BC ~ sinA BC sinX
5
Dans BCD,on a £=C_DA ainsi %: sinD
sinD  sinB sinB
sinzn
i« BS_ "5 . bien AB_ BC
soit D-  x .On a bien BC™C
Slng
AB  BC P 1 _
b.De BC™ C—D1 ondéduitque AB_ﬁ(carBC—U
et donc CD:E'

Comme ABD =DAB = % le triangle ABD est isocele

de sommet D, donc AD =BD = 1.

Ainsi, AB = AD + DC, soit AB=1 + CD.
1

On obtient I'équation AB=1 + AB"

En posant x = AB, on obtient x = 1 + X soit

x2—-x-1=0. N N
Cette équation a deux solutions 1_2 3 et 1+2 > .

1-+5 1445
2 2

Comme

<0, onendéduitque AB=

3. Dans le triangle ABD, on a:
BD?2 = AB2 + AD? — 2AB x AD x cos BAD,

1++5 2 1++5 T
H 2— | ——= 2 _ il
Soit 1 —( 3 ) +1P-2x 5 oSz,
1445 1445 =
ou encore 3 -2x 3 cosg =0,

. 1+45 m_
d'ol T—Zcosg 0.

T 1+~/_

On obtient —
nobtient cos = = —

EEX] 1. La médiatrice de [AC] a pour équation x=1, la
médiatrice de [BC] a pour équation y=—-x+ 1.

Les coordonnées du centre du cercle circonscrit sont
Q(1;0).

2, a. La hauteur issue de B a pour équation x =4, la
hauteur issue de A a pour équation y=—-x+ 3.

Les coordonnées de I'orthocentre du triangle ABC
sont H(4 ;-1).

b. Une équationde (BC) est y=x+1, les coordonnées
y=x+1
y=-x+3

de D sont solution du systeme
On obtient D(1; 2).



Une équation de (AC) est y =-3, les coordonnées de
E sont solution du systeme i : ;3 .
On obtient E(4 ;-3).

Une équation de (AB) est y=—-4x+ 21, une équation
de la hauteurissuede Cest x—4y—8=0.

Les coordonnées de F sont solution du systeme
y=-4x+21 92 11

X_4y_8=0.0nobt|entF(W ik
3.0nal(5;-2), M(4;2) et N(0;-2).

4. Pour déterminer le centre du cercle, on peut réaliser
la construction a l'aide d’un logiciel de géométrie
dynamique et chercher a déterminer le centre par
tatonnements ou en tragant deux médiatrices a I'aide
de quatre des neuf points. On peut aussi calculer
I'équation de deux médiatrices et déterminer leur
point d'intersection.

On obtient le point G(2,5;—0,5) qui est le milieu de [QH].
Il ne reste plus qu’a calculer la distance entre G et chacun
des neuf points et de vérifier que cette distance est

34

toujours égale a -
EEE1 1. Dans ABP, on a:
AB2 = AP2 4+ BP2 — 2AP x Bchos%T”=20+8J§.
On obtient AB= 2v5 + 242 = 5,596.
2, Dans ABP,on a:
BP2 = AB2 + AP2 — 2AB x AP x cos BAP
(20+82)+42-22 4442

cosBAP = ~0,9675.
2x25+22 x4 A5+ 22
3.cosfﬂ3=cos(g—lﬂ\P)=sinB/A\P.
sin2BAP =1 — cos2BAP
=1_( 442 )2_ 1 5-202
25+ 242 10+ 42 34

Comme sinBAP > 0, on en déduit:

sin BAP = \15_326 .

-2
34

w1
N

Finalement cos CAP =
4. Dans ACP,on a:
PC2=AC2+ AP2 — 2-AC x AP x cos CAP

—20+8v2 +16-2x4x 2J5+2ﬁx,/5‘3i‘5 .

Ainsi PC2 =36, soit PC=6.

EEE] Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_exercice123.ggb(Geogebra), 09S_exercice123.g2w
(Geoplan) et 09S_ exercice123.fig (Cabri).

1. Ladistance AM est minimale lorsque les droites (AM)
et (d) sont perpendiculaires.

2.AM = |J(x = 1)2 + (y — 4).

Comme y=x+2, onobtient AM = v2x2 - 6x + 5.

3.a.f'(x) = 4x — 6, fest croissante sur % ; o+ oc[ et
décroissante sur |- ; % .

. 3 1
b. Le minimum est f(f) =5

4.a.Comme AM = f(x), le minimum pour la distance
AM correspond au minimum de la fonction f. Ainsi, la

distance est minimale quand x=% et y=x+2= %

c'est-a-dire quand M est en M0(3 7) .

272
2 2
o o= | A o[ d] = 2.

b. Un vecteur normal a (d) est n(1 ; =1), comme

mo (% ;- %) est colinéaire & n, c'est bien un vecteur
normal a (d).
5.a.7+ AM = ||n|| x AM, x cos(n ; AM) comme les
vecteurs n et mo sont colinéaires, (n; Z\ﬁo) =0 ou
(ﬁ;mo) =m.
Ainsi cos(in; mo) =1 ou cos(n; A_MO) =-1.
Alors n+ AMy =||n||x AMy ou n+ AM = —7]| x AM,.
On a bien|[n AM,|| = ||7]|x AM,.
b. Un vecteurnormal a (d) estn(1; —1).
¢.n+ AMy =+ (AMg + MoM)

=1n-ANig+ 1+ MgM.
Comme M, et M sont deux points de (d): ﬁ-w =0.
Ainsi 1AM = n+AM,.
d.n-AM=1x(x=1)+(=1) x (y—4) =x—y + 3.
Si M appartienta (d),ona: x—y+2=0.
Alors x—y+3=1, onabien neAM=1.
e.Onsaitque n-AMy=1 etque ﬁ-mozHﬁHxAMo,
d'ou || x AMg=1.
Comme ||n||= v2, on en déduit que AM, = iz .

P Prises d'iniliatives

EEZ] Le trajet aller est AB, puis BC, le trajet retour est CA.

9,52

A 8 B X
Passer de la direction Est a la direction Nord-Est signifie
que l'angle xBc mesure 45° ou % .
Ainsi ABC mesure 37”
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Ona AC2=AB2? + BC2 — 2AB x BC x cos ABC
:82+22—2x8x2xc0537“:68+16~/f.

AC = 9,52, la longueur du trajet du retour est de
9,52 milles environ, la vitesse est donc de 9,52 nceuds
environ. En km-h-', cette vitesse est 9,52 x 1,832 soit
environ 17,44 km-h=.

EEH Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_exercice125.ggb(Geogebra), 09S_exercice125.g2w
(Geoplan) et 09S_ exercice125.fig (Cabri).

Si on note a = CP et b =CQ, on démontre que le
minimum est atteint lorsque x = Jab.

Méthode géométrique:

On trace le cercle 6 passant par les points M, P et Q,
on note Q son centre.

L'angle inscrit PMQ est maximal lorsque I'angle au
centre PQQ est maximal, ce qui a lieu lorsque le rayon
du cercle est minimal.

Or, le rayon est minimal lorsque le cercle € est tangent
a (CM).

Déterminons la valeur de x lorsque cette condition
est vérifiée.

C

Soit T le projeté orthogonal de Q sur (CM) et | le projeté
orthogonal de Q sur (CP).
Quand le cercle est tangent a (CM), M esten T.
Par construction, TQ=Cl et CT=1Q.
Comme QPQ est isocele, | milieu de [PQ] eton a:
PO = IQP = 2 POQ.
D’autre part, d'aprés le théoréme de I'angle inscrit,
PMQ = 3 POQ . Ainsi, PMIQ = PO,
Deplus QP=QQ=QT=Cl et x=CT=Ql
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b+a

Si on note a = CP et b = CQ, Cl 5

PQ=b-a soit IP= b;a .
Dans QIP, on a Q12 = QP2 — |P2,
On peut donc écrire x2 = (b ; a)z - (b ; a)z .
En simplifiant, on obtient x2=ab soit x= Jab.
Autres méthodes (exemples) :
- Soit x la distance CM, on a:
PM= vx2 +32,22 et QM = x2 +37,82.
x?+32,22 + x> +37,82-5,62

2Jx? +32,224x? + 37,82
B x2+1217,16

 Jx2+1428,84x? +1036,84

On estamené a étudier les variations de cette fonction
(ou de son carré), on peut pour cela s'aider d’un logiciel
de calcul formel.

et

cosPMQ =

Cette méthode nécessite le fait que a est minimal

lorsque cos a est maximal (pour o € [0 ; %[ ).

-On peut utiliser la tangente de I'angle PMQ . Pour cela,
on calcule le sinus et le cosinus des angles o = CMP
et B= CMQ. On est amené a étudier les variations
(b - a)x

x2+ab’

Cette méthode nécessite sin(f} — a), cos(p - o) et le
fait que 6 est minimal lorsque tan6 est minimal (pour

de la fonction f(x) =

0e |0; %[)
@ soit a= ABC. Onvérifieque o= ABC :A/D\C=%.
D
C
o
A B
Comme BC=+5x ona:
sinoL = AC_ 1T et cosa= AB_ 2
T BC 45 ~ BC 5
2 ) 3
Alors, cosf=cos(2a)=2cos?0.—1= Zx(—) —-1==
2a) = 5
2

et sinf = sin(2a) = 2sino. cosa. = 2 x



(@ Activites TICE

TP 1 Les écrans geants

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_TP1.ggb (Geogebra), 09S_TP1.g2w (Geoplan) et
09S_TP1.fig (Cabri).

Partie A

La figure est simple a réaliser. Par contre, la position
du point M n’est pas aisée a déterminer.

Il peut étre intéressant de construire:

—le cercle €, de centre | (milieu de [AB]) passant par C,
- le cercle €, de centre J (symétrique de B par rapport
a A) passant par B,

puis de comparer les mesures des angles o = AMB,
B=BMC et y= CMD en fonction de la position du
point M par rapport a ces deux cercles.

Si M est a I'extérieur des deux cercles: o < <y.
SiM est a l'intérieur des deux cercles: o >3 >y.
SiM est a l'intérieur d'un seul des deux cercles, I'ordre
n’est pas toujours le méme, mais on peut quand méme
constater qu’a l'intérieur de 6,  a toujours la plus
grande mesure et a l'intérieur de 6,,  a toujours la
plus petite mesure. Enfin quand M est a l'intersection
des deux cercles, les trois mesures sont les mémes.
Remarque: l'influence des ces deux cercles dans la
résolution du probléme sera explicitée dans la suite du TP.

Partie B " .
1.a.Dans AMB,on a ﬂ=EM— d'ou *:S!Le.
sinB  sina MB sina
Dans BMC, on a B—C =.'BM*
sin®  sin(mw - ¢)
d'ou BC _ sin6 soit BC _ sin0
BM ™ sin(mt - ¢) MB ™ sinc ’
b. Dans AMC, on a CvM =.¢
sina  sin(mw - ¢)
dot CM _ sina
OU "AM T sin(m - 0)
.. MC _ sina
SOIt A = Sinc
B . MBx sin6
c.D'apres 1.¢c.,ona: sina=—— "
ot sinc= MB x sin® d'ot sina _BC 2 _ )
- BC sinc  AB~ 1~ °°
On en déduit que % =2 soit MC=2MA.

2. Le raisonnement est le méme que celui utilisé dans
la question 1.

Partie C

1. Les coordonnées sont A(0 ; 0), B(1 ; 0), C(3 ; 0) et
D(13;0).

2.a. MC=2MA équivaut a:

MC2 = 4MA?2
(x=3)2+y2=4(x2+y?)
3x2+3y2+6x-9=0
X2+y2+2x-3=0
x+12-1+y?-3=0
(x+1)2+y?=4
b. L'ensemble € est le cercle de centre J(-1; 0) et de
rayon 2 (c’est le cercle €, évoqué dans la partie A).
3.a. MD =5MB équivaut a:
MD? = 25MB?2
(x=13)2+y2=25(x-1)2+ y?
24x2+24y? - 24x-144=0
X2+ y?-x-6=0
x—lz—i+y2—6=0
2 4
1 2
o
b. L'ensemble €’ est le cercle de centre | (% ; 0) etde

rayon g (c'est le cercle 6, évoqué dans la partie A).

4. Les coordonnées d’'un point M commun aux deux
ensembles sont solution du systéeme:
X2+ y?+2x-3=0
{x2+y2—x—6=0 '
On obtient deux solutions My(—1 ; 2) et M;(-1 ; =2).
M, correspond a un point situé sous l'axe (AB) c'est-
a-dire derriére I'écran, donc seul M, est compatible
avec la situation.

Partie D
1.0n obtient 6 =18,43°.
2. AMy = V5, BMy = V8 =242, CM, = ¥20 = 2V5,
DM, = v200 = 1072.
3. Il faut déterminer les valeurs exactes de cos AMoB,
cos BM,C et cos CMD.
Dans AM¢B:
AB2 = AMy2 + BMy2 — 2AM, x BM x cos AM,B
V5248 -P 3

soit cosAMB =2 "> =7 > |

24548 V10
. 87 +20°-22 3
De méme cos BM,C= ———M—— = -~
0 2V8v20 \i0

V20” +4200° 102 _ 3

et cos CMyD = =,
0 24204200 V1o
3
4. Finalement,ona cos6=—.
V10

A l'aide de la calculatrice, on obtient 0 = 18,435°.

Le spectateur doit étre situé a 2 métres du mur ol sont
disposés les écrans et 1T métre a droite du dernier de
ces écran. Il aura peu de recul par rapport a ces trois
écrans et ne sera en face d'aucun d’eux.
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TP (2 Les cercles d’Apollonius

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
09S_TP2.ggb (Geogebra) et 09S_TP2.g2w (Geoplan).

Partie A

1. On a MA = MB, l'ensemble €; est la médiatrice
de [AB].

2.a.

AR L N S

b.Ona MA=2MB, surlesegment [AB], on peut placer
le point M.

¢. On peut aussi placer le point M, sur la droite (AB).
3.a.a=3, les coordonnées de B sont donc B(3;0) et
celles de A sont A(=3; 0).

b. Evident (des distances étant toujours positives).

¢. Soit M(x; y), MAZ=4MB? équivauta:
(X+3)2+y2=4(x-3)2+y2

3x2+3y?-30x+27=0

xX2+y2-10x+9=0

(x-5)2-25+y2+9=0

(x-52+y?=16

d. L'ensemble €, est le cercle de centre I(5; 0) et de
rayon 4.

Partie B

1. Soit M(x; y), on a MA = kMB, ce qui équivaut a:
MAZ? = k2MB? donc a:

(x+3)2+y2=k%(x-3)2+ y?)

(k2=1)x2+ (k2=1)y?2-6(k? + 1)x+9(k*-1)=0

2
K 9=0Gik£1)

X2+ y2-6x

k2 -1
2
2.x2+ y2-6x £2t1x+9=0 équivaut a:
2 2 2 2
(x 3x£2t1) —9(:24'1) +y2+49=0
k2 +1\° ) k2 +1\°
(X_3Xk2—1) +y =9(k2—1) 9
k2 +1\2 k2 +17 — (k2 1)
(x—3x 3 ) +y?=9x% 5
e Y
(x—3xk2t1) +y2=9 (e 7
U3k [ ek Y
( k2 -1 ) k2 -1

On obtient I'équation d’'un cercle de centre C

3(k* +1) _ 6k ., .
( K1 ,0) derayon R_k2-1 si kX—1>0 soit
k>1 ouderayon R:% si k»—1<0 soit k<1.
Partie C

1. Avec Geogebra, il suffit de créer deux curseurs, I'un
variant de 0,01 a 0,99 par pas de 0,01 et I'autre variant
de 1,01 a 100 par pas de 0,01.
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Avec GeoPlan, il faut créer deux « variables réelle libres
dans un intervalle » (Menu: Créer 'Numérique ) I'une
comprise entre 0,01 et 0,99 et I'autre comprise entre
1,01 et 100. Ensuite, on peut « piloter au clavier » ces
variables (Menu: Piloter ).

2. Avec Geogebra, saisir I'équation dans le champ de
saisie (en bas de la page).

Avec GeoPlan, créer un cercle défini par son centre et
son rayon (Menu: Créer Ligne ).

8=025 ]
- -

5

..._\:___-.I j ] ' ¥ g 5 3 ,

4 e

3. Pour 0 < a < 1, le centre des cercles se déplace
sur I'axe des abscisses a gauche du point A, plus a est
proche de 0, plus le centre est proche de A et plus le
rayon est petit.

Pour b>1, le centre des cercles se déplace sur I'axe
des abscisses a droite du point B, plus b est grand,
plus le centre est proche de B et plus le rayon est petit.
PartieD 60 +1)
1l.a.f(x) = o
négative, donc f est décroissante sur [1,01; 100].

b.

X 1,01 100
301,5

Fx) \
0,06

i

; cette dérivée est toujours

c. Lesrayons des cercles diminuent quand x augmente.
d. Les rayons des cercles augmentent quand x
augmente.

, —12x Lo .
2.a.f'(x) = w12 ; cette dérivée est toujours
négative, donc f est décroissante sur ]1 ; +oo[.

b.
X 1,01 100

301,5

) T
3,0006

¢. Les centres des cercles ont des abscisses qui diminuent
et qui se rapprochent de 3 quand x augmente.

d. Les centres des cercles ont des abscisses qui
augmentent et se rapprochent de —3 quand x diminue
(en se rapprochant de 0).




CHAPITRE

10 -

QLe programme

L’étude et la comparaison de séries statistiques menées en classe de Seconde se poursuivent avec la
mise en place de nouveaux outils dans I'analyse de données. L’objectif est de faire réfléchir les éléves
sur des données réelles, riches et variées (issues, par exemple, de fichiers mis a disposition par I'Insee).

Contenus

Statistique descriptive, analyse
de données

Caractéristiques de dispersion:
variance, écart-type.

Diagramme en boite.

Capacités attendues

« Utiliser de fagon appropriée les
deux couples usuels qui permettent
de résumer une série statistique:
(moyenne, écart-type) et (médiane,
écart interquartile).

« Etudier une série statistique ou
mener une comparaison pertinente
de deux séries statistiques a l'aide
d'unlogiciel ou d'une calculatrice.

Commentaires

On utilise la calculatrice ou un logi-
ciel pour déterminer la variance et
l'écart-type d'une série statistique.

Des travaux réalisés a 'aide d'un lo-
giciel permettent de faire observer
des exemples d'effets de structure
lors du calcul de moyennes.

G Nolre poinl'de vue

Nous avons regroupé dans ce chapitre la partie du programme relative aux statistiques descriptives et
I'analyse de données. Les notions nouvelles concernant ce chapitre sont peu nombreuses: variance,
écart-type et diagramme en boite.

Comme le demande le programme officiel, le plus souvent possible, les données utilisées sont des
données récentes issues de sites officiels: INSEE, INED, OCDE, EuroStat...

Les activités 1 « Dépenses dans 'OCDE » et 2 « Répartition des données de séries » permettent la
découverte de I'écart interquartile, des diagrammes en boite et de leur utilisation. Ces notions constituent
essentiel de la premiére page de cours.

L’activité 3 « Peut-on mesurer la régularité? » permet la découverte de nouvelles caractéristiques de
dispersion: la variance et 'écart-type. L’activité 4 « Dispersion de deux séries statistiques » utilise la
calculatrice pour comparer la dispersion de deux séries statistiques a I'aide de leurs écart-types. Ces
notions sont reprises dans la 2¢ page de cours.

A Tissue de ce chapitre, les éléves ont a leur disposition les deux couples usuels qui permettent de
résumer une série statistique: « moyenne - écart-type » et « médiane - écart interquartile ». Les deux
pages de cours se terminent chacune par un paragraphe présentant succinctement quand et comment
utiliser chacun de ces couples.

La page « Chercher avec méthode » donne I'occasion aux éléves de comparer deux séries statistiques
a l'aide du couple « médiane - écart interquartile » et du diagramme en boite pour ensuite décider si
les deux séries sont, ou non, notablement différentes.
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L'utilisation des TICE a été développée a plusieurs endroits dans le chapitre:

o Dans lactivité 3, un logiciel de géométrie dynamique permet de visualiser la notion de dispersion
des valeurs d’une série. De plus, les activités 3 et 4 donnent 'opportunité d’'une premiere utilisation
de la calculatrice.

o Les pages cours et méthodes montrent comment utiliser la calculatrice, et dans certains cas un
tableur, pour effectuer les différents calculs statistiques et représenter des diagrammes en boite. Ces
manipulations sont détaillées dans les pages calculatrices en fin du manuel de I'éleve.

o Le programme officiel demandant d’utiliser la calculatrice, ou un logiciel, pour déterminer la variance
et Pécart-type d’une série statistique, de nombreux exercices permettent ou nécessitent 'utilisation de
ces outils TICE.

o Le programme officiel ayant comme objectif « de faire réfléchir les éleves sur des données réelles,
riches et variées (issues, par exemple, de fichiers mis a disposition par 'INSEE) », I'étude de ce type de
données au volume souvent important nécessite la fourniture de fichiers et 'utilisation d’outils TICE
adaptés, C’est le cas dans certains exercices proposés.

Enfin, comme dans les autres chapitres les TP donnent la possibilité aux éleves d’utiliser les outils TICE
dans le cadre d’une réelle démarche de recherche en mathématiques.

o Le TP1 « Production dans une usine » permet d’utiliser un tableur pour effectuer certains calculs
statistiques.

 Le TP2 « Simulation de sondages » permet a I'éleve, a I'aide d’un tableur, de construire et
des séries statistiques afin de simuler des temps d’attente.

o Le TP3 « Un drole de paradoxe » permet de mettre en lumiére un phénomene étonnant lié a la
structure méme des données proposées.

>étudier

Les notions abordées dans le chapitre 10

1. Ecart interquartile - Diagramme en boite
2. Variance et écart-type

GAvanr de commencef

Se tester avec des QCM

Le QCM et les exercices proposés dans cette page
permettent de faire le point sur la lecture de tableau ou
de graphiques et sur le calcul de certains paramétres
statistique étudiés au collége ou en Seconde.

Oc¢ Oo;: Oc Ob: Os;
Oop;: Oc; Oc; Oc

Se tester avec des exercices

@ Tableau des effectifs cumulés:
Nombre de freres et sceurs 0 1 2

Effectifs 13 11 4 2

Effectifs cumulés croissants | 13 24 | 28 30
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) D'apres le tableau des effectifs cumulés croissants,
il y a 28 éléves qui ont au maximum deux fréres et
soeurs. Le pourcentage correspondant est: % x 100,
soit environ 93 %.

@ La médiane est lademi-somme dela 15¢ et dela 16¢
valeur (qui valent toutes les deux 1 d'aprés le tableau
des effectifs cumulés croissants), ainsila médiane est 1.

La série a 30 valeurs: 3 x 37 =22,5.

Le troisieme quartile est la 23¢ valeur, soit 1.

@ Le nombre moyen de fréres et soeurs des éléves

de cette classe est:

13x0+11x1+4%x2+2%x3 25 . .
30 _%,son environ 0,83.




() Activités
Actlivile 1 Depenses dans I'OCDE

Cette activité introduit la notion d'intervalle et d’écart interquartile. Un des objectifs
essentiels est de faire découvrir a I'éléve que l'intervalle interquartile contient environ
50 % des valeurs et que I'étendue de cet intervalle est donnée par I'écart interquartile.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr : 10S_activite1.xls (Excel 2003),
10S_activite1.xIsx (Excel 2007) et 10S_activite1.ods (OpenOffice).

Pour répondre aux questions, il faut ordonner les valeurs de la série (voir ci-contre):

1. La série comporte 19termes. La médiane est la 10 valeur, soit 8 730.

19 . . .
2.a. 5 =TS le premier quartile est la 5¢ valeur, soit 6 833.
3x % = 14,25 ; le troisieme quartile est la 15¢€ valeur, soit 9532.

L'intervalle interquartile est [6833; 9532].

b. L'écart interquartile est 9532 — 6833, soit 2699.

3. a. L'affirmation est vraie, c'est la définition de la médiane.

b. L'affirmation est vraie, car 6 833 correspond au 1¢" quartile soit 25 % de I'effectif
environ et 9532 correspond au troisieme quartile soit 75 % de I'effectif environ.

Actlivité (2 Reépartition des données de series

1 Slovaquie 3219
2 Pologne 3590
3 Hongrie 4225
4 | Rép.Tchéque 5527
5 | Portugal 6833
6 | Slovénie 7267
7 |Finlande 7829
8 | Allemagne 7841
9 Italie 8004
10 | Espagne 8730
11 | Royaume-Uni 8892
12 |Belgique 8992
13 | Suéde 9143
14 |Irlande 9375
15 | France 9532
16 | Danemark 9675
17 | Pays-Bas 10248
18 | Autriche 10641
19 |Luxembourg 17928

Cette activité permet d'introduire la notion de diagramme en boite et de découvrir comment comparer deux séries a

I'aide de ces diagrammes.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr: 10S_activite2.xls (Excel 2003),10S_activite2.xIsx (Excel 2007) et

10S_activite2.ods (OpenOffice).

1. a. Les quatre intervalles sont tous d’amplitudes différentes.

b. Voir ci-dessous.

c. Les paramétres utilisés pour construire la boite sont le premier quartile, la médiane et le troisieme quartile.

Ceux utilisés pour construire les moustaches sont le minimum et le maximum.

0000

2000 4000 6000 8000 12000 14 000 16 000 18/000
Minimum Q, Médiane Q, Maximum
d. La France correspond au troisiéme quartile de la série. T_| Mexique 2236
L. L 2 | Nouvelle-Zélande 5933
2. |l faut ordonner les valeurs de la série (voir ci-contre): -
L. L Ia 5¢ val . 3 |Corée 7860
L9a série comporte 9 termes. La médiane est la 5¢ valeur, soit 8 760. 2 |lslande 8349
2= 2,25 ; le premier quartile est la 3¢ valeur, soit 7 860. 5 |Japon 8760
9 | N i eval . 6 |Australie 8840
3x 2= 6,75 le troisiéme quartile est la 7¢ valeur, soit 11301. 7 | Etats-Unis 11301
On obtient: 8 | Norvege 11997
9 | Suisse 13982
Autres pays :
1 1
Europe I |
2000 4000 6000 8000 10 000 12000 14 000 16 000 18 000
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3. On peut constater que les deux séries ont pratiquement la méme médiane.

Par contre, I'écart interquartile est un peu moins important en Europe que dans les autres pays et la répartition
des données, autour de la médiane, est sensiblement différente:

en Europe, les données sont plus dispersées entre le premier quartile et la médiane, et au-dela du troisieme quartile,
et sont plus concentrés entre la médiane et le troisieme quartile; dans les autres pays c’est un peu le contraire.

Actlivité '3 Peut-on mesurer la regularité ?

Cette activité permet de mesurer la dispersion des valeurs d’une série statistique autour d’une valeur choisie et de
constater que cette quantité est minimale quand la valeur choisie est égale a la moyenne de la série statistique. Ce qui
conduit a la définition de la variance et de I'écart-type.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr: 10S_activite3.ggb (Geogebra).

1. a. Moyenne pour Michaél: W = 8,25; moyenne pour Luc: W =8,25.

I'8+9 5+12

Médiane pour Michaé = 8,5 ; médiane pour Luc: =8,5.

b. Le joueur qui semble le plus régulier est Luc: ses scores vont de 5 a 12 alors que ceux de Michaél vont de 3 a 13.

2. a. La valeur de S semble minimale pour x = 8,25 ; S vaut alors 5,25. Plus on s’éloigne de cette valeur de 8,25,
plus S augmente.
b.

Onobtient5=(7—3)2+(7—9)2+(7—13)2+(7—8)2=57etV=457:14,25
2 2 2 > 4
(x =3 +(x-9) +(x-13)" +(x - 8)

c.V=
4
d. Fonction Tableau de valeurs Graphique
Flotl Flakz Floks # Y R R L T T e I
z
S BELCH=F 5 7.2 | 1:.600
iz iy
wy= Erram| 15
Wg= B.E 1z.7E
H'-.-'EZ B.PF | 1z.8%8 |
H=8. 25 H=B.ZE Y=1z.59

e. En explorant le tableau de valeurs, il semble que V soit minimale pour x = 8,25, ce qui correspond a la valeur
de moyenne de la série. V vaut alors 12,6875.
Remarque: L'objectif de cette activité n'étant pas

2 2 2 2 Terminé
. . ; x—3)°+x—9)"+x—13)“+(x-8
de démontrer, mais seulement de constater, que Define f{x)= e8] -] 4( [*+lx-s)
la valeur minimale s’obtient quand x correspond T
X 7 9 ; :pand 33-x 323
alamoyenne de la série; il n'est pas demandé aux expand|fx) xz_Tx+T
éléves d'étudier la fonction obtenue. =
., . . < . . T : 2
Mais c’est bien sir tout a fait possible de le faire: comDenom{/{x)) 4x°-66x+323
4
d [ 4x?-66'x+323 SFe2a
dx 4 2
solve{ 4IX;JJ =0,x)

3. Pour Luc la valeur de V est plus grande que pour Michaél, les résultats de la série de Luc sont donc plus dispersés
que ceux de Michaél.
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Aclivité 4 Dispersion de deux series statistiques

Cette courte activité a pour objectif de comparer la dispersion de deux séries statistiques a I'aide des valeurs de leurs
écart-types, ces écart-types étant obtenus avec I'aide de la calculatrice.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr : 10S_activite4.xIsx (Excel 2007),10S_activite4.xlIs (Excel 2003) et

10S_activite4.ods (OpenOffice).

1. a. A l'aide de la calculatrice, on obtient une moyenne de 124,8 et une médiane de 125:

1-Var Stats
®=124.8
Zx=3744
ZxE=467395
Sx=2.23452533
Tx=2. 1966 76D
+h=38

1-VYar Stats
Th=38
mink=121
=123
Med=125
(=126
maxn=129

b. Les deux séries ont méme moyenne et méme médiane, par contre la dispersion des données est différente.
On peut le constater en représentant graphiquement ces séries:

WIHDOW
Aamin=128.5
Amax=129.5
necl=1
“Ymin=-1
Ymax=18

Fenétre graphique

Machine 1

Machine 2

2. a. L'écart-type du premier échantillon est environ 2,197 :il est plus important que celui du second échantillon.
b. On peut en déduire que les données du premier échantillon sont plus dispersées que celles du second
échantillon, donc que la 2¢ machine est mieux réglée que la 1'e.

 exercices

POUR DEMARRER

M 1. La série est déja ordonnée et posséde 9 valeurs.
Médiane: 5¢ valeur, soit 10. Premier quartile : 3¢ valeur,
soit 5. Troisieme quartile: 7¢ valeur, soit 29.

L'écart interquartile est 29 — 5, soit 24.

2. La série est déja ordonnée et possede 10 valeurs.
Médiane: entre la 5€ et la 6¢ valeur, soit 14.

Premier quartile: 3¢ valeur, soit 9.

Troisieme quartile: 82 valeur, soit 20.

L'écart interquartile est 20 — 9, soit 11.

3. La série posséde 8 valeurs qu’il faut commencer par
ordonner:2-3-7-9-11-13-18-21.

Médiane: entre la 4¢ et la 5¢ valeur, soit 10. Premier
quartile: 2¢ valeur, soit 3. Troisieme quartile: 6¢ valeur,
soit 13. L'écart interquartile est 13 — 3, soit 10.

BN 1. Comme le premier quartile est 50 s, on sait
qu’environ 25% des communications ont duré 50 s
ou moins. Comme le troisi€me quartile est 2 min 50 s,
on sait qu’environ 75% des communications ont
duré 2 min 50 s ou moins donc qu’environ 25% des
communications ont duré 2 min 50 s ou plus.

2. Comme le premier quartile est 50 s et le troisiéme
quartile est 2 min 50 s, on peut dire qu’environ la moitié
des conservations ont duré entre 50 s et 2 min 50 s.

EN 1. La médiane est 11.

2. Environ 50 % des observations ont une valeur
inférieure ou égalea 11.

3. L'écartinterquartile est 12 — 8, soit 4.

4. Environ 50 % des observations ont une valeur située
dans l'intervalle interquartile.

2 4 6 8 0 12 14 16 18 20

Il 1. La série posséde 12 valeurs qu'il faut commencer
parordonner:210-240-255-260-300-300-310-
320 -360-400-470 - 500.

Médiane: entre la 6¢ et la 7¢ valeur, soit 305. Premier
quartile: 3¢ valeur, soit 255. Troisieme quartile: 9¢ valeur,
soit 360.

L'écart interquartile est 360 — 255, soit 105.
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2. On obtient le diagramme en boite:

200 240 280 320 360 400 440 480

[ 6 R

. . - Inter-

Min. | Q; [ Méd. | Qs | Max. | Etendue quartile
Classe1| 8 |10|11,5|14| 17 9 4
Classe2| 5 8 10 (13,5 17 12 5,5

2. Laclasse 1 a globalement des résultats meilleurs et
plus homogenes que ceux de la classe 2.

7+10+11+12
4
2 2 2 2
72 +10 211 +12 ~102, soit 3,5.
L'écart-type est +/3,5, soit environ 1,87.
2+5+6+7+10
5
22 +52+62+72+102

[EA 1. La moyenne est , soit 10.

La variance est

2. La moyenne est , soit 6.

La variance est 5 - 62, 50it 6,8.
L'écart-type est /6,8, soit environ 2,61.

[EH On obtient:x=9,4 et 0=~2,154.
1-Mar Stats

IEH On utilise la calculatrice, on obtient une moyenne
de 8,02 et un écart-type de 0,112 environ.
1-War Stats
Frodi. 17
GNP
22

ax=. 11186833
=5

1.

1000
900 |
800 [~
700 = -

600 [~ —{ [ =
500 1 — —
400 H — —
300 H —{ — —
200 - F—{ —1
100 — 1

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
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2. On utilise la calculatrice, on obtient: x= 632 et
o= 140,48.

XN 1. Tableau des fréquences:

Face 1 2 3 4 5 6
Fréquence| 0,177 | 0,13 | 0,11 | 0,29 | 0,16 | 0,14

2, Déterminons la mesure des angles des différents
secteurs angulaires:

Face 1 2 3 4 5 6 |Total
Angle (en®) | 61 47 40 | 104 | 58 50 | 360
Exemple de calcul pour la face 1: % =61°

Diagramme circulaire obtenu:

3. A l'aide de la calculatrice, on obtient une moyenne
de 3,56 environ et un écart-type de 1,64 environ.

(12 K

[

0 2 4 6 8

2. Pour effectuer les calculs, il faut déterminer les
centres des classes.

Classe [0;2[ [2;4] [4;6l [6;8[
Centre 1 3 5 7
Effectifs 10 7 5 2

On utilise la calculatrice. On obtient:x~2,9 et o= 1,96.



13 k8

Face du dé 1 2 3 4 5 6
Nombre de lancers | 3 5 4 3 5 0
Effectifs cumulés 3 8 12 | 15| 20 | 20

Médiane: entre la 10¢ et la 11¢ valeur, soit 3. Premier
quartile: 5¢ valeur, soit 2. Troisiéme quartile: 15 valeur,
soit 4. L'écart interquartile est donc 2.

2. L'étendue de la série est 5 — 1 =4, c'est bien le double
de I'écart interquartile.

Ce n’est bien s(r pas toujours le cas.

I3 La série est déja ordonnée et possede 27 valeurs.
Médiane: 14¢ valeur, soit 76,5. Premier quartile: 7¢
valeur, soit 71,3. Troisiéme quartile: 21¢ valeur, soit 77,7.
L'écart interquartile est 77,7 — 71,3, soit 6,4.

[EEX 1. On ordonne les 24 valeurs de la série:

106,05 -106,49 - 106,51 - 106,64 — 106,71 - 106,79 -
106,87 - 106,99 - 107,03 - 107,11 - 107,18 - 107,23 -
107,28 - 107,34 - 107,34 - 107,4 - 107,6 - 107,99 -
108,57 - 108,68 — 108,89 - 108,95 -109,04 - 109,04

Médiane: entre la 12¢ et la 13¢ valeur, soit

W= 107,255. Premier quartile: 6% valeur,

soit 106,79. Troisieme quartile: 18¢ valeur, soit 107,99.
2. Si on ajoute 108,91, la nouvelle série ordonnée
possede 25 valeurs:

106,05 - 106,49 - 106,51 - 106,64 - 106,71 - 106,79 -
106,87 - 106,99 - 107,03 -107,11 - 107,18 - 107,23 -
107,28-107,34-107,34-107,4-107,6-107,99-108,57 -
108,68 — 108,89 — 108,91 — 108,95 - 109,04 - 109,04
Médiane:la 13¢valeur, soit 107,28. Premier quartile: la
7¢valeur, soit 106,87. Troisieme quartile:la 19¢ valeur,
soit 108,57.

Les extremums sont inchangés, le 1¢" quartile et la
médiane sont légérement modifiés, la modification
du 3¢ quartile est plus importante.

EEA Leffectif est pair, la médiane est entre la 8¢ et la
92 valeur, le 1°" quartile est la 4° valeur et le troisiéme
quartile est la 12¢ valeur.

De plus, il faut que Maximum — Minimum = 15 et
Q3 - Q1 =5.

On peut proposer comme série:2-5-6-7-8-9-
9-10-10-11-12-12-13-14-15-17

X3 - Si au moins 25 % des valeurs sont inférieures ou
égales a 14, le 1° quartile est 14.

- Si exactement 50 % des valeurs sont inférieures ou
éqgales a 24,5 la médiane est 24,5.

De plus, comme les valeurs de la série sont entiéres
alors que la médiane n’est pas une valeur entiére, la
série doit avoir un effectif pair.

—Siaumoins 75 % des valeurs sont inférieures ou égales
a 30, le 3¢ quartile est 30.

Par exemple, pour une série ordonnée de 14 valeurs,

on peut proposer:

Rang |1|2(3|4|5|6|7[8]|9[10(11|12(13|14
Valeur | 8 [10(12(14|16|18|24|25|26|28(30(32|34|36

EEX Faux, I'écart interquartile ne dépend pas de la
plus grande valeur de la série mais seulement des 1¢"
et 3¢ quartiles (sauf si la plus grande valeur est égale

au 3¢ quartile).

EX Vrai, le premier quartile est la 86¢ valeur et le 3¢
P q

quartile est la 256° valeur.

XN Faux en général, sauf cas particulier (voir
exercice 13).
Par contre I'étendue contient environ deux fois plus

de valeurs que I'écart interquartile.

EXX Faux, les valeurs des quartiles d’une série peuvent
ne pas étre entiéres, de ce fait I'écart interquartile peut
lui aussi ne pas étre entier.

Par contre I'écart interquartile contient un nombre

entier de valeurs.

EX] 1. Faux, I'écart interquartile est inchangé car
les valeurs de la série (en particulier les valeurs des
quartiles) sont inchangées.

2, Vrai, toutes les valeurs étant doublées, les quartiles

sont doublé donc I'écart interquartile aussi.

EZX 1. Commencons par trier les données:

Durée (en h) 1 2 3 4 5 6 7
Effectifs 7 8 8 4 2 2 1
Effectifscumulés| 7 | 15 | 23 | 27 | 29 | 31 | 32

Il'y a 32 valeurs, donc la médiane est la moyenne des
162 et 17¢ valeurs: elle vaut 3.

Le premier quartile est la 8¢ valeur, soit 2.

Le troisieme quartile est la 24¢ valeur, soit 4.

2.Le minimum étant 1 et le maximum 7, 'étendue est 6.

L'écart interquartile est 4 —2 = 2.
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1 2 3 4 5 6 7

4. En limitant la durée a 5 heures, on obtient:

Durée (en h) 1 2 3 4 5
Effectifs 7 8 8 4 5
Effectifs cumulés 7 15 23 27 32

Il'y a toujours 32 valeurs, la médiane et les quartiles
sontinchangés, seule la valeur maximale est modifiée.
On obtient le diagramme suivant:

1 2 3 4 5 6 7

On peut observer que, comme I'a constaté I'éléve, le
diagramme est parfaitement équilibré.

EX1 1. Déterminons les effectifs cumulés:

Nombre = . 113114|15|16]17]18]19|20(21|22]23
de tirs cadrés

Nombre

qomre 6|7 |s|2{1|2[o]1]|1|0]0]1
Effectifs 44|51(56|58(5961|61|62|63|63|63|64
Cumulés

Il'y a 64 valeurs, donc la médiane est la moyenne des
32¢ et 332 valeurs: elle vaut 10.

Le premier quartile est la 16¢ valeur, soit 8.

Le troisiéme quartile est la 48¢ valeur, soit 13.

2. Etendue 23 — 3 = 20; écart interquartile 13 — 8 = 5.
3.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

4.1y a peu de modifications sur le graphique, seule la
moustache correspondant au maximum a été modifiée.

El.

Diameétre (mm) |[5,85| 59 |595| 6 |6,05]| 6,1 |6,15
Nombre d'écrous| 27 | 80 | 98 | 56 | 52| 29 | 8
Cumulés 27 | 107 | 205 | 261 | 313 | 342 | 350

Il'y a 350 valeurs donc la médiane est la moyenne des
175¢ et 176¢ valeurs: elle vaut 5,95.

Le premier quartile est la 88¢ valeur, soit 5,9.

Le troisieme quartile est la 263¢ valeur, soit 6,05.

2. Etendue:6,15-5,85=0,3;

écart interquartile: 6,05—59=0,15.

3.

585 59 595 6 605 61 615
4. On peut observer que les valeurs sont plus
concentrées avant la médiane qu’aprés: les valeurs
apres la médiane sont réparties sur un intervalle deux
fois plus grand que celles situées avant.

X4 1. Déterminons les effectifs cumulés:

Nombre 9

de tirs cadrés 0(1]12|3|4|5|6|7|8 10|11

Nombre 66

de matchs ol el I I 5 e A ’
Effectifs oflofo|1|1]4]|s|15]21]27|33|38
Cumulés
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2. a. Vrai car entre le 1°" et le 3¢ quartile, il y a environ
50% des valeurs de la série.

B. Faux car 2,2 étant la médiane, il y a environ 50 % des
valeurs qui dépassent 2,2.

EXX L'écart interquartile étant 20, le 3¢ quartile est
129+ 20 = 149.

L'étendue étant 36, le maximum est 122 + 36 = 158.
On obtient le diagramme suivant:

120 125 130 135 140 145 150 155 160

EX Faux: la boite contient environ (et non pas
exactement) 50 % des valeurs : par exemple si lI'effectif
estimpair, il n’est pas possible d'avoir exactement 50 %
des valeurs.

2N 1. Faux, il y a seulement environ 25 % des valeurs.
2, Vrai:car[25;30] correspond a l'intervalle interquartile.
3. Faux:ilyaenviron 25 % des valeurs inférieures a 25.

[EZ1 1. On construit d'abord la boite en placant les
quartiles Q; et Qs puis la barre indiquant la médiane,



et enfin les moustaches en plagant le minimum et le
maximum.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
2. La médiane est la méme pour les deux séries, mais la
série associée a la marque TopOffice est beaucoup plus
dispersée:I'écart interquartile est deux fois plus grand.
3. Sans informations complémentaires, comme par
exemple la moyenne, il est difficile de conseiller une
marque plutot qu’une autre. Si on souhaite un nombre
de pannes le plus constant possible sur toutes les
machines, on peut conseiller la marque HighPerf.

[EE) La premiére sérieest 1,2, 3, ..., 99, 100.
La seconde série est 2,4, 6, ..., 198, 200.

Pays Redevance
Italie 99,60 €
France 116,00 €
Slovénie 132,00 €
Belgique wallonne 149,60 €
Irlande 155,00 €
Royaume-Uni 195,60 €
Finlande 200,70 €
Allemagne 204,36 €
Suéde 210,00 €
Norvege 246,00 €
Suisse 290,00 €
Autriche 324,85 €
Islande 363,30 €

Série 1 (13_pays)

Série

Série 2 (16 pays)

ériell

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Les deux diagrammes ont la méme allure, par contre
la seconde série est beaucoup plus dispersée que la
premiere (deux fois plus dispersée).

[EZN Les deux séries ont la méme médiane, par contre
les valeurs de la 29¢ série sont plus dispersées que
celle dela 17 série: I'étendue de la 1" série est a peine
supérieure a I'écart interquartile de la 29¢ série.

Ed1.

Chamoni

La1(‘| 1saz

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
2, Pour les deux séries, I'écart interquartile est tres
important alors que les valeurs situées aux extrémités
sont elles beaucoup plus concentrées. D'autre part, les
températures a la Clusaz sont globalement plus basses
qu’a Chamonix, méme sila température minimale a été
relevée a Chamonix.

[EZ 1. On commence par ordonner la série.

Il'y a 13 valeurs, donc la médiane est la 7¢ valeur: 200,7.
Le premier quartile est la 4¢ valeur, soit 149,60.

Le troisiéme quartile est la 10 valeur, soit 246.

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360
2.llya 16 valeurs,donc lamédiane est la demi-somme
dela 8¢ etdela9evaleur: 1753.

Le premier quartile est la 4¢ valeur, soit 99,60.

Le troisieme quartile est la 12¢ valeur, soit 210.

A I'exception du maximum les données de tous les

parametres ont diminué, les valeurs sont plus dispersées.

X 1. Les températures correspondant au graphique
1 sont les plus basses et les plus dispersées. Les
températures correspondant au graphique 3 sont les
plus élevées et les moins dispersées.

Le graphique 1 correspond a une ville plutét froide et
pour laquelle les écarts de température sontimportants.
Le graphique 3 correspond a une ville plutét chaude
et pour laquelle les écarts de température sont faibles.
Le graphique 2 correspond a une ville un peu moins
chaude et aux températures un peu plus dispersées
que celle du graphique 3.

2. Graphique 1: Montréal; Graphique 2: Lyon;
Graphique 3: Ajaccio.

[EXEX Se reporter au « a noter » en marge du cours page
244,

Histogramme a — Diagramme en boite 2.
Histogramme b — Diagramme en boite 3.
Histogramme ¢ - Diagramme en boite 1.

Chapitre 10 Stalistiques 157



X Plus l'appareil effectue de mesures, moins les
fluctuations serontimportantes d'une série de mesures
al'autre et donc plus le diagramme en boite sera petit.
Appareil de type 1 - Diagramme en boite A.

Appareil de type 2 - Diagramme en boite B.

Appareil de type 3 - Diagramme en boite C.

Appareil de type 4 - Diagramme en boite D.

IEZ0 1. Affirmation vraie.

2. Réciproque: «Si deux séries ont les mémes
diagrammes en boite, alors ces deux séries sont
identiques. » Cette réciproque est fausse.

21 1. Faux. 3. Vrai.

IEE1 1. La moyenne est:
6x0+20x1+8x2+2x3 42 7

2. Faux. 4, Faux.

36 6
soit environ 1,667.
La variance est:
6x02+20xP+8x2242x32 (7 21 . 7
36 6) 36 12°
L’écart-type est @ soit lig?TIEEEEEEEF
i Zx=dd
environ 0,764. Exh;qugEEEgE
i w=,
2. ~Avec la Salculatrlce, on ST LE3RERRTEE
obtient la méme chose: H=36

EZ3 1. Pour entrer les données dans la calculatrice, il
faut déterminer le centre des classes.

2. Avec la calculatrice, on obtient une moyenne de
44,37 et un écart-type de 54,15 a 10=2 prés.

Centre de Nombre
classe (en milliers)

Moins de 5 ha 2,5 193
De 5 a moins de 20 ha 12,5 132
De 20 a moins de 50 ha 35 138
De 50 a moins de 100 ha 75 122
De 100 a moins de 200 ha 150 64

200 ha et plus 250 15

IEHA Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :

10S_exercice45.xls (Excel 2003),

10S_exercice45.xIsx (Excel 2007)

et 10S_exercice45.0ds (OpenOffice).

1. La formule pour calculer la moyenne de la série est

(=MOYENNE(A1:H1)). Avec (FMOYENNE(AT;H1)), on

calcule seulement la moyenne des valeurs contenues

dans les deux cellules A1 et H1.

2. La formule pour calculer I'écart-type de la série est
(=ECARTYPEP(A1:H1)]

(SECARTYPE(A1:H1)).

et non pas
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E3A Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
10S_exercice46.xls (Excel 2003),
10S_exercice46.xlsx (Excel 2007)

et 10S_exercice46.0ds (OpenOffice).

Formule dans la cellule H1 :[=MOYENNE(A1 :F6)].
Formule dans la cellule H2:(=ECARTYPEP(A1:F6)).

.

2. Avec la calculatrice, on obtient une moyenne égale
a 3,267 et un écart-type de 1,504 a 1073 pres.

3. Si toutes les valeurs sont augmentées de 2, la
moyenne est augmentée de 2 et |'écart-type reste
inchangé.

[EE)] 1. Affirmation fausse. Il suffit que les valeurs de la
série soient toutes identiques.

2. Réciproque: « Si toutes les valeurs d’'une série sont
nulles, alors I'écart-type de cette série est nul ».

Cette réciproque est vraie.

X Faux: un écart-type étant la somme de quantités
élevées au carré, il s'agit toujours d'un nombre positif.

&l Faux: par exemple la série 1-2-3 a pour écart-type
0,82 environ alors que la série 2-2-3 a pour écart-type
0,47 environ.

21 1. Moyenne 11; écart-type environ 2,24.

2, Lesnouvelles notessont:9-13-11-15.Lanouvelle
moyenne est 13 et I'écart-type environ 2,24.La moyenne
est augmentée de 2 et I'écart-type est inchangé.

3. Les nouvelles notes sont: 8,8 - 13,2-11-154. La
nouvelle moyenne est 12,1, I'écart-type environ 2,46.
La moyenne et |'écart-type sont augmentés de 10 %.

[EE] Les moyennes sont les mémes, par contre les écart-
type sont nettement différents.

Points Equipe 1 Equipe 2

Joueur 1 2 1

Joueur 2

Joueur 3

Joueur 4

Joueur 5

Joueur 6

Moyenne

== O|O|OC(N|N

1
1
1
1
1
1
0

Ecart type




EZ31. Avec la calculatrice, on obtient une moyenne de
206,69 € et un écart-type de 77,63 € au centime prés.
2. La moyenne diminue et vaut 176,94 €, par contre
I'écart-type augmente et vaut 106,80 €.

X1 1. Voir tableau ci-dessous:

2007 2008 2009
Moyenne 27145 27620 48349
Ecart-type 2743 4420 6278

2.La moyenne a peu évolué entre 2007 et 2008, alors
que I'écart-type a lui nettement augmenté, il n'y a pas
beaucoup plus d’entreprises crées en 2008 qu’en 2007,
par contre ce nombre est beaucoup plus variable d'un
mois a l'autre.

Entre 2008 et 2009, la moyenne a presque doublé,
I'écart-type a lui aussi augmenté mais dans une
proportion moindre.

[EZA 1. Laffirmation est fausse.

Parexemple les séries7-10-11-12et8-9-10-13
sont différentes, pourtant elles ontla méme moyenne:
10 et le méme écart-type: environ 1,87.

2. Laréciproque est: « Si deux séries ont exactement les
mémes valeurs, alors ces deux séries ont exactement
la méme moyenne et le méme écart-type ».

Cette réciproque est vraie.

23 Vrai, la moyenne et I'écart-type sont divisés par 2.

3 Faux, par exemple la série 8-9-10-11-12a
cing valeurs et un écart-type de 1,4 environ alors que
la série 8 - 10 — 12 a trois valeurs et un écart-type de
1,6 environ.

E3 On ordonne les valeurs de la série: 2h 04 -2 h 24 -
2h30-2h31-2h36-2h51-3h01-3h13-3h22-
3h23-3h24,-3h30-3h41-3h56-3h59.

Ily a 15 valeurs, donc la médiane est la 8¢ valeur:3h 13.
Le premier quartile est la 4¢ valeur, soit 2 h 31.

Le troisiéme quartile est la 12¢ valeur, soit 3 h 30.
L'écart interquartile est donc: 0 h 59, soit 59 min.

IEEN 1. Déterminons les effectifs cumulés:

Nombre d'employés| 1 2|13 |4|5|6]|7
Effectifs 40 (105|114 |72 |12 {10 | 2
Effectifs cumulés 40 [ 145|259 331|343 |353|355

Il'y a 355 valeurs, donc la médiane est la 178¢ valeur,
soit 3.

Le premier quartile est la 89¢ valeur, soit 2.

Le troisiéme quartile est la 267¢ valeur, soit 4.

L'écart interquartile est donc 2.

2009

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Les températures sont environ 3 °C plus hautes en 2010
qu’en 2009, par contre leur répartition a sensiblement
la méme allure, en particulier I'écart interquartile est
le méme.

21 1. Avec la calculatrice, on obtient une moyenne
de 356,2 et un écart-type d’environ 73,393.

2, Le score doit étre 356: il faut proposer un score
inférieur a la moyenne, le plus prés possible de cette
moyenne pour que |'écart-type soit le plus petit possible.
On obtient une moyenne d’environ 356,167 et un
écart-type d’environ 66,999.

21 1. Pour le tireur A, la moyenne est 29 et I'écart-type
environ 14,69. Pour le tireur B, la moyenne est 29 et
I'écart-type environ 13,75.

2, Les deux tireurs ont le méme score moyen. Par contre,
le tireur A a des résultats plus dispersés.

Le tireur le plus régulier est le tireur B.

POUR FAIRE LE POINT

Oc. ©s O~ Oc: ©o;: Ob;: OcC;
O3 OA OA; Op; &p; BA

POUR APPROFONDIR

A Pour la série initiale, la médiane est 11 et 'écart
interquartile 5.

1.Sion ajoute lavaleur 11 a la série initiale, la médiane
et |I'écart interquartile sont inchangés.

2. Sion ajoute lavaleur 11 ala série initiale, la médiane
est inchangée, mais I'écart interquartile aussi. Si on
ajoute une valeur autre que 11, la médiane est modifiée.
Il n'est pas possible de modifier seulement I'écart
interquartile.

3. Si on ajoute, par exemple, la valeur 17 a la série
initiale, la médiane et I'écart interquartile sont modifiés.
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I On peut constater que les trois séries ont laméme
moyenne. La différence se fera a I'aide de |'écart-type
de chaque série.

L'histogramme C est celui qui correspond a I'écart-type
le plus faible car les valeurs autour de la moyenne
ont des effectifs importants et celles éloignées de la
moyenne des effectifs faibles.

C'est le contraire pour les valeurs de I'histogramme B,
qui correspond donc a I'écart-type le plus élevé.
Histogramme A - Valeurs 2.

Histogramme B - Valeurs 3.

Histogramme C - Valeurs 1.

IZA 1. La dispersion des valeurs est plus importante
dans le diagramme du haut, ce qui est lié au fait que
les lycéens sont en général situés plus loin de leur lycée
que les collégiens de leur collége.

2, La durée médiane d'un trajet pour un collégien est
de 15 minutes.

3. L'écartinterquartile de la série B est environ 20— 9,5,
soit 10,5.

4. Comme 20 est le 3¢ quartile du diagramme de la
sérieB, il y a environ 25% des collégiens qui ont un
plus de 20 minutes de trajet.

Pour le diagramme de la série A, 20 correspond au 1¢"
quartile, il y a donc environ 75% des lycéens qui ont
plus de 20 minutes de trajet.

5.t correspond au 3¢ quartile de la série B, c'est-a-dire
20 minutes.

I3 1. Pour entrer les données dans la calculatrice, il
faut déterminer le centre des classes.

Age [20;30[ | [30;40[ | [40;50[ | [50;60[ | [60;70[
Centre 25 35 45 55 65
Effectif 6 8 16 16 4

On obtient un dge moyen de 45,8 et un écart-type
d’environ 11,3.

2. Dans le premier garage, le total des ages de tous
les acheteurs est 2290 (ce résultat peut étre lu sur la
calculatrice). Dans le second garage, le total des ages
de tous les acheteurs est 30 x 39 =1 170.

L'age moyen de tous les acheteurs de la marque est
229011703460 45

IEZX 1. On ordonne la série:

255,8 - 258,7 - 259,7 - 260,3 - 260,7 - 261,2 - 261,2 -
261,4 -262,1 -262,3 -262,4-263,1 -263,4-2634 -
263,6 - 264,1 - 264,4 - 264,4 - 264,5 - 264,5 - 264,6 -
264,8 - 265 - 265,3 - 265,5 - 265,6 — 265,9 - 266,1 -
266,2 - 266,2 - 266,4 - 267 — 267,1 — 267,6 — 268,7 -
268,8 - 269,7 - 269,8 - 271 - 272,9.
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Il'y a 40 valeurs, donc la médiane est la demi-somme
de la 20¢ et de la 21¢ valeur: 264,55.

Le premier quartile est la 10¢ valeur, soit 262,3.

Le troisiéme quartile est la 30 valeur, soit 266,2.
L'écart interquartile de la série 266,2 — 262,3, soit 3,9.
2,

=

254 256 258 260 262 264 266 268 270 272 274
3.Entre 262,3 et 266,2, il y a 21 valeurs ce qui correspond
a i—; x 100, soit 52,5 % des valeurs.
4.0n a Q; = 2623, Q; =266,2 et | = 3,9. On obtient
I'intervalle [262,3 — 1,5 x 3,9; 266,2 + 1,5 x 3,9], soit:
[256,45;272,05].

a. Il y a deux valeurs aberrantes, les deux valeurs
extrémes 255,8 et 272,9.

b. Le pourcentage de valeurs aberrantes est 4%) x 100,
soit 5 %.

5.a.

9=

254 256 258 260 262 264 266 268 270 272 274
b. Comme on pouvait s'y attendre, seules les deux
extrémités du diagramme sont modifiées pour faire
apparaitre les deux valeurs aberrantes.

EZX 1. a. Le salaire moyen des employés de I'entreprise

Deschamps est:

170><1500+10(;>7<02500+0x3500/50“1870’376.

Le salaire moyen des employés de I'entreprise Laville

est:

280 x 1500 + 14(;;02 500+ 0 x 3500 ,soit 1833,33 €.

b. De méme, le salaire moyen des cadres de |'entreprise
Deschamps est 3 166,67 € et le salaire moyen des cadres
de I'entreprise Laville est 3000 €.

2, Le salaire moyen de tous les salariés de I'entreprise

Deschamps est:

170x1500+1103>BSSOO+20><3500’50it2000€.

Le salaire moyen de tous les salariés de |'entreprise

Laville est:
280 x 1500 + 180 x 2500 + 40 x 3500

%00 ,s0it 2020 €.
Les résultats des questions 1. et 2. sont regroupés dans
les tableaux ci-apreés.




Entreprise Deschamps

Salaire (en euros) [1000;2000[ [2000 ; 3000[ [3000;4000[ Total Salaire moyen
Centre classe 1500 2500 3500

Nombre d’employés 170 100 0 270 1870,37
Nombre de cadres 0 10 20 30 3166,67
Nombre total de salariés 170 110 20 300 2000,00
Entreprise Laville

Salaire (en euros) [1000;2000[ [2000; 3000[ [3000;4000[ Total Salaire moyen
Centre classe 1500 2500 3500

Nombre d’employés 280 140 0 420 1833,33
Nombre de cadres 0 40 40 80 3000,00
Nombre total de salariés 280 180 40 500 2020,00

3.0navudans laquestion 1. que le salaire moyen des
employés ainsi que celui des cadres est plus élevé dans
les entreprises Deschamps, le PDG de cette entreprise
dit vrai.

Mais on a aussi vu dans la question 2. que le salaire
moyen de tous les salariés est plus élevé dans les
entreprises Laville, le PDG de cette entreprise dit lui
aussi vrai.

Ce paradoxe est du a la répartition des effectifs dans
les différentes classes:il y a proportionnellement plus
de cadres dans I'entreprise Laville (environ 19 %) que
dans I'entreprise Deschamps (environ 11 %).

Les cadres étant en moyenne mieux payés que les
employés, cela fait augmenter le salaire moyen de
I'ensemble des salariés de I'entreprise.

Pour plus de détails concernant ce phénomeéne, voir
le TP3 page 265.

Il est possible de traiter cet exercice avec un tableur.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice70.xIsx (Excel 2007), 10S_exercice70.xls
(Excel 2003) et 10S_exercice70.0ds (Open Office).

[EZN 1. Salaire moyenen 2010:
40x1200+29x1350+12x1500+3x 3000+ 1x3750

40+29+12+3+1
=1 387,06 €.
2. Situationen 2011 :
Catégorie | Ouvrier O“"'.'e,r Cadre Ca’d're Dirigeant
qualifié supérieur
Salaire 1212 |1363,5| 1515 3030 3787,5
Effectif 56 39 16 3 1

Salaire moyen en 2011 :

56x1212+39x1363,5+16x1515+3x3030+1x3787,5
40+429+12+3+1

~137536¢€.

3. Tous les salaires ont-augmenté de 1%, pourtant
le salaire moyen des salariés de |'entreprise a baissé.
Ce paradoxe est dU a la répartition des effectifs
dans les différentes catégories: en 2010, les ouvriers
représentent environ 47 % des salariés de |'entreprise et
les ouvriers qualifiés 34 %. Alors qu’en 2011, les ouvriers
représentent environ 66 % des salariés de I'entreprise
et les ouvriers qualifiés 46 %.

Ces salariés (ouvriers et ouvriers qualifiés) ayant un
salaire inférieur au salaire moyen, comme ils sont en
plus grande proportion dans I'entreprise en 2011, cela
fait baisser le salaire moyen.

Pour plus de détails concernant ce phénoméne, voir
le TP3 p 265.

Il est possible de traiter cet exercice avec un tableur.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice71.xIsx (Excel 2007), 10S_exercice71.xls
(Excel 2003) et 10S_exercice71.ods (Open Office).

EZX 1. On utilise la calculatrice. On obtient: X = 0,3 et
0=0,0217.

2. a. Les limites de confiance sont 0,2566 et 0,3434;
elles ont été dépassées deux fois (0,25 et 0,38).

Les limites d’alerte sont 0,2349 et 0,3651; elles ont été
dépassées une seule fois (0,38).

b. Ces limites agissent comme des avertisseurs pour
le biologiste: des qu’on dépasse les limites d'alerte, la
machine doit étre réétalonnée; si on dépasse deux fois
de suite les limites de confiance, il faut aussi procéder
immédiatement a un nouveau réglage de la machine.

EE11. On sait qu'augmenter une valeur de 10% revient
a multiplier cette valeur par 1,1.

On note x la moyenne de la série initiale, V sa variance
et o son écart-type.

Sila série initiale est xy, X5, ..., X,; une fois augmentée
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de 10% elle devient 1,1x;, 1,1x5, ...

La nouvelle moyenne est alors:
1,1, +1,1x, +...+1,1x, 1 Xi 4 Xy + o+ X,
n T n
=1,1x

La nouvelle variance est
n

1 n(1,1x 11x (x; —x
n&
i=

ne

=1, x ! E(x -x)? =112V

i=1

Le nouvel écart-type est V1,2 x V =1, WV =1,10.
La moyenne et I’écart-type sont bien eux aussi
augmentés de 10 %.
2.Lanouvelle moyenneest 1,1 x9,5=10,45 et le nouvel
écart-type est environ 1,1 x 2,17, soit 2,39.

, 11X,

EZ1 1. a. Notons t la moyenne des écarts centrés
réduits. On a:

~|
S|=
M=
Q
|
Ql-
X
S|—=
M=
iy
x
|
x
=

Il

al-
X

S

1 _

=5 X (x x) =0.
Notons V; la variance des écarts centrés réduits et o;
leur écart-type.On a:

Alors, o, = J— =1
La série des écarts centrés réduits a donc pour moyenne
0 et pour écart-type 1.
b. Cette série des écarts centrés réduits permet de
comparer deux séries qui n'ont ni la méme moyenne
ni le méme écart-type.
2. La moyenne de Lionel calculée avec la série des
-8

=1,5.
La moyenne d'Olivier, calculée avec la série des écarts
. N 1.Puisque 1,5> 1,
on peut dire que Lionel a de meilleurs résultats qu'Olivier
(en supposant les deux classes de méme niveau).

E&1.Danslaliste5-10-11-4-8-15-20-12-
21-6-12-5-14-18,ilya6records.

2. a. Au minimum dans une liste, il y a 1 record (si la
premiere valeur de la liste en est aussi le maximum).
b. Une liste de n termes peut avoir jusqu’a n records (si
chaque terme de la liste est supérieur a tous les termes
qui le précéde). Exemple: 1-3-6-8-11.

3. a.Le nombre moyen de records par siécles obtenu
a l'aide de cette simulation est 6,025.

écarts centrés réduits est N

centrés réduits est égale a
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i 1uiation

o
o

40/simulations

1234567 8910111213141516171819 2021
4.a.\oir le diagramme ci-dessus.
b. La série de 5000 simulations est moins dispersée, la
boite est beaucoup plus petite, bien resserrée autour
de la médiane: 5. On se rend compte qu’environ une
fois sur deux on a entre 4 et 6 records.

EA Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice76.xIsx (Excel 2007), 10S_exercice76.xls
(Excel 2003), 10S_exercice76.0ds (Open Office).
10S_exercice76_correction.xIsx (Excel 2007),
10S_exercice76_correction.xls (Excel 2003),
10S_exercice76_correction.ods (Open Office)
1. On entre dans chacune des cellules de la zone
A3:A102 la formule:|=ALEA()|.
2. a. La cellule B1 contient la valeur 1, car la premiére
valeur est forcément un record.
b. La formule dans la cellule B4 est .
¢. La formule dans la cellule B5 est:
(=SI(A5<MAX($A$3:A4);0;1)).
3.Laformuledanslacellule B1 est:[=SOMME(B3:B102)}
On compte le nombre de 1, donc on compte le nombre
de records.
4. On obtient un nombre moyen de records autour de
5,25 (la plupart du temps entre 4,5 et 6).

EZA Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice77 algo1.alget 10S_exercice77 _algo2.alg
(Algobox), 10S_exercice77_algo1_correction.alg et
10S_exercice77_algo2_correction.alg (Algobox).

1. a. Le nombre NR représente le nombre de records
rencontrés dans la liste de 100 nombres aléatoires.
b. Le nombre R contient la valeur record, c'est-a-dire
le plus grand des nombres parmi ceux déja simulés.
¢. Le nombre N est un compteur qui donne combien
de nombre il faut encore simuler pour obtenir la liste
de les 100 nombres aléatoires.

d.Le nombre A contient successivement les différents
nombres simulés.

2, La boucle « Tant que » permet de simuler succes-
sivement les 100 nombres aléatoires.

A chaque boucle, on regarde si le nombre obtenu est
supérieur au dernier record rencontré. Si c'est le cas,
on stocke sa valeur dans R et on augmente le nombre
de records NRde 1.Sinon, on simule le nombre suivant.



3. Programmation de cet algorithme:

il CASIO
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4. Modifications avec Algobox:

De nouvelles variables ont été déclarées:

- S qui fait la somme de tous les records rencontrés
lors des 40 simulations ;

-1 qui compte le nombre de simulations déja effectuées
parmi les 40 souhaitées dans la boucle « pour » ;

— M le nombre moyen de records rencontrés lors des
40 simulations.

Pour cette question:

—soit on laisse les éleves compléter seuls I'algorithme en
partant de celui utilisé dans les questions précédentes;
- soit on demande aux éléves d'utiliser I'algorithme en
partie déja réalisé (fichier 10S_exercice77 algo2.alg).
Dans ce cas, ils n'auront qu'a compléter certaines parties
de l'algorithme (celle grisées dans I'écran ci-dessous).

W VARIABLES

|- 2 FST_MI_TYPF NOMERE

— N EST_DU_TYFE NOMBRE

- & FST_DU_TYPF NOMBRE

— MR EST_DU TYPE NOMERE

— 5 EST_DU_TYFE NOMBAE

—| EST DU TYPE NOMERE

— M EST_DU_TYPE NOMERE

W DEBUT ALGORITHME

|5 FREND_LA VALEURE

W POUR|ALLANT DE 1 A40

— DEBUT_POUR

N PREND LA WALEUR 100

— R PREND_LA VALEUR O

(— MR PREND LA VALEUR O

W 1ANT_QUE (N>=L1} FAIRE
DEBUT_TANT QUE
APREND_LA VALEUR. rardomil

W Si (A=) ALOAS

DEBUT_SI
R PREND_LA_VALEUR A

NR PREND_LA VALELIR NR+1
FIN_SI
N PRENDY_LA VALFLIR N-1
FN_TANT OUE
— AFFICHFR "Série - *
— AFFICHER. |
= AFFICHER " - Nombre de records - "
— AFFI

o—FIN_POUR
— M PREND_

EUR 5/40

jombre moyen de records © "

— FIN_ALGORITHME

EZ3 1. a. On commence par ordonner les valeurs des
séries:7,5-10-13-15-17et9-12-14-15.

Pour les deux séries, lamoyenne est 12,5 et la médiane
est 13. L'étendue de la 1" série est 9,5 et celle de la 2¢
série est 6.

b. Les deux séries ont les mémes caractéristiques
de position: moyenne et médiane, par contre la
premiére série a une plus grande étendue et semble
plus dispersée.

c.Lamoyenne et la médiane de la 2¢ série augmentent
légérement, par contre les étendues deviennent
identiques.

2. a. Par définition d’'une moyenne: on calcule la somme
des carrés des écarts et on divise par le nombre de
valeurs.

b. Avec la calculatrice, on obtient:

) I MO0
Amin=g

JiHres=1

Cette courbe a l'allure d'une parabole.

. Il suffit de développer f(x) pour obtenir I'expression
cherchée.

d. Si la moyenne de la classe vaut 11,8; I'expression
vaut f(11,8) = 12,09.

e.f'(x) =2x—25.0naf’(x) =0 pourx=125doule
tableau:

X 0 12,5 20
167,85 67,85

fx) \ /
11,6

La fonction f est minimale pour x = 12,5, c'est-a-dire
quand x est égal a la moyenne de la série.

3. Cette fois, la valeur moyenne est donnée par:

hix) = (x -9 + (x =12 + (x =14 + (x =15)).
Avec la méme fenétre graphique que pour la question
précédente, on obtient:

En développant h(x), on obtient: h(x) = x2 - 25x + 3—23.

2
h'(x) = 2x — 25, d’ou h’(x) = 0 pour x = 12,5.
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On obtient le tableau:

X 0 12,5 20

161,5 61,5
5,25

’

La fonction h est minimale pour x = 12,5, c'est-a-dire
quand x est égal a la moyenne de la série. (On arrive
aux mémes conclusions que dans la question 1.)

3. a. La valeur moyenne est donnée par:

900= 5((x-af + (x = bF + (x = f + (x - d).
b. En développant g (x), on obtient:

a+b+c+d a? +b? + 2 + d?
gx) = x?-- X+
2 4
Gg%n=2X_112§g:ﬂ,

d'ou g’(x) =0 pour x=w.

4
Les variations sont données dans le tableau ci-dessous:
x 0 a+b+c+d 20

4

d. La fonction g est minimale pour x = atbrc+d

Cette valeur est la moyenne des quatre valeurs a, b,
cetd.

EZX 1. La premiére somme représente la somme des
carrés des écarts entre la quantité x et chacune des
mesures observées (a, a’, a”, ...) de cette quantité.
Cette somme représente donc n fois la variance de la
série, si n est le nombre d’observations.

2. L'expression signifie que Legendre considere la valeur
X pour laquelle cette somme est minimale.

3. Legendre démontre que I'expression est minimale
quand le réel x est égal a la moyenne des mesures q,
a’,a”, ... observées.

EXJ Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice80.xIsx (Excel 2007), 10S_exercice80.xls
(Excel 2003) et 10S_exercice80.0ds (Open Office).

1. a. La médiane est la demi-somme des 30¢ et 31¢
valeurs, soit 52. Le 18" quartile est la 15¢ valeur, soit 50.
Le 3¢ quartile est la 45¢ valeur, soit 54.

b. Voir le diagramme ci-apres.

2.a. En utilisant la calculatrice, on obtient une moyenne
de 52 et un écart-type d’environ 4,06.

b. On obtient l'intervalle [43,88; 60,12].

Dans cetintervalle, il y a 57 valeurs ce qui correspond
a un pourcentage de % x 100, soit 95 %.
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4. On peut constater que les FCR sont globalement
plus basses chez les sportifs, ce que I'on retrouve si on
compare les moyennes des deux séries.

Les diagrammes montrent aussi que les FCR sont plus
dispersées chez les non sportifs, ce que I'on retrouve
si on compare les écart-types des deux séries.

On peut émettre I'hypothése qu’avoir une activité
sportive aide a diminuer la FCR.

EZl 1. On ale tableau:

Valeurs |93,5|93,6|93,7|93,8(93,9( 94 |94,1 94,22
Effectifs 1 1 3 1 4 5 6 4
Cumulés| 1 2 5 6 10 | 15 | 21 | 25

Valeurs |94,3(94,4|94,5(94,6 |94,7 | 94,8 | 94,9
Effectifs | 2 2 6 4 7 3 1
Cumulés| 27 29 | 35 39 | 46 | 49 | 50

2. Lamédiane estla demi-somme des 25¢ et 26¢ valeurs,
soit 94,25. Le 1¢" quartile est la 132 valeur, soit 94. Le 3¢
quartile est la 38¢ valeur, soit 94,6. L'écart interquartile
est 94,6 — 94, soit 0,6.

En utilisant la calculatrice, on obtient une moyenne de
94,28 et un écart-type d’environ 0,365.

3.

93,5 93,7 939 94,1 94,3 94,5 94,7 949

o))

IS

N
\
\

0
933] 193,5/03,71039/94,1/04,3/94,5/94,7/94,0

5. On peut constater que les données ne sont pas
réparties de facon homogene:ily a beaucoup de valeurs
concentrées autour de 94,1 et de 94,6.

Cette constatation n'a pas pu étre faite avant, car ni
les paramétres statistiques ni le diagramme en boite
ne le permettent.



6. L'histogramme donne I'impression que les données
sont réparties équitablement. Le choix de ce rangement
en classes n’est donc pas pertinent.

Tk
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Il est possible de traiter cet exercice avec un tableur.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice81.xIsx (Excel 2007),
10S_exercice81.xls (Excel 2003)

et 10S_exercice81.ods (Open Office).

EZX Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_exercice82.xIsx (Excel 2007),
10S_exercice82.xls (Excel 2003)

et 10S_exercice82.o0ds (Open Office).
10S_exercice82_correction.xIsx (Excel 2007),
10S_exercice82_correction.xls (Excel 2003)

et 10S_exercice82_correction.ods (Open Office).

On calcule les différents parametres statistiques.

On peut observer que pour les séries 2 et 3, I'écart-type
est a chaque fois trés voisin de la moyenne. Pour la
série 1, I'écart-type est méme le double de la moyenne.
Cela signifie que ces séries ont des valeurs tres
dispersées.

Ces observations sont confirmées par les valeurs des
étendues et des écarts interquartile.

Pour la série 1, on peut observer que la plus grande
valeur est 10 fois supérieure a la valeur du troisieme
quartile.

On peut ensuite tracer les diagrammes en boite de ces
trois séries (voir bas de page).

IIs confirment les observations déja faites.

Les valeurs sont trés dispersées apres la médiane et
beaucoup plus concentrées avant. C'est, en partie, ce
qui explique que la moyenne est a chaque fois deux
fois plus élevée que la médiane.

A noter que si I'on supprime la valeur maximale de la
série 1, son diagramme devient presque symétrique
et la moyenne est divisée par deux.

La fréquentation de la semaine du 30/06 est fortement
influencée par la valeur maximale. Globalement, la
fréquentation est plus faible la semaine du 22/09 et c'est
le 22/10 que les résultats sont les moins homogeénes.

Ran Semaine du | Semaine du | Semaine du
9 30/06/2010 | 22/09/2010 | 22/09/2010 EE1 La valeur qui rendra I'écart-type le plus petit
Moyenne 183894 121361 213590 possible est celle qui sera le plus prés possible de la
Ecart type 368927 124381 204803 moyenne. La moyenne étant environ 11,44; la valeur
entiere la plus proche est 11.
Min 16853 33 >2856 [EZ3 La moyenne étant 133,1, on peut écrire:
Q 45870 42211 64020 Xi+ Xy + ... + X59 =1331
. 50 "
Médiane 84884 372785 92548 Ona:x;+x,+ ... +X50=133,1x50=6655.0nen
Qs 172154 104803 321969 déduit que X; + X, + ... +Xs9 =6 655 — 159 = 6 496.
6496 928 . .
Max 1722859 456929 687101 La nouvelle moyenne est =, o= ===, soit environ
, 132,57.
Etendue 1706006 424594 634245 . ; . L.
L'écart-type étant o = 4,29, la variance de la série est
Interquartile 126284 62592 257949 V=4292~ 184041
|
Série 1 '
|
! Série 2
I
|| ! Série
0 2x10° 4x10° 6x 105 8x 105 108 1,2 %108 1,4 x 108 1,6 X 108

Chapitre 10 Stalistiques 165



D’apres la formule de la variance, on peut écrire :

XXXy 133 18,4041,
50
Ona x}+x2+... +x2,=(18,404 1+ 133,12 x 50
=886 701.
On en déduit que:
XP4X3+ ... +x25~886701-1592 = 861 420.
La variance de la nouvelle série est:

2
862;9‘20 - (%) ~4,81 etson écart-type est 6= /4,81

7
soito=2,19.

On peut noter que la suppression de la valeur 159
modifie notablement I'écart-type.

EE - La moyenne de la premiére série étant 171,5; la
somme des 36 premieres valeurs est:
+X36=171,5x36 =6 174.

«La moyenne de la seconde série étant 172;la somme

X;+Xy+ ...

des 33 derniéres valeurs est:
Yi+Yr+... +y36=172x33=5676.
- La moyenne de toutes les valeurs regroupées est:
6174+5676 11850 3950

= =171,74.
36+33 69 23

« L'écart-type de la premiere série étant ¢ = 2,73, la
variance de cette série est V; = 2,732 = 7,4529.
D’apres la formule de la variance, on peut écrire:

w_171 52 ~ 74529
36 ’ ’ .
On en déduit que:

XP4X3+ .. + X3~ (74529 + 171,5%) x 36
=1059109,3.

- De méme, I'écart-type de la seconde série étant

0=1,87, lavariance est V, = 1,872 = 3,49609.

D’apres la formule de la variance, on peut écrire:

2, .2 2
Yityst-tyss 1722 = 3,4969.

On en déduit que:

Yi+ys+... +y3;=(3,4969 +1722) x 33 ~ 976 387,4.
- La variance de toutes les valeurs regroupées est:

X2+ X2 4 ek X2+ Y2 H Y2+t Y2, (3 950)2

36+33 23
1059 109,36;976 387,4 ( 3 950) ~56233

« L'écart-type de toutes les valeurs regroupées est
0=+/5,6233, s0it 0~ 2,37.Xeruptatem ariossiti reic tem
et faceatum aut acit aut qui offic tem es qui conecae

@ Activités TICE

TP 1 Production dans une usine

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:

10S_TP1.xIsx (Excel 2007), 10S_TP1.xls (Excel 2003) et 10S_TP1.ods (Open Office).
10S_correctionTP1.xIsx (Excel 2007), 10S_correctionTP1.xls (Excel 2003) et 10S_correctionTP1.o0ds (Open Office).

Partie A
1. Voir ci-contre les différentes A | B | C | ]
formules & utiliser. 1 24,9| Moyenne =MOYENNE[A1:A10)
2. La série ordonnée est: 2 25,05 _Ecart—type =E(;ARTYPEP{A1:A1(}]|
24,85-24,9-2495-25- 257235 Ng 25| Minimum =MIN([A1:A10)
25,05 - 25,05 - 25,1 - 25,2. ! = | ——
Le premier quartile est la 3¢ valeur, 4 24,85 1 qu_‘am £ :QUAR“LE-(ALA]'O' 1)
soit 24,95. Ce n’est pas la valeur 3 25:-2_ Médiane =MEDIANE(A1:A10)
affichée par le tableur: 24,96. 6 25| 3*™quartile = =QUARTILE(A1:A10;3)
Cela s’explique par le fait que les | 7 24,95 Maximum =MAX(A1:A10)
méthodes de calcul des quartiles 8 25 1] ' '
sont différentes de celle préconisées .

] 25
dans les programmes.
Sur un tableur, les valeurs des 10 25,05

quartiles ne sont pas nécessairement des valeurs de la série.
A noter que I'on rencontre le méme phénomeéne sur les calculatrices.
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Partie B

1. Voir ci-dessous les différentes formules a utiliser.

A B C D E | F
1 | Taille X, Nombre 'n‘ nx ﬂ:)t'_;z Fréquences cumulées
2 24,75 1 =B2*A2 =B2*A2*A2 :BZ{BIB:
3 24,8 2 =B3*A3 =B3*A3*A3|  =B3/5BS13+E2)
4 | 2485 2 =B4*A4 =B4*A4*A4|  =B4/SBS13+E3 _
5 | 249 a4 =B5%A5 =B5*AS*A5|  =B5/$B$13+Ed ler quartile
6 | 2495 6 =B6*A6 =B6*AG6*A6|  =B6/$BS13+ES
7 25 7 =B7*A7 =B7*A7*A7|  =B7/SBS13+E6|
8 [ 2505 5 =BE*AS  -BS'ABAS|  -BB/$BS13+E7 3eme quartile
9 25,1 5 =B9*A9) =BI*AS*AS =B/ $B$13+E_8_
10 | 2515 3 =B10*A10] =B10*A10%A10| =B10/SBS13+E9
11 | 252 0 =B11*A1l  =BI11*A11%All| =B11/$BS13+E10 N
12 | 2525 1 =B12*A12| =B12*Al12*A12| =B12/5BS13+E11] \
13 |Somme |=SOMME(B2:B12)| =SOMME(C2:C12) |=SOMME(D2:D12) JA 4 \
14 Moyenne =C13/B13 Y » |
15 Variance =D13/B13-C14*C14 A\ A y &
16 Ecart-type =RACINE(C15) - __\ | " 4
1:’ 4 Ay & - N —
L - T =C14-2*C16| | v \
19 m+2c =C14+2*C16| > B\
21 |Nombre de valeurs dans l'intervalle =SOMME(B3:B11)
22 |Pourcentage correspondant | =E21/B13
Ci-contre les valeurs obtenues a l'aide du tableur. c ) ik F
1 ! nx, nx? Freauences,
2 | 24,75 1 24,75| 612,56 2,8%)
3 24.8 i 49,6] 1230,08] 8,3%|
4 | 2485 2 49,7) 1235,05)  13,9%|
5 | 249 4 59,6 2420,0a]  25,0%(1 quartile
6 | 24,95 & 149,7| 3735,02 41, 7%|
7 5 7 _175]  437s|  6L1%
8 | 2505 5 125,25| 3137,51f #5,0%]3* quartile
9 25,1 5 125,5| 3150,05) #8,5%
i0 | 25,15 3 75,45| 189757 97,2%)
1| 252 [i] 0 0| 97,2%
. X . 12 | 2525 1 25,25 637,56  100,0%]
La cellule B13 contient I'effectif total, la cellule C13 contient la [33 [somme| 36 | 899,8 [22450,.22
> |14 | Moyenne | 24,994
somme des n;x; et la cellule D13 la somme des n;x;2. = Veiace | 023
Cela explique les formules des cellules C14 et C15 pour le calcul % Ecart-type| 0,110
de la moyenne et de la variance. ETH (m-20 | 2477
[10 | |m+20 | 2521
2. a. Les formules des cellules C18 et C19 calculent les bornes de 51 T T T T T
l'intervalle [m - 20; m + 20]. Cela permet, dans la cellule E21, de [ 2 MNombre de valeurs dans Iintervalle
22 |Pourcentage correspondant 94,4%

déterminer le nombre de valeurs situées dans cet intervalle et, dans

la cellule E22, de calculer le pourcentage correspondant.
On obtient 34 valeurs, soit environ 94,4%.

b. En fonction des critéres énoncés, la machine n’est pas considérée comme étant correctement réglée.

3. Pour déterminer la valeur des quartiles, il suffit de chercher a partir de quelle valeur la fréquence cumulée
croissante est supérieure a 25% pour le 1°" quartile et a 75 % pour le troisieme quartile.

On obtient Q; = 24,9 (ligne 5) et Q; = 25,05 (ligne 8).
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Partie C

Il suffit de commencer
par déterminer le centre
des classes, ensuite les
formules utilisées sont
identiques.

A 0,01 preés, on obtient
une moyenne de 25,02,
une variance 0,03 et un
écart-type de 0,16.

A B C o E F
1 | Borne Inf |Borne Sup| Centre ¢, | Effectifn, nx nx’
2 24.5 24,6 24,55 1 24,55 002,7
3 24,6 24,7 24,65 2 45,3 1215,25
4 24,7 24,8 24,75 5 123,75 3062,81]
5 24,8 24,9 24,85 13 323,05 8027, 79
b 24,9 25 24,95 25 623,75 15562,56
7 25 25,1 25,05 24 601,2| 15060,06
] 25,1 25,2 25,15 18 452,7) 1138541
] 25,2 25,3 25,25 8 202 5100,5
10 25,3 254 25,35 3 76,05 192787
11 254 25,5 25,45 1 2545 647, 7
12 Somme 100 2501.8) 62592,65|
13 Moyenne | 25,02 625,93
14 Variance
15 Ecart-type

TP 2 Simulation de sondages: temps d’altente @ un arrél de bus

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
10S_TP2.xIsx (Excel 2007), 10S_TP2.xls (Excel 2003) et 10S_TP2.o0ds (Open Office).

10S_correctionTP2.xIsx (Excel 2007), 10S_correctionTP2.xls (Excel 2003) et 10S_correctionTP2.ods (Open Office).

Partie A

Voir ci-contre les différentes formules a utiliser.
Comme il s'agit d’'une simulation, les valeurs
obtenues son bien sdr a chaque fois différentes.
On obtient un temps d’attente moyen de 7,5 min

environ.

Partie B

Voir ci-contre les différentes

formules a utiliser.

On peut observer la fluctuation

des résultats.

L'amplitude de ces fluctuations

est d’environ une unité.
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cand

o] Bl Ll = B el Ll Bl el B e

ge
Personne 1
Personne 2
Personne 3
Personne 4
Personne 5
Personne 6
Personne 7
Personne 8
Personne 9
Personne 10

B

n°1

=MOYENNE(B11:820} |
—ECARTYPEP(B11:B20)
=MEDIANE(B11:B20)|
=QUARTILE(B11:820;2)-QUARTILE(B11:820;1)|
=MAX(B11:B20)-MIN(B11:820)

=15*ALEA()|
=15*ALEA()
=15*ALEA()
=15%ALEA()
=15%ALEA()
=15*ALEA()
=15*ALEA()|
=15*ALEA()|
=15%ALEA()
=15*ALEA()

Moyenne
Ecart-type

Médiane

Ecart interquartile

=W IS RV S

Etendue




Partie C

On peut observer que la moyenne des moyennes des différentes simulations (cellule AG2) est sensiblement la
méme pour 10 personnes et pour 1000 personnes. Il en est méme pour la moyenne des différentes médianes
(cellule AG4).

Par contre, les moyennes des différents des différents écart-types (cellule AG3) des différents écarts interquartiles
(cellule AG5) et des différentes étendues (cellule AG6) sont Iégerement inférieures dans le cas de 10 personnes.
Les écart-types des moyennes des différentes simulations et de leurs écart-type (cellules AH2 et AH3) sont environ
10 fois plus grands pour 10 personnes que pour 1000 personnes.

Ce résultat se généralise: si le nombre de personnes sondées est multiplié par n, les valeurs moyennes sont
sensiblement les mémes alors que les valeurs des différents écart-types sont multipliées par %

TP 3 Un drole de paradoxe

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:

10S_TP3.xIsx (Excel 2007), 10S_TP3.xlIs (Excel 2003) et 10S_TP3.0ds (Open Office).

10S_correctionTP3.xIsx (Excel 2007), 10S_correctionTP3.xls (Excel 2003) et 10S_correctionTP3.0ds (Open Office).
10S_TP3.ggb (Geogebra)

Partie A

1. Pour un graphiste comme pour un journaliste, c'est le site du « Canard déchainé » qui propose le meilleur salaire.

20 x 1800 + 5x 2700
20+ 5

11x 1600 +14x2500 (115104,
14511

3. On avu dans la question 1. que le salaire moyen des graphistes ainsi que celui des journalistes est plus élevé
au « Canard déchainé ».

Mais on a aussi vu dans la question 2. que le salaire moyen de tous les employés est plus élevé au « Bigaro ».
Ce paradoxe est d0 a la répartition des effectifs dans les différentes catégories: il y a proportionnellement plus
de journalistes au « Bigaro » (environ 56 %) qu‘au « Canard déchainé » (environ 20 %).

Les journalistes étant en moyenne mieux payés que les graphistes, cela fait augmenter le salaire moyen de
I'ensemble des employés de I'entreprise.

Individuellement, quelle que soit la catégorie, il vaut mieux se faire embaucher au « Canard déchainé ».

Partie B

1. La formule dans la cellule C4 est[=(B2*C2+B3*C3)/(B2+B3) |

La formule dans la cellule E4 est (=(D2*E2+D3*E3)/(D2+D3 ],

2, Sélectionner les deux zones (touche ctrl) et choisir le type de diagramme approprié.

On peut observer que pour les deux premiers diagrammes, la bande verte est au-dessus de la bleue et que c’est
le contraire pour le troisiéme diagramme.

3. La formule dans les cellules B2, B3, D2, D3 est [=ENT(30*ALEA()+1)],

2. a. Le salaire moyen d'un employé du « Canard déchainé » est , soit 1980 €.

b. Le salaire moyen d’un employé du « Bigaro » est

4. Sélectionner les deux zones (touche ‘ctrl), puis choisir le type de diagramme approprié.

5. Sur le troisieme diagramme du graphique 1 (Salaire moyen), on peut observer qu’en général, la bande verte
est au-dessus de la bleue.

Quand cela n’est pas le cas, on peut constater (dans le tableau ou sur le graphique 2) que la proportion de
journalistes parmi les employés est beaucoup plus importante au « Bigaro » qu’au « Canard déchainé ».

Partie C

On peut constater qu’en général I'abscisse du point M; est supérieure a celle du point M,; c'est-a-dire que c'est
le site du « Canard déchainé » qui propose le meilleur salaire moyen.

Pour obtenir le contraire, il faut soit augmenter la valeur de NG1 ou de NJ2 soit diminuer la valeur de NJ1 ou de
NG2. Cela revient a augmenter la proportion de journalistes au « Bigaro » ou la baisser au « Canard déchainé ».
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CHAPITRE

11 valigoiesigieaioires

() Le programme

La notion de loi de probabilité d’'une variable aléatoire permet de modéliser des situations aléatoires,
d’en proposer un traitement probabiliste et de justifier certains faits observés expérimentalement en
classe de seconde.

L’utilisation des arbres pondérés est développée pour modéliser la répétition d’expériences identiques
etindépendantes. Elle est restreinte a ce cadre afin d’éviter toute confusion avec des situations relevant
des probabilités conditionnelles.

Contenus | Capacités attendues | Commentaires

Probabilités

Variable aléatoire discrete et loi de
probabilité. Espérance, variance et
écart-type.

» Déterminer et exploiter la loi
d’une variable aléatoire.

o Interpréter 'espérance comme
valeur moyenne dans le cas d’'un
grand nombre de répétitions.

A Taide de simulations et d’'une
approche heuristique de la loi des
grands nombres, on fait le lien avec
la_moyenne et la variance d’une
série de données.

On exploite les fonctionnalités
de la calculatrice ou d’un logiciel
pour déterminer l'espérance,
la variance et I'écart-type d’une
variable aléatoire.

On démontre les formules
suivantes sur I’espérance et la
variance : E(aX+b)=aEX)+ b
V(aX) = a®> V(X)

Modele de la répétition dexpé-
riences identiques et indépen-
dantes a deux ou trois issues.

o Représenter la répétition dex-
périences identiques et indépen-
dantes par un arbre pondéré.

« Utiliser cette représentation pour
déterminer la loi d’une variable
aléatoire associée a une telle situa-
tion.

Pour la répétition dexpériences
identiques et indépendantes, la
probabilité d’une liste de résultats
est le produit des probabilités de
chaque résultat.

La notion de probabilité condi-
tionnelle est hors programme.
On peut aussi traiter quelques
situations autour de la loi géomé-
trique tronquée.

< On peut simuler la loi géo-
métrique tronquée avec un algo-
rithme.
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G Noflre point de vue

Nous avons regroupé dans ce chapitre la partie du programme relative aux variables aléatoires, et celle
concernant la répétition d’expériences identiques et indépendantes. En effet, cette derniére notion
permet d’enrichir le domaine des variables aléatoires que I'on donne a étudier aux éleves.

La notion de variable aléatoire est introduite par I'activité 1 « Lancers de pieces » : celle-ci permet de
bien distinguer 'ensemble des issues d'une expérience et 'ensemble des valeurs prises par une variable
aléatoire. L'activité 2, « Une tombola », introduit la notion de loi de probabilité d’une variable aléatoire.
Ces notions constituent 'essentiel de la premiére page de cours.

La seconde page de cours est consacrée a I'espérance mathématique et a la variance d’une variable
aléatoire. L’activité 3 « Camille et la machine » permet, conformément au programme, d’interpréter
I'espérance comme valeur moyenne dans le cas d'un grand nombre de répétitions. Les éléves doivent
savoir calculer I'espérance et I'écart-type a I'aide d’une calculatrice ou d’un tableur : les méthodes sont
décrites dans cette page.

La troisiéme page de cours traite de la répétition d’expériences identiques et indépendantes. Nous avons
introduit 'indépendance de fagon tres perceptive, puisqu’aucune définition de 'indépendance n’est au
programme de la classe. Nous avons considéré que le plus important est que I'éléve sache construire
un arbre pondéré et qu’il soit capable de mener a bien des calculs de probabilités a I'aide de ce support.
L’activité 5 « Des arbres aux arbres pondérés » essaie de justifier aupres des éléves les propriétés d'un
arbre pondéré en partant d’un arbre bien classique de dénombrement de toutes les issues possibles, pour
arriver a un arbre pondéré apres regroupement de certaines branches. Une application de ces arbres
pondérés est la découverte d’'une loi, la loi géométrique tronquée, qui est abordée pour la premiere
fois deés le savoir-faire 8.

La page « Chercher avec méthode » s’attache a aider I'éléve dans ce qui est le plus important pour lui
dans ce chapitre: savoir déterminer de maniere autonome la loi de probabilité d’'une variable aléatoire
donnée.

Le premier TP, « La chasse aux canards », utilise le tableur pour résoudre expérimentalement un
probléme : celui-ci est résolu ensuite de fagon exacte grace a 'utilisation d’une variable aléatoire. Le
second TP, « Le liévre et la tortue », traite d’'un probleme relatif a une loi géométrique tronquée : dans
un premier temps, on élabore un algorithme pour résoudre expérimentalement le probléme, puis on
le résout de maniére exacte grace a l'utilisation des arbres pondérés.

Les notions abordées dans le chapitre 11

1. Variable aléatoire
2. Espérance mathématique et variance
3. Répétition d’expériences identiques et indépendantes

(9 Avant de commencer

Se tester avec des QCM © 1. 25 résultats.

Oo;

Se tester avec des exercices

Oc: Oc: Oc; Oo. 2. Une erreur s'est glissée en fin de manuel le résultat
est A ,s0it 0,28.
25

~ 3
 8issues possibles. Orm =2

1
7 B2

1. 1 1 15+420-12 23
et P(AUB)—4+3 = 60 =50
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() Activites

Aclivite (1 Lancers de pieces

Cette activité introduit la notion de variable aléatoire a
I'aide de I'expérience aléatoire consistant a lancer trois
fois de suite une piéce de monnaie : un des objectifs
essentiels est que I'éléve se rende compte que les issues
de I'expérience sont modifiées par l'introduction d’une
variable aléatoire.

1.E = {PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF}.

2. a. Avec l'issue PPP, on gagne 3 €.

Avec les issues PPF, PFP, FPP, on gagne 4 €.

Avec les issues PFF, FPF, FFP, on gagne 5 €.

Avec l'issue FFF, on gagne 6 €.

b. L'ensemble des gains possibles est: {3, 4, 5, 6}.

3. a. C'est I'issue PPP.

b. X=3 X=4 X=5 X=6
esues PPF PFF

e PPP PFP FPF FFF
FPP FFP

4.1 'événement « X = 4» est constitué des issues PPF,
PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF.

L'événement « X < 5 » est formé des issues PPP, PPF,
PFP, PFF.

Aclivilé 2 Une tombola

Cette activité permet d'introduire la notion de loi de
probabilité d’'une variable aléatoire ; le professeur pourra
définir cette notion aisément en s’appuyant sur cette
activité.

1 10

1.a.P(A) = 100 =0,01. b.P(B)= 100 =0,1.

2. a. L'ensemble des gains possibles est : {0, 10, 50}.
b. P(X=50)=P(A)=0,01.

P(X=10)=P(B)=0,1.

89
P(X=0) =700°" 0,89.

Aclivile 3 Camille et Ia machine

Dans cette activité, on simule un trés grand nombre de
fois une expérience aléatoire conduisant a un gain pour
le joueur. Le tableur permet de calculer la moyenne de
ces gains sur 10 000 parties. On se rend compte que cette
moyenne est relativement stable, et aussi qu’elle peut étre
obtenue par un calcul direct avec les données du probléme.
Cecipermet d'introduire de fagon non artificielle la formule
donnant l'espérance mathématique d’une variable
aléatoire. En cela, on satisfait une recommandation
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du programme qui est d'interpréter I'espérance comme
une valeur moyenne dans le cas d'un grand nombre de
répétitions.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
11S_activite3.xls (Excel 2003),

11S_activite3.xIsx (Excel 2007),

11S_activite3.ods (Open Office).

1. La formule a introduire en B2 est : .
La formule a introduire dans la cellule C2 est :

( =S1(B2<0,2;8;S1(B2<0,5;-1;-2)) ].
2. On simule plusieurs fois 10 000 parties a l'aide de
latouche F9 .La moyenne des gains obtenue dans la
cellule F6 prend des valeurs voisines de 0,30 €.
a. Les fréquences obtenues dans les cellules H2 a H4
sont voisines respectivement de 0,5=0,3 - 0,2 : ceci
est lié a la formule introduite dans la colonne C et qui
prend en compte ces fréquences.
b. Pour obtenir le gain moyen trouvé en F6 a
partir des fréquences, il suffit de multiplier les trois
fréquences trouvées respectivement par -2, -1 et 8.
La formule a entrer est alors : (=(-2)*H2+(-1)*H3+8*H4)
¢. Sans simulation, on peut donc déterminer le gain
moyen avec la formule (-2) x 0,5+ (-1) x 0,3 + 8 x 0,2.
Le résultat est 0,3.

Aclivilé 4 Machines 8 sous

Cette courte activité a pour objectif la découverte de

la formule donnant E (aX + b) dans un cas simple : le
1

fait que G’ soit égal a 2 G - b, avec b variable, permet

de faire apparaitre assez clairement la formule qui sera
ensuite démontrée dans le cours.

1.E(G)=18.

2.a.loideG":
X; -b 10-b 50-b
P(G'=Xx;) 0,95 0,04 0,01

b. £(G')=-0,95b+0,04(10-b)+0,01(50-b)=0,9-b.
On en déduit: E(G’) = % E(G) - b.

Actlivitée ' 5 Des arbres aux arbres pondéres

Dans cette activité, on se propose de donner du sens a la
notion d’arbre pondéré : pour cela, on part de la notion bien
connue d’arbre de choix et on regroupe certaines branches
de cetarbre. Les probabilités que I'on place sur les branches
apparaissent alors trés naturellement : le professeur peut



ainsi, a partir de cet exemple, décrire les régles d'utilisation
des arbres pondérés. Pour cette activité, une animation est
disponible sur le manuel numérique premium.

1. a. L'arbre montre qu'il y a bien 25 issues possibles.

A1
A2
A A,
B1
BZ
A1
AZ
AZ A3
B1
BZ
A
A,
A, A,
B1
BZ
A1
A2
Bl A3
B1
BZ
A1
A2
BZ A3
B1
BZ

9 6
.P(AA)=—=0,36; P(AB)=—_=0,24;
b. P(AA) 25 0,36 (AB) 25 0

6 4
=5 =024; P(BB) = o

2. a. La probabilité d’avoir A au premier tirage est

P(BA) =0,16.

2 5
celle d'avoirBest =.

3.3 9
¢.On constate que — x — = —, probabilité d'obtenir le
mot AA. On fait de méme pour AB, BA et BB.

3 _A
5
L
> 2
5 B
3 _A
2 5
5 N8
2
s B

On en déduit la méthode : « pour déterminer la
probabilité du mot XY, ou X est la lettre du premier
tirage et Y celle du second tirage, on fait le produit
des probabilités d'obtenir chacune des lettres X et Y
a chaque tirage. »

G Exercices

POUR DEMARRER

[ 1] 1. X prend les valeurs 0, 1 et 2.
2.« X=1»est'événement « obtenir une fois PILE ».

[ 2 | 1. X prend les valeurs 0, 1,2 et 3.
2.« X =2»estl'événement « tirer deux boules vertes ;
«X=1» estl'événement «tirer au moins une boule verte ».

Elpx=1)=2; pX=2)=—
6 6

EN1.4+03+05=1,s0ita=0,2.

2. Correctif : il est plusintéressant de calculer P (X = 4).

PX=4)=03+0,5=0,8.
| 5 D% prend les valeurs 3 et 27.

Loi de probabilité de X: P(X = 3) = % P(X=27) = %
KA Loide X:
Xi 40 60 100
P(X=x;) 0,2 0,3 0,5
1.1

nE(X)—Ox§+1x§—§.

1% 1 1
V(X)_(O_E) X§+1—§ XE—Z.

1 1 1.5
EHE(0=1x +2x5 +3x5 +4x 5 =5

5
>
BN On utilise la calculatrice. On obtient :
E(X)=3,83 et V(X)=4,48.
() =2E0=10;V(2X) =4 V(X) = 16.
XN 1. La probabilité de la liste AA est: 0,6 x 0,6 = 0,36.
2. La probabilité de la liste BA est: 0,4 x 0,6 = 0,24.

d'ol:o(X) =

(12 FR A
02
A
02
08 B
A
08 0.2
B
038
B

2.P(BB)=0,8x0,8=0,64.
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POUR §' ENTRAINER

El1.0-= {Js, J2), Uz, J3), Us, Jy), Us, J3)}; X prend les
valeurs 4, 6 et 9.

2.L'événement associé a « X =6 » est « tirer un jeton 2
et un jeton 3 », soit {(J,, J3), Uz, Jo)}.

KX 1. X prend les valeurs 1, 2, 3.

2.« X =2»estl'événement « tirer le carton « Hasard »
ou le carton « Monde ».

3. On peut par exemple définir la variable aléatoire
Y associée au nombre de consonnes du mot tiré, ou
la variable aléatoire Z associée au nombre de lettres
du mot tiré.

[ 15| 1. X prend les valeurs 2 et 3.

2.« X=3»estI'événement « une des faces est apparue
deux fois au bout de 3 lancers »: il correspond aux
résultats PFF, PFP, FPP et FPF.

3. L'événement « X = 4 » ne peut pas se réaliser
puisqu’‘au bout de 3 lancers, il y a toujours une face
qui est apparue deux fois.

C'est I'événement impossible.

K3 Faux: X prend les valeurs -1 et 2.

K raux: v prend lesvaleurs 1,2, 3,4,5,6,8,9,10, 12,
15,16, 18, 20, 24, 25, 30, 36.

mXprend lesvaleurs 1,5 et 100. Iy a équiprobabilité
pour le tirage des huit cartes.

Loi de probabilité de X:

5

1
2

—_
o
o

Xi

o|lw | —
o] —

P(X=Xx;)

EE Loi de probabilité de X:
X 0 1 2 4

23 7 1 1
PX=x)1 206 | 20 | 20 | @0

EX Loide probabilité de X:

X; 200 | 240 | 260 | 280
P(X=Xx;) 0,2 0,3 0,1 0,4

EXl Loi de probabilité de X:

X; -50 24 48 72
1 1 1 1
PX=x)1 3 | 5 | 5 | &

EZd1. Les tirages possibles pour les entiers inscrits sur
les boules sont:-1et+2,-Tet-3,-1et+4,+2et-3,
+2et+4,-3et+4.

2. X prend les valeurs - 4, -1, 1, 3 et 6. Les six tirages
possibles sont équiprobables.
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Loi de probabilité de X:

X; -4 | -1 1 3 6
1 1 1 1 1
PX=x)1 5 | 5 | 3| % | &

EE 1. Les triplets possibles sont: (1;1;1),(1;1;2),
(1;2;1),2;1;1),(1;2;2),(2;1;2),(2;2;1),(2;2;2).
Les 8 triplets trouvés sont équiprobables.

2. X prend les valeurs 3,4, 5 et 6.

Loi de probabilité de X:
X; 3 4

1
8

P(X=X,')

| w
o|w |un
| = |

24 LT y a 36 issues possibles.

2. Sprend les valeurs 2, 3,4, 5 et 6.

3.S=3estréalisé avec les trois issues (1, 2) et les trois
issues (2; 1). Ainsi: P(S=3) = S l.

36 6
4. a. Tableau des valeurs prises par S:
1 2 2 2 3 3
1 2 3 3 3 4 4
2 3 4 4 4 5 5
2 3 4 4 4 5 5
2 3 4 4 4 5 5
3 4 5 5 5 6 6
3 4 5 5 5 6 6
b. Loi de probabilité de S:
s 2 3 4 5 6
1 1 13 1 1
PG=s) 136 | 6 |36 | 3 | 9

EX 1. Les valeurs possibles du gain algébrique du
joueur sont: -2, 4 et 10.
2.1lya 26 x 25 =650 tirages distincts possibles.

20x19 38
PX=-2)= 650 — 65 ~0,585.
6x20x2 24
P(X=4)= ~ 650 ~ 65 =0,369.
6x5 3
P(X=10)= 650 E~0046

[ 27 [T ya 18issues possibles: ce sont les triplets (étoile,
étoile, étoile), (étoile, coeur, fleur)...

X prend les \éaleurs 0,2eth5.

P(X=5)= 1879
trois symboles identiques: (étoile, étoile, étoile) et
(coeur, coeur, coeur).

P(X=0)= % = g, car il n'y a que quatre triplets avec
des symboles tous différents, deux commencant par
« étoile » et deux commencant par « cceur ».
PX=2)=1-2-2=2

car il n'y a que deux triplets avec

9797 3"
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EXX 1. Une erreur s'est glissée dans I'énoncé : il ne faut
pas utiliser deux boucles « Si... Alors » imbriquées.

On appelle random la fonction donnant 0 ou 1 de fagon
aléatoire. Algorithme :

P prend la valeur random + random
Afficher P

2. On obtient l'algorithme suivant :

Variables
A, B, C, I, N, P variables entieres
Entrées
Saisir N
Initialisations
A prend la valeur 0
B prend la valeur 0
C prend la valeur 0
Traitement
Pour | allantde 1a N
P prend la valeur random + random
SiP=0
Alors A prend la valeur A + 1
Sinon |SiP=1
Alors B prend la valeur B + 1
Sinon C prend la valeur C + 1
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Sorties
Afficher A, B, C

3.a. Pour obtenir une fonction donnant aléatoirement
0 ou 1 sur une calculatrice, soit elle posséde cette
fonction, soit on saisit Int (Ran# x 2) sur Casio ou ent
(NbrAléat*2) sur Texas.

Programmation de cet algorithme:

Prompt N
0—>A
0—B
0—C

For (I, 1, N)
ent (NbrAléat*2) + ent (NbrAléat*2) — P
IfP=0
Then
A+1—A
Else

IfP=1
Then
B+1—B
Else
C+1—C
End

End

End

Disp A, B, C

CASIO

"N"? — N
0—A
0—B
0—C

For1—1ToN
Int (Ran# x 2) + Int (Ran# x 2) — P
IfP=0
ThenA+1—A
Else If P =1
ThenB+1+—B
ElseC+1—C
IfEnd

IfEnd

Next

A4

B4

C

b. On peut alors comparer avec les valeurs théoriques :
P(X=0)=0,25;P(X=1)=0,5;P(X=2)=0,25.0On doit
donc obtenir des valeurs assez voisines de 25, 50 et 25
pour A, B et C pour cette simulation.

EXX 1. Liste des 27 tirages possibles:

1, 1,1,0,12),1,1,3),(1,2,1),01,2,2),(1,23),
(1,3,1),(,3,2),(1,3,3),2,1,1),(2,1,2), (2, 1, 3),
(2,2,1),(2,2,2),(2,23),(2,3, 1), (23,2, (2,3, 3),
(3,1,1,631,2),3,1,3),3,21),3,22), 3,2 3),

(3,3,1),(3,3,2),(3,3,3).
2, X prend les valeurs 3,4,5,6,7,8 et 9.
3. Loi de probabilité de X:

X; 3 4 5 6

A
27 | 9

olN

N~

OIN [N

©O| = |
-

P(X=Xi)

mFaux:P(XB 0)=1.
mVrai:P(N=2)=%.

1 1 N

mFaux.§+§ +a=1,50|ta—16.
. oy 6x3x2 1
mVral.P(X—E'»)—igx8 =3

EZX 1. si on tire (1,1), le score est 3; si on tire (1,2),
le score est 6; si on tire (2,1), le score est 5; si on tire
(2, 2), le score est 8. D’ou la loi de probabilité de X:

X; 3 5 6 8
4 2 2 1

PX=x)] 5 | 5 | 9|3
2 2 1 5

2.P(X>4)= 9 9 379"

Ex prend lesvaleurs 0, 1 et 2.1ly a 12 tirages distincts
possibles. X prend la valeur 0 quand on tire un jeton

marqué 2 ou un jeton marqué 3 dans chaque urne,

T+2 3 1
soitP(X=0) = =3 =73° Z.Xprendlavaleur1

quand on tire un jeton 1 dans l'urne U, et le jeton 2
dans l'urne U,, le jeton 3 dans l'urne U, et le jeton 2
dans l'urne U,, le jeton 2 dans l'urne U, et un jeton 3
dans l'urne U, soit :

2+142 5
T2 Tz
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X prend lavaleur 2 quand on tire un jeton 1 dans l'urne

U, etun jeton 3 dans I'urne Uy, soit P(X=2) = 4 _1 .

1273
Ed1.4a=005.
2.a.PX>3)=1-P(X=<3)=1-0,55=045.
b.P(X<5)=1-P(X=6)=0,15.
EA1. P(X=2)=0,31, car la somme des probabilités
P(X=k)estégalea.
2.P(X=2)=0,31+0,15+0,05=0,51.
EX P (X = 600) = 0,32 + 0,27 + 0,04 = 0,63.
EXX 1. vrai, car 0,91 + 0,06 + 0,02 + a = 1, s0ita = 0,01.
2. Faux,carP(X=0)=1.
3. Faux, car la probabilité qu'il y ait moins de deux
incidents par mois est P (X < 2), soit 0,97.
[ 40| 1. X prend les valeurs 0, 1, 2 et 6.
La probabilité d'obtenir 6 est % doncP(X=6) = % .
De méme, la probabilité d’obtenir 5 est 16, et on gagne
2 € pour la sortie du 5, donc P(X = 2)

1 IR
Onaaussi:P(X:1)=g,etainsiP(X=0)=g =§car
la somme des1 probabilités est 1. 3

1 1 1
2-E(X)—OX§+1 X€+2X€+6XE—§—1,5.
Avec la calculatrice: V(X) = 4,58.

41 1. X prend les valeurs -5, 0, 65 et 615.
2.P(X=615)= —; P(X=65) = — = 0,018

500’ 500

50
P(X—O)—%—OJ.
D’ou la loi de probabilité de X:
X; -5 0 65 615

P(X=x;) |0,880 | 0,100 | 0,018 | 0,002

3. E(X) =-2; en moyenne, le joueur perd deux euros
en participant a cette tombola.

4.0(X) =29,2(a0,1 pres).
E21.P(X=1)=1-P(X=0)=0,08.
2.E(X)=0,104; V(X) = 0,149 (a 0,001 pres).
EEX)=0xP(X=0)+1xP(X=1),s0itP(X=1)=
On en déduit: P(X=0) = b :

P

4 2
1 3 1 3 1 11
—02 v — 2.2 |21 _
2.V(X)=0 X7 +1 X7 (4) 1616
E= 1. Loide probabilité de X:
Xi -a 0 5 8
3 1 2 1
PX=x) 1 5 | 5 | 75 | 15
__3a 10 8 -9a+18
2.0 =-F+0+q5+q5=""5

Le jeu est équitable si et seulement si E(X) =0, soita=2.

E31.026+0,23+a+0,15+0,05 =1, soita=0,31.
2, £(X) = 1,5. Ainsi, le nombre moyen de voitures
vendues en une année est environ: 52 x 1,5=78.
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3. Le montant de la commission sur une voiture est
13500 x % =67,5€.Le montant moyen percu en un
anestdonc:67,5x 78 =5 265 €.
EZA Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
11S_exercice47.xls (Excel 2003),
11S_exercice47.xlIsx (Excel 2007),
et 11S_exercice47.ods (Open Office).
1.E(X)=10x0,3+(-5)x 0,7 =-0,5.
2. On simule cette expérience avec la formule:

(= SI(ALEA()<0,3 ;10 ;-5)].

4. a. Sionasimulé les 100 expériences dans les cellules
A1 a A100, on obtient la moyenne avec la formule:
(=MOYENNE (A1:A100)].

b. Faire plusieurs simulations avec la touche \F9 .

EXX Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
11S_exercice48.xls (Excel 2003),
11S_exercice48.xIsx (Excel 2007),

et 11S_exercice48.ods (Open Office).

1. Cette formule simule I'expérience aléatoire suivante:
on lance un dé équilibré, et on gagne 20 € sile numéro
de la face supérieure du dé est 1 ou 2, on perd 15 €
dans les autres cas.
2. Sion asimuléles 500 expériences dans les cellules
A1 a A500, on obtient la moyenne avec la formule:

(=MOYENNE (A1:A500) ]
3. On appelle X la variable aléatoire associée au gain
algébrique du joueur. Sa loi de probabilité est donnée
par:P(X=-15)=5etP(X=20)=+.

3 31 10

Oncalculealors: E(X)=-15x 5 +20x 5 =-—-.

3 3773
EEl 1. vrai.  2.Faux: V(X)=1085 - 152 = 860.

3. Vrai, car V860 = 29.

EJ £(v) = E(-X) = -E(X) =-100.

VN =V(=X) = (=1)2VIX) = V(X) =202
Puisque o(Y) = V(Y), on a: o(Y) = 20.
B £ (v) = 5E(X) + 40 = 140.

EZ R = 10N, donc E(R) = 10 x 5 000 = 50 000.
V(R) =102 x V(R) =100 x 2 0002 =4 x 108.

El1. D’apres I'énoncé: Y =2X+ 1 000.

2. E(Y) =(2x; + 1 000)p; + (2x, + 1 000)p,
+...+(2x,+ 1 000)p,.

E(Y)=2(x;p1 +Xp3+ ... +X,p) + 1000 (p; + po+ ... +p,)

=2E(X)+ 1000, puisquep;+py+ ... +p,=1.

On en déduit: E(Y) =2 x 500 + 1 000 = 2 000.

EX 1. v(Y) = p,[4x, - E(@X)12+ p,l4x, - E(4X)]2
+ ...+ p,l4x, - E(4X)12

V(Y) = py[4x, — AE(X)]? + p,[4x, — 4E (X)]?

+ ...+ pl4x, — 4E(X)]?, car E(4X) = 4E(X).




V(Y) =16 pylx; - E(X)]* + 16;72[x2 -EX)?
. +16p, [x, - EX)12
soit V(¥) = 16p;[x (X)]2 + pylxy — E(X)1?
4o X - EX)2=16V(X).
2.0na:

Y=4X,dou:V(Y)=16x32=144 et 6(X) =144 =12.

EA v = 50x + 10 000,
d'oti: E(Y) = 50 x 1 000 + 10 000 = 60 000.

3 1. Soit R la variable aléatoire associée a la recette
mensuelle. Alors: R = 2X.
D'ou:E(R)=2x120=240et V(R)
soit o(R) = 20.

2, Soit R’ la variable aléatoire associée a la recette
annuelle. Alors: R"=12R.

On en déduit: E(R) =12 x 240 = 2 880 et o(R’) = 240.

E1.[x, E(X)12 = x? 2x,-E(X)+[E(X)]2.

e E[X, EX1p;= 2(pixiz—Zp;xiE()()+p,-[E(X)]2)

i=1 i=1

=22x10?

= Ep X2 - 2E(X) Ep,x +[E(X)]22p,

2.0na: Epix,:E

i=1

i=r i=r

VX)= EP,- x? - 2[EX)1+ [EX))? = Epi x? - [E(X)]2
i=1 i=1

E 1. vrai, car £(Y) = =50 + 100 = 50.

2. Faux, carV(2) =32 x 16 = 144.

3. Vrai, car V(T) = % x16 =4, soit o(T) = 2.

4, Faux, car E(U) =10 x 50 + 30 = 530.

(X) et zp,: 1,d’ou:
i=1

21 on note A llissue < un pneu est crevé ».

Comme P(A) = 0,02, alors P(A) =1 - P(A) = 0,98.
On construit un arbre pondéré: A
0,02
A
0,02
0,98 A
0,0 -
0,98 !
A
0,98 -
A

a. La probabilité d'avoir les deux pneus crevés est la
probabilité de la liste AA, soit 0,02 x 0,02 = 0,0004.
b. La probabilité de ne pas avoir de crevaison est la
probabilité de la liste AA, soit 0,98 x 0,98 = 0,9604.
Ed1.1a probabilité que la roue s'arréte sur le secteur

1 11
rouge est: 1 _2_3270_0’55'

On construit un arbre modélisant I'expérience:

1
5
1
4
5
5 R
1 J
11 =
20 21
R 4B
1TCR
20
2. la probabilité qu’elle s'arréte deux fois sur le secteur

1
5X5 =95 = 0,04.
3. La probabilité pour qu’elle s'arréte sur deux secteurs

1 R
2%2°76° 0,0625, et la probabilité pour

qu’elle s'arréte sur deux secteurs rouges est:

11 11 121

La probabilité qu’elle s'arréte sur deux secteurs de la
méme couleur est: 0,04 + 0,062 5 + 0,302 5 = 0,405.

. 1 1
jaune est: ¢ x

bleus est —

0 1. On note G llissue « gagné » et U l'issue « perdu »,
et on construit I'arbre pondéré associé a cette épreuve.

G
0,01
G
0,01
099,
G
0,99 0,01
u
0,99
v

D’ou la loi de probabilité de X:

P(X=0)=P(UU)=0,99 x 0,99 =0,980 1.
P(X=1)=P(GU)+P(UG)=0,01x0,99x2=0,0198.
P(X=2)=P(GG)=0,01x0,01=0,0001.
2.£(X)=0,02.

22 1. 0n note G l'issue « gagné » et U l'issue « perdu »,
eton construit 'arbre pondéré associé a cette épreuve
(cf. page suivante).

Ona:P(X=2)=P(GU)=0,4x0,6=0,24.
Puis P (X = 3) = P(GGU), P(X = 4) = P(GGGU),
P(X=5) =P(GGQ).
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On en déduit la loi de X:

X; 1 2 3 4 5

P(X=Xx;) 0,6 0,24 0,096 | 0,0384 | 0,0256

2. £(X) = 1,649 6. En moyenne, Noé va jouer entre une
et deux parties dans ce tournoi.

Eon peut faire un arbre pondéré avec deux branches

initiales et cing niveaux.

Si on note A l'issue « on obtient un nombre pair »

et B l'issue » on obtient un nombre impair », alors la

probabilité cherchée est celle de la liste de résultats

AAAAA.

On suppose l'indépendance des résultats a chaque

lancer.Ona:P(A) =

D'ou: P(AAAAA)=0,5%x0,5%x0,5%x0,5%0,5
=0,5°=0,03125.

EH on note F lissue «le forage est productif» et D
l'issue « le forage n’est pas productif ».
Ona:P(F)=0,1doncP(D)=0,9.

On peut construire un arbre (incomplet) avec 10 niveaux.
On suppose les résultats de chaque forage indépendants
les uns des autres.

Soit A I'événement « parmi 10 forages, I'un au moins
est productif» ; son événement contraire A est
« parmi 10 forages, aucun n’est productif », donc
P(A) = P(DDDDDDDDDD) = 0,9°.

On en déduit: P(A)=1-0,9'= 0,651 (a 0,001 pres).
IE3 On note F I'issue « on obtient 10 m de fil sans
défaut».Ona:P(F)=0,81.

On construit un arbre (incomplet) avec quatre niveaux.
La probabilité d'avoir 40 m de fil sans défaut est:
0,81x0,81%x0,81x0,81=0,81%~0,430 (20,001 pres).

A 0n note A l'issue «une personne de plus de 75
ans est atteinte de la maladie d’Alzheimer » et B l'issue
«une personne de plus de 75 ans n’est pas atteinte de
la maladie d’Alzheimer ».

Ona:P(A)=0,18, etainsi: P(B) =0,82.

On peut construire un arbre pondéré avec 10 niveaux.
Il y a indépendance entre le fait qu’une personne
soit atteinte de cette maladie et le fait qu’une autre
personne soit atteinte de cette maladie.
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Soit E I'événement « au moins une personne de plus
de 75 ans dans le groupe est atteinte de la maladie ».
L'événement contraire de E est « aucune personne
de plus de 75 ans dans le groupe n’est atteint de la
maladie » : E est la liste de résultats BBBBBBBBBB.
Ainsi: P (E) = P(BBBBBBBBBB) = 0,8210,
d'ou P(E)=1-0,82"0=0,863.
3 1. On note R Iissue « Corentin réussit un lancer
franc » et E l'issue « Corentin rate un lancer franc ».
Puisque P(R) =0,15,on a P(E) =0,85.
On peut construire un arbre pondéré avec n niveaux.
L'événement « Corentin ne réussit aucun lancer franc
en nlancers » est la liste EEE... E, avec n échecs.
D'ou:p,=0,85".
2. A l'aide de la calculatrice, on obtient:

0,852 = 0,011 et 0,85%° =~ 0,009.
La plus petite valeur de n cherchée est 29.

2 1. On construit unarbre pondéré.

R
0,5
R
0,5
05
R B
0,5
0,5
B
0,5
B
P(X=-1)=P(B)=0,5.
P(X=0)=P(RB)=0,25.
P(X=1)=P(RRB)=0,125.
P(X=2)=P(RRR) =0,125.
2.E(X)=-0,125.

3. a. Algorithme donnant le gain algébrique du joueur.
On note « random » la fonction aléatoire donnant un
réel aléatoire dans l'intervalle [0; 1[.

Traitement

Sirandom < 0,5

Alors Afficher —1

Sinon | Si random < 0,5
Alors Afficher 0

Sinon | Sirandom < 0,5
Alors Afficher 1
Sinon Afficher 2
Fin Si
Fin Si
Fin Si

Sortie
En cours de traitement




Programmation de cet algorithme:

If NbrAléat < 0,5
Then

Disp “~1”

Else

If NbrAléat < 0,5
Then

Disp “0”

Else

If NbrAléat < 0,5
Then

Disp “1”

Else

Disp “2”

End

End

End

CASIO

If Ran# < 0.5
Then “-1”
Else

If Ran# < 0.5
Then “0”

Else

If Ran# < 0.5
Then “1”

Else “2”
IfEnd

IfEnd

IfEnd

5
EZ2 1. vrai, car la probabilité est égale a (%) soit %
17 1

2, Faux: la probabilité est égale a (

5| +soit 35
3. Faux: | babilité dgalea 1 -
- Faux:la probabilité est égalea 1 - 35 = =5
EZ&N Loi de probabilité de X:
X 0 1 2
25 5 1
PX=x) 36 18 36
EZ1 Loi de probabilité de X:
X; o| 1| 2]3]|4]|5]6s
1 1 3 1 3 1 1
PX=x) 6|8 |16| 3|16 8|76
EAl Loi de probabilité de S:
S; 1 1,5 2 2,5 3
1 1 1 1 1
P(S=s5) s | 3| 6| 6 | %

EZAE(X)=3,4;0(X) =262 (20,01 prés).

EAL 1. On fait I'ébauche d'un arbre pondéré. La
probabilité que les dix personnes soient du groupe O
est 0,43'0= 0,000 2.

2. La probabilité pour qu’aucune de ces personnes soit
du groupe O est 0,571,

L'événement « au moins une personne est du groupe
O» estl'événement contraire de I'événement précédent,
donc sa probabilité est: 1-0,57"0 = 0,996 4.

POUR FAIRE LE POINT

QA Os; Oc
@38 Os; Os;

Os;
(6 1%

POUR APPROFONDIR

EZ 1. Le nombre darrivées possibles est: 6 x 5 = 30.
2. M.Gold gagne 15 250 + 7 625 = 22 875 € si ses deux
chevaux arrivent premier et second, ce qui arrive de
deux facons possibles (le 2 puis le 6, ou le 6 puis le 2).

Ainsi: P(X=22875) =

30 15"
On fait de meme pour Ies autres cas:
2x4 4x2 4
P(X= 1525;)) S 202 = 15 P(X=7625)= 30 - —5
X
P(X=0)= 30 "5
On obtient la loi de probabilité de X:
X; 0 7 625 15250 22 875
2 4 4 1
POX=x) 5 5 75 15
EZA 1. Le nombre total de tirages est: 20 x 20 = 400.
5x5
2.P(X=2)= 200 76 =0,0625.
5x15%x2 3
PX=1)= ~200 ~8- =0,375.
px=0)=15X15 225 _ 9 00

400 400 16

EZ1 1. Correctif: il faut d'abord calculer P(X = -2) et
pasP(X=2).
EX)=(-2)xP(X=-2)+0xP(X=0)+1xP(X=1)

- 2P(X=-2)+ %
Puisque E(X) = 0, on a: ~2P(X = -2) + % -0,
soit P(X=-2) e
Dou: V) = (-2)2x 4 +07x P(X=0)+ 1 x5 ~02=1.
2. Loi de probabilité de X:
X; -2 0 1
oo |+ | 3|
EZ1 1. Loi de probabilité de X:
X; 950 1050 1100 1200
P(X=Xx;) 0,90 0,04 0,02 0,04

E(X) =967 ; o(X) =553 (a0,1 pres).
E(X) représente le prix de revient moyen d’'un objet
produit pour l'usine.
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3. a. Non: elle va perdre en moyenne 7 € par objet
produit.

b. Elle doit choisir un prix de vente de 1 067 €.

EX 1. Puisque pr+py+py =1,

1 . 2
ona:pR+2pR+§pR= 1, soir pg= 7
D’oU:pV=;etpN=; .

2. Soit nle nombre de boules de 'urne.

AIors:pN:%:;,soitn:ZL

L'urne contient 21 boules: 3 noires, 6 rouges et 12 vertes.
3. Loi de probabilité de X:

X; 0,5 1 2
1 2 4
PX=x) | 7 | 7 | 7
. . . 10,5
Espérance mathématique de X: E(X) = 7 =1,5.

4. Correctif : le ticket doit étre vendu 1,60 € (et non
pas 1,50 €). Le bénéfice espéré est alors de 0,10 € par
jeu, soit 100 €.

[EZH 1. Liste des diagnostics possibles:

(A, CG, P), (A, CG, P), (A, CG, P), (A, CG, P), (A, CG, P),
(A, CG, P), (A, CG, P).

2. Loi de probabilité de X:

X; 105 185 265 345
2 2 2 1
PX=x) | 5 | 7 | 7 | 7
1455

3.EX) = — =~ 207,86 (a 0,01 pres).

4. Pour que le prix moyen d’une réparation soit de
200 €, il faut diminuer de 7,86 € environ le cot (fixe)
de la main-d'ceuvre, c’est-a-dire I'établir a 17 € (en
arrondissant a l'unité).

EZ1.1ly a 8 circuits possibles: [ -L-0-Z;1-O-L-
Z;L-0-Z-1;L-Z-0-1;L-0-1-Z;L-1-0-2Z;
Z-0-L-1;Z-L-0-1.

2, Loi de probabilité de X:

X; 1400 | 1500

3 1 1 1 1
PX=x) | 3 B 3 8 8

1600 | 1800 | 1900

3. E(X) = 1 575. La longueur moyenne des circuits
possibles est de 1 575 kilométres.

EE1 1. Loi de probabilité de X,,:

X; -10 0 30
n 5 2

P X, =x) n+7 | n+7 n+7

2.E(X,,)=M

E(X,) = -2 s'écritaussi: -10n + 60 < -2n - 14,
soitn = 9,25.
Le nombre minimal de cases rouges a prévoir est 10.

EZX1.8= 100N - 10N - 50 x 5 = 90N - 250.
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On en déduit la loi de probabilité de B:

b; -250 | -160 | -70 | 20 | 110 | 200 | 290 | 380
P(B=b)| 0,05| 0,1 | 0,1 |0,15|0,25|0,15|0,15| 0,05
2.£(B)=87,50.

3. Pour une année de 365 jours, l'espérance
mathématique du bénéfice annuel est 31 937,50 €.

EH 1. On note C l'issue «la crue se produit cette
année » et C l'issue «la crue ne se produit pas cette
année ». Cette expérience se répete 50 fois de facon
indépendante. On veut calculer la probabilité de la
liste CCC ... C (cette liste comprenant 50 termes).
Puisque P(C) = 0,99, on en déduit:

P(CC ... C)=0,99% = 0,605 (20,001 prés).
2, Soit A I'événement «il se produit au moins une
crue centennale de la Seine durant les 100 prochaines
années » ; alors A est I'événement « il ne se produit
aucune crue centennale durant les 100 prochaines
années». Ainsi: P(A)=P(CCC ... C)=0,99'%.
D'ou:P(A)=1-0,99'9= 0,634.
[E& 1. Clest faux. Si I'on considére la variable aléatoire
X prenant les valeurs -1 et 2 telle que :

P(X=-1)=0,1etP(X=2)=0,9,

ona:E(X)=-0,1+1,8=1,7 eton abien E(X) > 0.
2, C'est vrai. En effet, si V(X) =0,
alorsp; X —EX)2 + ... +p, [x,— E(X)]2=0.
Cette somme de nombres positifs étant nulle, tous les
termes de la somme sont nuls.
On en déduit: x; —EX) = ... =x, - E(X) = 0, car les
probabilités p; ne sont pas nulles. Ainsi, toutes les
valeurs x; sont égales a E(X): il existe bien un réel m
tel que toutes les valeurs prises par X sont égalesa m.
3. C'est faux. Si, par exemple, P(X = a) = 0,2 et
P(X=b)=0,8,alors E(X)=0,2a + 0,8b=0.
On en déduit que a = -4b et non pas que a = -b.

[EZ2 1. La probabilité de n’obtenir aucun jeton de café
est0,9% donc la probabilité d'obtenir au moins un jeton
de café est:1-0,94=0,3439.
2. Avec le méme raisonnement, on trouve pour
probabilité 1 -0,9".
3.0nrésout:1-0,9"> 0,99, ou encore 0,9" < 0,01.
A l'aide de la calculatrice, on obtient : 0,9%3 =~ 0,0108
et 0,9 = 0,0097.
Le nombre minimal de jetons a introduire est donc 44.
1. a. La probabilité de n’avoir aucun six en trois
lancers de dé est : (E ’ = E.

6 216
Dong, la probabilatg'g’amg?er au moins un six avec

tronsdesest:1—ﬁ6—ﬁ6.



b. La probabilité cherchée étant % on peut parier

que cet événement aura lieu 91 fois sur 216, c'est-a-dire
dans 91 cas contre 125 cas contraires.

2. a. Avec deux jets, la probabilité de n'avoir aucun 6
5

2

est (6) = ?2 ,donc la probabilité d'avoir au moins un
six est % .Siaestl'enjeu, I'attente est donc 131760 (c'est
'espérance de gain du joueur).
b. Avec trois jets, le méme calcul donne une attente
de ola .

36
EE11. Si « FACE » apparait pour la premiére fois au niéme
lancer, la banque paiera 2" euros au joueur.
2. Laloide probabilité de X, est donnée par le tableau:
8 16 2n

T 1
8 16 2"

X; 2
1
2

P (X, =x)

= (D=

E(X,,)=2><%+4><Z+8x%+...+2”x%
=1+1+1+...4+1=n.
3. Puisque |'espérance mathématique de gain du joueur
est n, le jeu sera équitable si la mise initiale du joueur
est de n euros.
4. Sion ne limite pas le nombre de lancers, aucune mise
initiale ne pourra rendre le jeu équitable.
En effet, quelle que soit la mise initiale, I'espérance
mathématique de gain est positive, puisque n tend vers
I'infini quand on augmente indéfiniment le nombre
de parties.
Le paradoxe tient dans le fait que la banque n'est
pas infiniment riche, et va donc cesser de payer
au-dela d'une certaine somme. Par exemple, si
la banque posséde un milliard d’euros (!!!), elle ne
pourra pas payer si le jeu dépasse le 30° coup puisque
230=1,07 x 107 €. Cependant, la probabilité d'arriver au
30¢ coup est trés faible (une « chance » sur un milliard !).

[EI Le candidat peut répondre de facon équiprobable :
(a,b,0,(a,¢b),(bac),bca)lca b)oulc b, a).

Supposons que la bonne réponse soit (a, b, c).

Alors, il a trois bonnes réponses dans un seul cas.

Il a une bonne réponse dans trois cas :
(a,¢b),(b,ac)et(cb,a).

Il n"aaucune bonne réponse dans les deux cas restants.

On en déduit la loi de probabilité de X :

X; 0 200 600
1 1 1
PX=x) | 3 | 7 | 3

[EXl 1. Loi de probabilité de X,, :

X; -07 | 03 | 33
n 3 1
PXo=x)| 7 | 7+ 4 | nsa
s -0,7n+4,2
D'ou: E(Xn) = W

2, Correctif :il faut calculer le nombre minimal de boules
noires (et non maximal).

Pour que le club puisse gagner au moins 0,5 € par
partie, le joueur doit perdre plus de 0,5 € par partie. On
cherche n de telle fagon que E(X,,) < -0,5.
Ainsi:-0,7n+4,2 <-0,5n-2,soitn > 31.

Le nombre minimal de boules noires contenues dans
le sac doit étre de 32.

[EZX soit X la variable aléatoire associée au nombre de
lancers nécessaires afin d'obtenir « PILE ».

Alors, a I’aifle d'un arbre1pondéré, on1obtient:
P(X=1)=§;P(XTZ)TZ;{D(XTE;)=_I§;P(X=4)=
Ainsi: P(X < 5)=5+Z+§+ﬁ =76

EE) 1. Soit A I'événement: « les 100 passagers se
présentent ». On est en présence de la répétition de
100 expériences indépendantes, telles que l'issue « un
passager donné se présente » a pour probabilité 0,9.
Alors:P(A)=0,910= 3% 10->.

2. Soit BI'événement « un seul passager ne se présente
pas sur 100 passagers », c'est-a-dire « 99 passagers se
présentent sur les 100 passagers ».
Alors:P(B)=0,1x0,9% x 100 =3 x 10

[EZ3 1. Loi de probabilité de G:

1
16

gi -3,5 1 10
2n n? 1
PE=9) | (e | (ne1? | (n+1?
n?-7n+10
2.£(G) = T

3. Le jeu est équitable si et seulement si E(G) = 0, soit
n2-7n+10=0,soitn=2oun=>5.

4. Le jeu risque de rapporter plus d’argent a Romain
qu'a Maél si E(G) <0, c'est-a-dire n2-7n + 10 < 0, soit
encore 2 < n <5, c'est-a-diren=3 oun=4.

EA 1. Loi de probabilité de X,,:

X; -12 0 2 8 16
4 n? 4n 3n
POG=X) 537 (e 7) (0477 | (n+77| ne7
4 n? 4n
2.E(X,,)=—12><n+7+0x(n+7)2+2x(n+7)2
3n 3
+8><(n+7)2+16xn+7
soit E(X,) = —21_
(n+7)
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3.fest dérivablc; sur [0; +oo[

, X+7)7-2x(x+7 7-Xx
etf(x)=( 2x+7)‘$ )=(x+7)3'
On en déduit que f est croissante sur [0; 7], et
décroissante sur [7; +l.
4, E(X,) = 32f(x). Donc I'espérance mathématique de
X, est maximale pour n = 7. La valeur de ce maximum

est: 7 soit environ 1,14 €.

P Prises d'iniliatives

[EA soit deux variables aléatoires: X est définie par le
nombre de points obtenus avec la premiere stratégie,
et Y est définie par le nombre de points obtenus avec
la seconde stratégie.

On va comparer leurs espérances mathématiques.
Al'aide d'un arbre, on dénombre tous les cas possibles.
On obtient les lois de probabilité ci-dessous.

X; 0 3 6
1 3 1

PX=x) | 3 | 8 | 8

Vi 0 1 4
1 1 1

Pr=yv) | 2 | 2 | 3
1

3
On a:E(X)=§5 =1,875 etE(Y)=§= 1,5.
La premiere stratégie est donc préférable pour le

candidat.

B2 soit X la variable aléatoire associée au gain de
I'organisateur avec la stratégie du lot unique, et Y celle
associée a son gain avec la stratégie des 50 lots.

On détermine les lois de probabilité de X et de Y.

X; -295 5
P(X=Xx;) 0,01 0,99
Vi -1 5
P(Y=y) 0,5 0,5

On calcule: E(X) = 2, puis E(Y) = 2.
Les deux stratégies sont donc équivalentes pour
I'organisateur.
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[EXX soit X la variable aléatoire associée au nombre de
tonneaux que le particulier doit goUter pour goUter
un tonneau de Bordeaux. On réalise un arbre donnant
toutes les issues (I'arbre s'arréte des qu’on atteint un
tonneau de Bordeaux): il y a 6 branches a la premiére
étape (dont 3 qui s'arrétent), 5 a la seconde (dont 3 qui
s'arrétent), 4 a la troisiéme (dont 2 qui s'arrétent), et 3
a la quatrieme étape.
Ainsi:P(X=2)=223 = 3. px=3)
6x5 10
_3x2x1x3 1
6x5x4x3 20"

On en déduit la loi de probabilité de X:

3x2x3 3.
“6x5x4 20

P(X=4)

Xi 1 2 3 4
1 3 3 1
PX=x) | 5 | 10 | 20 | 20
L'espérance mathématique de X est: E(X) = %% =1,75.

Le particulier devra goGter en moyenne 1,75 tonneaux,
soit prés de deux tonneaux.

[EEX soit X la variable aléatoire associée au nombre de
tirages nécessaires pour n‘obtenir dans I'urne que des
boules de deux couleurs différentes.

La probabilité de ne faire qu'un tirage est % (on tire
une boule rouge).

Pour deux tirages, il y a 30 cas possibles (6 x 5) et 7 cas
favorables (4 si on tire deux noires et 3 si on tire une
noire, puis une rouge), d'ol une probabilité de 3770 .
Pour trois tirages, il y a 120 cas possibles (6 x 5 x 4)
et 36 cas favorables (6 pour chacune des possibilités
NJR, NJN, JNR, JNN, JJR et JJJ), d’ou une probabilité de

36 soit 3
120" 10°
On en déduit la loi de probabilité de X:
X; 1 2 3 4
1 7 3 3
PX=x) | % | 30 | 70 | 10
L'espérance mathématique de X est: E(X) = % =2,73.

On doit faire en moyenne 2,7 tirages, c'est-a-dire pres
de trois tirages.



(@ Activites TICE

TP 1 La chasse aux canards

Ce TP étudie, dans un cas simple (trois chasseurs et trois
canards), le nombre de survivants lors d’'une chasse aux
canards. Dans un premier temps, on traite ce probléeme
expérimentalement en simulant cette expérience al'aide
du tableur. Puis on modélise la situation et on résout le
probléme de fagon théorique : on utilise pour cela la notion
de variable aléatoire.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
11S_TP1.xlsx (Excel 2007), 11S_TP1.xls (Excel 2003)
et 11S_TP1.ods (Open Office).
11S_correctionTP1.xIsx (Excel 2007),
11S_correctionTP1.xls (Excel 2003)
et 11S_correctionTP1.ods (Open Office)
Partie A
1. Pour que chacune des cellules A2, B2, C2 contienne
le numéro du canard tué par chacun des trois chasseurs,
on entre dans chacune de ces cellules la formule:
[FALEA.ENTRE.BORNES(1;3)].
a. Dans la cellule E2, on calcule le nombre de fois
ou le canard numéro 1 est touché par un chasseur
lors de la premiere expérience avec la formule :
[=NB.SI($A2:$C2;E$1)] : la fonction NB.SI compte le
nombre de fois oU apparait le nombre donné en E$1
(c’est le numéro du canard) dans la plage de cellules
$A2:5C2.
Les symboles $ placés dans ces formules permettront de
recopier vers la droite cette formule afin de I'appliquer
aux deux autres canards.
b. Il suffit de recopier vers la droite la formule écrite
en E2.
2, Pour compter le nombre de canards survivants, on
compte le nombre de 0 qui sont dans les cellules E2, F2
et G2:en effet, des qu'ily aun 0 dans une de ces cellules,
celassignifie que le canard associé a cette cellule n'a pas
été touché. On compte donc le nombre de survivants
avec la fonction NB.SI sur la plage de cellules E2:G2.
On entre donc en H2 la formule: .
3. Pour simuler 500 expériences, on recopie vers le bas
jusqu'a laligne 501 les colonnes A, B, C,E, F, G et H.
On calcule le nombre moyen de survivants dans la
cellule J2 en utilisant la fonction MOYENNE sur la plage
de cellules H2:H501.
On saisit en J2 la formule :[=MOYENNE(H2:H501)).
4. Pour calculer lafréquence d’avoir 0, 1 ou 2 survivants,
on entre dans les cellules K2 a K4 les entiers 0, 1 et 2,

eton calcule les fréquences correspondantes dans les
cellules 12 a14.

La fréquence de n'avoir aucun survivant est le quotient
du nombre de fois ou on n’a aucun survivant (obtenu par
la fonction NB.SI dans la plage H2:H501) par 500. On
saisit ainsi en 12 laformule:[=NB.SI(H$2:H$501;K2)/500)
On obtient la fréquence d’avoir un survivant, puis deux
survivants en recopiant cette formule vers le bas (ce
qui explique dans la formule précédente la présence
des $, afin que la plage H2:H501 ne se recopie pas en
H3:H502...).

5. Pour recommencer avec 5 000 expériences de ce
type, on peut recopier cette feuille de calcul dans une
autre feuille (par un clic droit sur le nom de la feuille,
dans I'onglet en bas de feuille, puis en n‘oubliant pas
de cocher la case « créer une copie »). Il suffit alors de
modifier en J2, L2, L3 et L4 les formules en remplacant
501 par 5001 et 500 par 5 000.

6. Al'aide de la touche ‘F9., plusieurs simulations nous
indiquent que le nombre moyen de canards survivants
est soit 0,88, soit 0,89, soit 0,90. On constate aussi que la
fréquence de n'avoir aucun survivant est voisine de 22 %.

PartieB

1. X prend les valeurs 0, 1 et 2.

2, L’arbre contient 3 branches au premier niveau,
9 branches au second niveau et 27 branches au
troisiéme niveau.

3. P(X = 2) est la probabilité qu'il y ait 2 survivants,
c'est-a-dire un seul canard touché : ceci arrive dans

trois cas seulement, soit P(X=2) = 279"
4, A l'aide de l'arbre construit précédemment, on se
rend compte qu'il y a 6 issues pour lesquelles il ny a

; ot P(X=0) =2 _2
aucun survivant. D'ou: P(X—1O) —227 ; 9
OnendedU|t:P(X:1):1—§—§=§.

2 2 1T 8
5.E(X)=0x§+1><§+2x§—§:0,89.0nretrouve

les résultats conjecturés dans la partie A.

Partie C

3
1.La probabilité de survie du canard C; est % soit % .

2. Chacun des trois canards survit avec la probabilité 8 ,
. 8 8 27
doncily auraen moyenne: 3 x 27°9° 0,89 canard
survivant.

3. Avec 10 chasseurs et 10 canards, !g probabilité de
survie du canard numéro 10 est 100" soit environ

0,35.1l'y aura doncen moyenne 3,5 canards survivants.
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TP 2 Le lievre ef I3 tortue

Dans ce TP, on s’intéresse au probléme du liévre et de la
tortue. Dans un premier temps, on simule cette expérience
un grand nombre de fois a I'aide d'un programme sur le
logiciel AlgoBox : une grande partie du programme est
donnée a I'éléve, il doit d’abord le comprendre, puis le
compléter afin de simuler un grand nombre d’expériences
de cetype. Dans un second temps, on modélise la situation
eton résout le probléme en utilisant les résultats vus dans
le chapitre sur la répétition d’expériences identiques et
indépendantes.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr :
11S_TP2.alg et 11S_correctionTP2.alg (AlgoBox).

Partie A
1. Algorithme:

Variables
a, p variables entieres
Initialisation
a prend la valeur 1
p prend la valeur Partie entiére (random x 6) + 1
Traitement
Tantquea # 6etp # 6
p prend la valeur p + 1
a prend la valeur Partie entiére (random x 6) + 1
Fin Tant que
Sortie
Afficher p

2.a.Lavariable areprésente, a chaque étape, le numéro
de la face obtenue sur le dé.

La variable p représente le nombre de fois oionlance
le dé dans une partie.

b. La boucle « Tant que » déclenche un nouveau lancer
du dé, et cecitant que le lancer précédent n'a pas donné
6 (a # 6) et qu’on n'a pas réalisé 6 lancers (p # 6).

3. a. Algorithme complété:

Variables

a, p, i, n, s variables entieres

Entrée

Saisir n

Traitement

Pouriallantde 1an

a prend la valeur 1

p prend la valeur Partie entiére (random x 6) + 1
Tantque a # 6etp + 6
p prend la valeur p + 1
a prend la valeur Partie entiere (random x 6) + 1
Fin Tant que

s prend la valeur s + p

Fin Pour

s prend la valeur s/n

Sortie

Afficher s
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b. Pour compléter le fichier fourni, inutile de tout
retaper:on déclare les nouvelles variables i, n, et s, puis
on crée la ligne permettant de lire n, et enfin on crée
une boucle « Pour ». Pour déplacer certaines lignes
déja crééesal'intérieur de la boucle « Pour », on utilise
Couper ligne puis Collerligne dans le menu Edition, et
pour déplacer tout le bloc de lignes de la boucle « Tant
que », on fait de méme en se placant sur la premiére
ligne du bloc de lignes de cette boucle.

4. En faisant fonctionner ce programme pour diverses
valeurs de n, on obtient environ 4 comme nombre
moyen de parties. On peut conjecturer que le nombre
moyen de parties est voisin de 4.

Partie B

1. On obtient I'arbre pondéré suivant:

<<<L
2
&
S

L
5 6
2, La probabilité que la tortue gagne est: (6) =~0,335.
5 6
La probabilité que le lievre gagne est: 1 - (8) =0,665.

3. Loi de probabilité de X:

X; 1 2 3 4 5 6
1 5 52 53 54 55
PXX=x) 6 | & |6 |6 | & | &

Valeurapprochée, | .| 139(0,116|0,096| 0,080 | 0,402

a 0,001 prés
E(X):64+10x63 +75><626-;-500x6+55+6x55
31031
= =~ 3,99.
7776

5. On peut dire que le liévre gagne dans 66 % des cas
environ, et le nombre moyen de lancers du dé est tres
proche de 4. On peut remarquer que la simulation
avec n = 1 000 donne une bonne valeur approchée
du résultat.
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24 pPlGAlIONS

QLe programme

Dans le cas particulier d’expériences identiques et indépendantes a deux issues, on introduit la
loi binomiale. En s’appuyant sur cette loi, on poursuit la formation des éléves dans le domaine de

I'échantillonnage.
Contenus | Capacités attendues | Commentaires
Probabilités  Reconnaitre des situa- La représentation a I'aide d’un arbre est privilégiée:

Epreuve de Bernoulli, loi
de Bernoulli.

Schéma de Bernoulli, loi
binomiale (loi du nombre
de succes).

Coeflicients binomiaux,
triangle de Pascal.

Espérance, variance et
écart-type de la loi bino-
miale.

tions relevant de la loi
binomiale.

« Calculer une probabilité
dans le cadre de la loi bi-
nomiale.

« Représenter graphique-
ment la loi binomiale.

« Utiliser I'espérance d’une
loi binomiale dans des
contextes variés.

il s’agit ici d’installer une représentation mentale
efficace. On peut ainsi:

- faciliter la découverte de la loi binomiale pour des
petites valeurs de n (n < 4);

- introduire le coefficient binomial (Z)

comme nombre de chemins de I'arbre réali-
sant k succes pour n répétitions;

— établir enfin la formule générale de laloi binomiale.
Cette égalité est établie en raisonnant sur le nombre de
chemins réalisant k + 1 succés pour 7 + 1 répétitions.
On établit également la propriété de symétrie des
coefficients binomiaux.

L’utilisation des coefficients binomiaux dans des pro-
bléemes de dénombrement et leur écriture a 'aide des
factorielles ne sont pas des attendus du programme.
En pratique, on utilise une calculatrice ou un logiciel
pour obtenir les valeurs des coefficients binomiaux,
calculer directement des probabilités et représenter
graphiquement la loi binomiale.

La formule donnant I'espérance de la loi binomiale
est conjecturée puis admise, celle de la variance est
admise.

<> On peut simuler la loi binomiale avec un algorithme.

Echantillonnage
Utilisation de la loi bino-
miale pour une prise de
décision a partir d’une
fréquence.

 Exploiter lintervalle
de fluctuation a un seuil
donné, déterminé a 'aide
de la loi binomiale, pour
rejeter ou non une hypo-
thése sur une proportion.

L’objectif est d’'amener les éléves a expérimenter la
notion de « différence significative » par rapport a
une valeur attendue et a remarquer que, pour une
taille de I'échantillon importante, on conforte les
résultats vus en classe de Seconde.

< L'intervalle de fluctuation peut étre déterminé a
l'aide d’un tableur ou d’un algorithme.

Le vocabulaire des tests (test d’hypotheése, hypothese
nulle, risque de premiére espéce) est hors programme.

Chapitre 12 Loi binomiale et applicalions
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G Nolre poinf de vue

Ce chapitre introduit deux lois de probabilité: la loi de Bernoulli et surtout la loi binomiale. Cette
derniere loi, conformément au programme, est d’abord introduite pour de petites valeurs de n (n = 2,
n =3). Nous avons pensé qu’il fallait la faire fonctionner tout d’abord pour de petites valeurs de n sans
utiliser la formule générale: le recours a un arbre pondéré et le dénombrement sur I'arbre des chemins
conduisant a un succes permet a I'éléve de comprendre peu & peu le fonctionnement de cette loi. La
progression dans le manuel suit cet apprentissage progressif: le savoir-faire 2 (lié¢ a la premiere page
de cours) utilise les arbres pondérés, et le professeur trouvera les exercices 22 a 26 pour travailler dans
cet esprit. L'activité 1 introduit cette notion a partir des méthodes du chapitre précédent.

On introduit ensuite les coefficients binomiaux comme le nombre de chemins réalisant k succes pour
n répétitions d’une épreuve de Bernoulli: I'activité 2 permet une premiere approche de ces coefficients,
et lactivité 3 étudie, a I'aide d’'un exemple concret (les rues de Manhattan) la proprié¢té de Pascal
des coefficients binomiaux. L’outil utilisé ici pour le calcul de ces coefficients est principalement la
calculatrice. Pour cela, la méthode est décrite page 298 dans le cours, et détaillée pages 352 et 356 dans
les fiches « calculatrices ».

La formule générale donnant P(X = k) pour une loi binomiale est ensuite donnée, mais la aussi, cest la
calculatrice (et parfois le tableur) qui va permettre a I'éléve de calculer rapidement de fagon pratique,
soit les probabilités de la forme P(X = k), soit celles de la forme P(X < k). La méthode est décrite page
300 du manuel et détaillée pages 352 et 356.

La seconde partie du chapitre est consacrée a la détermination d’un intervalle de fluctuation relatif
a une fréquence a I'aide de la loi binomiale: I'activité 5 introduit la méthode sur un exemple, a I'aide
de deux logiciels, un tableur et le logiciel Sine Qua Non. Pour la détermination de ces intervalles, la
bonne maitrise de la loi binomiale sur la calculatrice, et en particulier I'élaboration d’un tableau de
valeurs P(X < k), ot X suit uneloi binomiale, est un savoir-faire que Iéléve doit posséder pour traiter
ce type de probleme (voir le savoir-faire 9). La détermination de cet intervalle de fluctuation permet
alors de prendre des décisions a partir d’'un échantillon, a un coefficient de confiance donné. En cela,
on poursuit le travail fait en Seconde, mais en le généralisant car les résultats trouvés sont valables pour
toute valeur de la proportion p et de la taille n de I'échantillon.

La page « Chercher avec méthode » a pour objet un probléeme classique de probabilité, dont les
questions se traitent facilement en introduisant une variable aléatoire suivant une loi binomiale: la
difficulté pour I'éléve est ici de reconnaitre une situation de loi binomiale et d’introduire par lui-méme
la variable aléatoire adéquate.

Dans les exercices d’approfondissement, nous proposons quelques exercices qui permettent de découvrir
de nouvelles méthodes: la formule du binome de Newton, ainsi que des tests unilatéraux (alors que les
tests proposés dans les savoir-faire et les exercices d’entrainement sont tous bilatéraux).

Les TP 2 et 3 font découvrir, grace a la loi binomiale, des applications étonnantes des probabilités. Le
TP 1, conformément au programme, permet de simuler une loi binomiale. Enfin, le TP 4 est d’'un grand
intérét pour les éléves (et aussi le professeur), car il permet d’obtenir, avec #, p et un seuil de risque
donné, un intervalle de fluctuation d’'une proportion de fagon automatisée.

Les notions abordées dans le chapitre 12
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1. Loi de Bernoulli et loi binomiale

2. Coefficients binomiaux

3. Propriétés de la loi binomiale

4. Intervalle de fluctuation d’une fréquence
5. Prise de décision sur un échantillon
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Se tester avec des QCM
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Se tester avec des exercices
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@DPE<X<5=1-PX<2)=1-043=057.
PX=5)=1-PX<4)=1-0,69=031.
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700 _ 300
3. P(X 2x =0,42.
W=1=2x7000 *7 000

() Activites

4. P(au moins une perle rouge)
=1 - P(aucune perle rouge)

2
=1-(7%9) _1_072=051.
o 1000
OArbrepondere: p S
p s<
E
S S
p

Il existe trois chemins de I'arbre qui permettent
d’obtenir deux fois I'issue S: les chemins correspondants
aux événements SSE, SES et ESS. (Attention, il y a une
erreur dans le corrigé en fin de manuel.)

Activite 1 Uarcher

Cette activité doit permettre d'utiliser les arbres pour
découvrir la loi binomiale et faire une conjecture sur
I'espérance de cette loi.
1. Lors de chaque tir, la probabilité que I'archer atteigne
le centre de la cible est égale a 0,9.
2.P(X=0)=0,13=0,001 et P(X=3)=0,93=0,729.
S
0,1NE

095
0,9 S<
0,1 E<

3.L'événement « X=1 » est associé aux trois chemins:
SEE, ESE, EES qui ont tous laméme probabilité: 0,9x0,12.
L'événement « X = 1 » est la réunion des trois

événements correspondants aux chemins SEE, ESE,
EES; ces événements sontincompatibles deux a deux,
donc la probabilité de I'événement « X = 1 » est égale
a la somme des probabilités de ces trois événements.
Donc, P(X=1)=3x0,9x0,12=0,027.

4.De méme I'événement « X =2 » est associé aux trois
chemins: SSE, SES, ESS qui ont tous la méme probabilité:
092x0,1 ;
donc P(X=2)=3x0,92x0,1=0,243.
5. Loi de probabilité de X:

X; 0 1 2 3
P(X=x;) 0,001 0,027 0,243 0,729

On vérifie que la somme des probabilités précédentes
estégalea .
6. E(X) =2,7. Onremarque que E(X)=3x0,9.

Aclivité 2 Les routes du succes

Dans cette activité, on dénombre les chemins de deux
arbres permettant de réaliser un nombre de succes
déterminé. Cette activité doit permettre aux éléves
de découvrir la propriété de symétrie des coefficients
binomiaux dans le cas otin = 3.
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1. Arbre pondéré associé a la situation de I'énoncé.
085
08 5 <
e 0 E
S
038 o
02" E
02™NE
08-S
0o 08 S <
E 02NE
08-5
02 E <
02>NE

,
2. Un seul chemin de I'arbre réalise trois succes; trois
chemins de I'arbre réalisent deux succés; trois chemins
de l'arbre réalisent un seul succes.

3. Il'y a autant de chemins qui réalisent deux succes
que de chemins qui réalisent un seul succés car chaque
fois qu’on a deux succes sur trois matchs pour Alain,
cela correspond a avoir un échec pour son adversaire
et inversement.

Activite 3 A 13 recherche de son chemin
dans les rues de Manhattan

Cette activité utilise un quadrillage régulier, comme le sont
les rues et avenues de Manhattan, pour travailler avec
les coefficients binomiaux dans un contexte nouveau, et
surtout découvrir la propriété de Pascal des coefficients
binomiaux. Dans ce cas, au lieu de construire un arbre avec
deux choix possibles a chaque étape, on se déplace sur
un quadrillage avec aussi deux choix possibles : le piéton
peut aller vers la droite ou bien vers le haut.

1.n(M) =1 pour tout point M de la demi-droite [Au)
et pour tout point M de la demi-droite [Av).
2.n(B)=2;n(C)=3;n(D)=3.
On en déduit n(E) =n(C) + n(D) =6
3. Quadrillage reproduit avec le nombre de chemins
conduisant de A a chacun des noceuds.

1% P
4] 10| 20] 35| 56

3 6 10 15 21

A u

4. a. Le piéton doit étre parvenu, soit au point R qui
se trouve cing carreaux a droite de A et deux carreaux
au-dessus, soit au point S qui se trouve quatre carreaux
a droite de A et trois carreaux au-dessus.
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b. On en déduit n(P) = n(R) + n(S).
c. Cette relation est valable pour tout point du
quadrillage situé au-dessus des deux axes et non situé
sur les axes.
5. a. Un chemin menant de A a P est une suite
d’instructions données au piéton sous la forme « a
droite » (D) ou « en haut » (H), avec obligatoirement 5
instructions D et 3 instructions H, comme par exemple
DDDDDHHH. C’est donc un chemin avec 5 succés
notés D d’'un arbre pondéré modélisant un schéma de
Bernoulli avec 8 répétitions.
Ainsi, le nombre de chemins menant de A a P est aussi
le nombre de chemins d’un arbre pondéré avec 5 succés
lors de 8 répétitions d’une épreuve de Bernoulli, soit
)

o (B (T (7
b. Larelation vue en 4. b. s'écrit aussi ( ) = ( ) + ( )

5 5 4

et la généralisation vue en 4. c. peut s'écrire :

B =) (5-0)-
Aclivite 4 La planche de Galton

Dans cette activité, on utilise un arbre pondéré pour
estimer le nombre de billes qui peuvent tomber dans
chacun des casiers d’une planche de Galton a quatre
niveaux. Avec le tableur, on simule I'expérience qu’on peut
projeter aux éléves en répétant plusieurs fois I'expérience
et en faisant varier le nombre de billes.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
12S_activite4.xlIsx (Excel 2007), 12S_activite4.xls
(Excel 2003) et 12S_activite4.ods (Open Office).

1. On construit un arbre a 4 niveaux.

05 _G
< o 5 G
0,5
G G
0,5
0,5
< o 5 G
o 5 G
05 < o 5 G
0,5
D o 5 G
0,5
o 5 G
05D



2. La probabilité que la bille arrive en M est:
714 = % = 0,125 ; on calcule de méme la probabilité
que la bille arrive en R.

Pour arriveren N, la bille doit partir une fois vers la droite
et 3 fois vers la gauche; il y a 4 chemins de I'arbre qui

correspondent a ce cas; donc la probabilité que la bille
arrive en N est 4 x 2—14 = % =0,25; il en est de méme
pour la probabilité d'arriver en Q.

Pour arriver en P, la bille doit partir deux fois a droite
et deux fois a gauche; il y a 6 chemins de I'arbre qui

correspondent a ce cas; donc la probabilité que la bille

arrive en P est 6 x 1 = 3 =0,375.

24 8
3. Lorsqu’on lance 64 billes, il peut tomber environ 4
billes dans chacun des casiers M et R, 16 billes dans

chacun des casiers N et Q, et 24 billes dans le casier P.

4. La premiére feuille de calcul du tableur simule une
expérience de la planche de Galton avec 64 boules: le
tableau indique le nombre de billes qui tombent dans
chaque panier, puis calcule la fréquence des billes dans
chaque panier. On réitére I'expérience en appuyant
sur la touche F9.

Les deux autres onglets permettent de renouveler
I'expérience avec 256 billes, puis avec 1 024 billes. Il est
intéressant alors de comparer les fréquences trouvées
avec les probabilités théoriques.

Aclivité |5 De moins en moins de risque

Cette activité introduit, a partir d’'un exemple concret, la
recherche d’un intervalle de fluctuation en utilisant la loi

binomiale. Cette recherche est étayée graphiquement par
I'utilisation du tableur et du logiciel Sine Qua Non : en effet,
le diagramme en batons de la loi binomiale considérée, et
sa partition en trois zones A, B et C, permettent de visualiser
I'intervalle de fluctuation et la signification pratique des
zones de rejet.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr:
12S_activite5.xIsx (Excel 2007), 12S_activite5.xls
(Excel 2003), 12S_activite5.ods (Open Office) et
12S_activite5.sqn (Sine Qua Non).

1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 100 et
p=0/43.

La représentation graphique faite sur tableur permet
d’afficher le diagramme en batons de cette loi
binomiale. Le logiciel Sine Qua Non permet de bien
visualiser la loi, mais a le désavantage de proposer un
histogramme, ce qui n’est pas rigoureusement exact,
méme si c'est plus lisible.

2.l estimportant ici de relier les calculs faits aux zones
A et C apparaissant d’'une couleur différente sur le
diagramme.

a.a=33 carP(X=32)<0,025 et P(X=33)>0,025.
b. P(X >b) =1 - P(X < b) donc P(X > b) < 0,025
équivaut a 1 — P(X < b) = 0,025, c'est-a-dire
P(X< b) = 0,975; letableau des probabilités P(X < k)
nous permet alors de déterminer b; on trouve b=53.
c. Les échantillons sont de taille 100, donc d'aprés
les questions précédentes, la probabilité pour que X
appartienne a B est environ 95 %. Sur 10 000 échan-
tillons, il y en a environ 9 500 pour lesquels la fréquence
est comprise entre 0,33 et 0,53.

G Exercices

POUR DEMARRER

EM Une urne contient 4 boules, 1 noire et 3 rouges. On
tire une boule, on appelle succés I'événement « obtenir
une noire » et X la variable aléatoire qui prend comme
valeur 1 si la boule est noire et 0 sinon; X suit la loi de
Bernoulli de paramétre 0,25.

EN L'expérience aléatoire « on lance un dé et on
obtient la face 1 » se répéte 6 fois de facon identique
et indépendante, donc X suit la loi binomiale de

paramétres n=6 et p:%.

IEN On répéte quatre fois de suite la méme expérience
mais il n'y a pas indépendance car on ne remet pas le
cube tiré dans le sac. X ne suit pas une loi binomiale.

IEH 1. X suit |a loi binomiale de paramétres n=2 et
p=0,2.

2.P(X=2)=0,04 et PX=1)=0,32.

IEl 1. L'expérience aléatoire « on tire une piéce de la
fabrication et elle est de premiere qualité » se répéte
10 fois de facon identique et indépendante (car les
piéces sont prises dans un lot trés important), donc X
suit la loi binomiale de parametres n=10 et p=0,9.
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2.P(X=9)=~0,387 a 1073 prés.
12
l1.px=1)=

P(X=12) = (é x 0,412 x 0,60~ 2 x 105,

)x041x06”~0017 a1073pres.

2.PX=2)=1-PKX
a1073 pres.

=1-0,020, soit P(X=2)=0,980
6 ) )
[ 7 | (2) représente le nombre de chemins avec deux

succes dans I'arbre modélisant un schéma de Bernoulli
constitué de 6 répétitions d'une méme épreuve.
80 100 55 70
=80; =1; =55; =1.
ﬂ( 1) ( 0) (54) (70)
10 15 20
ﬂ( 6) =210; ( 5) =3003; (10) =184756;

*9) _ 5852025, (50) 10; (7%) 21198774720
(8)_ *\40/ 7T (7) B '

EIX 1. On construit les premiéres lignes du triangle

de Pascal: T
111
11211
113131
1146|441
115[10{10]| 5 1|

2, Par lecture de la derniére ligne du tableau:

(55 () ()-ms (35

EEN 1. E(X) = np =50 x 0,4 = 20.
V(X)=npg=50x0,4x0,6=12.

2.P(X=20)=0,115 et P(X=<25)=0,943 a0,001 pres.

EE2 1. La probabilité de tirer un roi ou une dame est

37 ,s0it 0,25, puisqu'il y a 8 cartes qui sont des rois ou

des dames dans un jeu de 32 cartes.

L'expérience aléatoire « on tire une carte dans un jeu
de 32 cartes et on regarde si c’est un roi ou une dame »
se répéte 5 fois de facon identique et indépendante
(puisqu’on remet la carte tirée dans le jeu), donc X
suit la loi binomiale de parametres n=5 et p=0,25.
2. Al'aide de la calculatrice, on obtient P(X=2)= 0,264
et P(X=3)=0,984.

3. L'espérance mathemathu

1 5

' [ 3 V5
L'écart-type de X est o(X) =4/5 x Z 22"

EEX Représentation graphique de la loi binomiale de
paramétres n=8 et p=0,2.
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0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15 1
0,10 1
0,05 1

0 il
0 1 2 3 4 5 6 7 8

n=8;p=0.2

L3 Correctif : la probabilité que la boule s'arréte dans
la zone rouge est 0,5 (et pas 0,2).

1. L'expérience aléatoire «la boule s'arréte dans la
zone rouge » se répete 100 fois de fagon identique
et indépendante, donc X suit la loi binomiale de
paramétresn=100etp =0,2.

2.a=40.

3.b=60.

4. Unintervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence
du «rouge » dans un échantillon de taille 100 est

40 607 .
[W' m}, 50t [0,4: 0,6].

POUR §’ ENTRAINER

EH On répéte 5 fois de suite la méme expérience de
facon indépendante puisque la carte est remise dans
le jeu. X compte le nombre d'as obtenu, donc, pour
chaque expérience, on appelle succes « obtenirunas »;

; X suit la loi binomiale

N 4 1
de parameétres n=5 et P=55=13"
I Apres chaque tirage, on ne remet pas le bonbon
dans la boite, donc les expériences ne sont pas
indépendantes entre elles: X ne suit pas une loi

binomiale.

la probabilité du succes est — 5

EEA Les tirages de trois fruits dans le panier sont
simultanés et non pas successifs avec remise, donc on
n’est pas dans les conditions d’'un schéma de Bernoulli:
X ne suit pas une loi binomiale.

EIJ L'expérience aléatoire « on lance un dé équilibré et
on regarde sila face numéro 2 sort » se répete 10 fois de
facon identique etindépendante. De plus, la probabilité

d’obtenir le 2 a chaque lancé est 5 donc X suit la loi
binomiale de paramétres n=10 et p= % .

EEX 1. Si X suit une loi binomiale, alors X ne suit pas
une loi de Bernoulli.



2, Réciproquement, si X suit une loi de Bernoulli
de paramétre p, alors X suit une loi binomiale de
parameétres n=1 et p.

X La proposition est fausse car si X suit la loi binomiale
de parameétres n=5 et p=0,3, alorslesvaleurs prises
par Xsont0,1,2,3,4et5.

Xl Les tirages se font sans remise, donc les expériences
ne sont pas indépendantes: la proposition est fausse.

X2 1. La probabilité de tirer un jeton noir de la boite
10 1

est S0-5 = 0,2.

L'expérience aléatoire « on tire un jeton de la boite et
on regarde si le jeton est noir » se répéte deux fois de
facon identique etindépendante. De plus, la probabilité
d’obtenir un jeton noir a chaque tirage est 0,2, donc X
suit la loi binomiale de parameétres n=2 et p=0,2.

2.P(X=1)=2x0,2%x0,8=0,32; P(X=2)=0,22=0,04.

EE1 1. X suit |a loi binomiale de paramétres n=3 et
p=0,058.

2,P(X=0)=0,9423=0,836;

P(X=1)=3x0,058 x 0,9422 = 0,154.
3.PX=1)=1-P(X=0)=0,164.

EZ3 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 3
et p=0,45.
2.ll'y a trois chemins de I'arbre qui permettent d'obtenir
deux succes, donc P(X = 2) = 0,334.
3.PX<2)=1-P(X=3)=0,909.
EH 1. X suit la loi binomiale de paramétres n =4 et
p=0,05.
2. La probabilité d'avoir trois résistances défectueuses
est P(X=3)=4x0,053x0,95=0,000475.
3. La probabilité d'avoir au moins trois résistances
défectueuses est:
P(X = 3)=P(X=3) + P(X=4) =0,000 475 + 0,05%

=~ 0,000 481.

EX 1. X suit la loi binomiale de paramétres n=3 et
p=0,45, donc la proposition est fausse puisque n n'est
pas égal a 200.
2, La proposition est vraie car:

P(X=1)=3x0,45x 0,552~ 0,408.

16 16 16 16
mllfautcalculer( O)et( 1)etnonpas( 7) et( 9).
15 _ . (200) _ 40\ 40\ _
()= (o) =1 (5) = (1) =20

(51 (51

15 20 30
m(4)=1365; (6) =38760; (10) =30045015;

50 100
(8)=536878650; ( 3 ):161 700.

12 18 30
m(s) =924 ; (3) =816; (10) =30045015 ;

40 85
( 8) =76904685; ( ) =437353560.

6
EX 1. Algorithme

Variable
N
Entrée
Saisir N
Initialisation
K prend la valeur 0
Traitement
Tantque K< N
Afficher K
Afficher N combinaison K
Pause
K prend la valeur K + 1
Fin Tant Que
Sortie
En cours de traitement

2. Programmation sur calculatrice:

Tl CASIO
PROGRAM: COEFEBIN || F==755C0EFBIN ======
et e
;ll.“'_‘lilE" k=M While KzHe
. DIEP n n

VEOEFF. =" e
HEK.

: 5 K,
tDizFp "COEF":H C
ombinaizon K

= K+1ska
tPause WhileEndsa
T+

Encll

[ On construit les huit premiéres lignes du triangle
de Pascal, puis on obtient:

(G=sm ()= (=3 () == ()

[EZ1 1. On construit les six premiéres lignes du triangle
de Pascal. ]

111
112

11331
114|641
1T[5]|10(105]|1

2. La somme des termes de chaque ligne est 1, 2, 4,
8, 16, 32. On remarque que lI'on obtient la suite des
puissances de 2.

3. La somme des coefficients binomiaux, pour un
nombre n fixé de répétitions d'une épreuve de Bernoullj,
estégale a2, puisqu’ily a 2" chemins possibles sur un
arbre de n étapes modélisant un schéma de Bernoulli.
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n+1
E. (k . 1) est le nombre de chemins réalisant

k + 1 succés pour n + 1 répétitions d’'une épreuve de
Bernoulli.
Soitilya k succés pour les n premieres épreuves, puis un

succés a la derniére épreuve: cela donne chemins,

k
soitily a k+ 1 succes pour les n premieres épreuves
et un échec a lan + 1™ épreuve: cela donne (k Z 1)
chemins.
Ainsi: (n) +( n ) =(n+1) .

k k+1 k+1
2, On applique cette formule successivement
pour n=9, puisn=8, n=7, jusqu'a n=k...

(k1f1)= (Z)+(kf1)=(z)+(i)+(kf1)
el el (el L5

ce qui donne bien la formule demandée puisque
k+n  rky _ 1

(ke =(i) =1

[EZ3 Vrai: un coefficient binomial est toujours un entier.

[EEA La proposition est fausse car le membre de gauche
de I'égalité vaut 2n + 2 et non pas 2n.

EJ1.Px=5)=0,175; P(X=10)=0,002.
2.P(X < 8)=~0,990; P(X>5)=1-PXX < 4)=~0,370.

EX1.P(X=27)=0,236; P(X=27)=1-P(X<26)=0,647.
2. P21 = X< 25)=P(X = 25)-P(X=20)=0,175.
P(X>24)=1-P(X=<24)=0,927.

P22 <X=<29)=P(X=29)-P(X=<22)=0,95.

[EXA 1. X suit la loi binomiale de paramétres n =4 et
p=0,6.

2. La probabilité qu'aucune des quatre perles choisies
ne soit argentée est P(X=0)=0,0256.

3. La probabilité qu'il y ait exactement deux perles
argentées parmiles perles choisies est P(X=2)=0,3456.

[EX1 1. X suit la loi binomiale de paramétres n=4 et
p=0,6.

2.P(X=0)=0,0256.

3.P(X=2)=0,3456.

EXX 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 10
et p=0,3.

2. La probabilité que deux enfants exactement aient
une réaction forte est P(X=2) =0,233.

3. La probabilité qu’au moins un des enfants aient
une réaction forte est P(X=1)=1-P(X=0)=0,972.

I3 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 200
et p=0,02.

2. La probabilité que quatre controles soient positifs
est P(X=4)=0,197.
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3. La probabilité qu’au moins deux contréles soient
positifs est PX=2)=1-P(X=<1)=0911.
IEEX 1. X suit la loi binomiale de paramétres n=10 et
1
p= 4
2. La probabilité que le candidat soit sélectionné est
PX=8)=1-P(X=<7)=0,0004.
EZ 1. Faux: P(X=0)=(1-p)'°.
2, Faux, car le nombre de chemins comportant 4 succés
sur 10 est égal a 210 et pasa 4 donc:
P(X =4)=210p* (1 - p)e.

EFEX) =10 et o) =3.
3 1. L'expérience aléatoire associée a un tirage
de loterie se répéte 10 fois de facon identique
et indépendante, donc X suit la loi binomiale de
paramétres n=10 et p=0,1.
2. Les valeurs P(X = k) sont arrondies au millieme.

k 0 1 2 3 4 5
P(X=k)| 0,349 | 0,387 | 0,194 | 0,057 | 0,011 | 0,001

La valeur la plus probable est 1.

3.E(X)=10x 0,1 =1. Ceci signifie que, sil'on répéte un
trés grand nombre de fois cette épreuve, on obtiendra
en moyenne une fois le 7 sur 10 jeux de loterie.

IEZA La variable aléatoire X suit la loi binomiale de

paramétres n=50 et p=0,02.

1. La probabilité qu’exactement deux composants

achetés soient défectueux est P(X = 2) = 0,186.

2. La probabilité qu’au moins un des composants

achetés soit défectueux est:
PX=1)=1-PX=0)=0,636.

3. Le nombre moyen de composants défectueux par

lotest E(X)=50x0,02=1.

IEE1 1. Représentation graphique.

0,30

0,25
0,20 1
0,15 1
0,10 1

0,05 1

0 o

0 1 2 3 4 5 6 7 8
2.0n remarque que le diagramme tracé est symétrique
par rapport a la droite d’équation x=0,5.
3. La probabilité P(X = k) est maximale pour k=4. Elle
vaut 0,273 a 1073 prés.



IEZ) 1. Représentation graphique.
0,30

0,25

0,20

0,15 1

0,10 1

0,05 1

=

00123456789101112
2. La probabilité P(X = k) est maximale pour k=3. Elle
vaut 0,231 a 1073 prés.

El1.Px=0=01-p?; PX=1)=2xp(l -p);
PX=2) = p? 1
2.(1-p)2>2p(1-p) équivauta 1-p>2p, soitp<§.

2p(1 - p) > p? équivauta 2(1-p) >p, soitp < %

(1-p)2>p? équivauta 1-2p >0, soit p < %
Ainsi, la valeur maximale est obtenue pour k=0 sipest

comprisentre O et ;elle est obtenue pour k=1 sip

3
1

est compris entre - 3 et 2 etpour k=2 sipestcompris

entre % et1.

[l puisque E(Y) = np et V(Y)=npq, onaici

np =15 et npg = ——. On en déduit g = —, d'ou

p= % etainsin= 20.
D'ouP(Y>1)=1-PY<1)=1.
PR<Y<19)=P(Y=18)-P(Y<12)=0,976.

EZ11.a. X, suit la loi binomiale de paramétres n et 0,1.

b. E(X,)) = 01n et V(X,)=0,1%x0,9xn=0,09n.

(n)—f EX,)=0,1; V(F)=iV(Xn)=O’09.
n n

2
La variable aléatoire F, représente la fréquence du 0
dans un numéro de n chiffres.

[EE2 Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
moteurs qui cassent au cours d’'un Grand Prix: X suit la
loi binomiale de paramétres n=16 et p=0,2.

1. La probabilité que les 16 moteurs soient bons est
P(X=0)=0,028.

2. La probabilité que deux moteurs cassent est
P(X=2)=0,211.

3. La probabilité qu’au moins un des moteurs casse est
PX=1)=1-P(X=0)=0,972.

4. Le nombre moyen de moteurs cassés est voisin de
E(X)=3,2.

[EZ1 1. Algorithme

Variables

N, P, I J

Entrée

Saisir N, P, I, J

Initialisation

S prend la valeur 0

Traitement

Pour K variantde | a J
| S prend la valeur S + loi binomiale (N, P, K)

Fin Pour

Sortie

Afficher S

2. Programmes sur calculatrices:

TI CASIO
FEOGRAM: SOMFROEI || 1= f§=SDMPRUBI======
tBromet M.P-T. T || RHZLZIHE
TEST WELS3EE

SFar K. 1,00
$S+bhinomFdriH.Fa
K345

tEnd
i0iz=F S

IIJ_IIQ_)J{J
B+54
For I+K Ta J¢

E;BinominalPD(K,N,P)é
Mext.«

3.En utilisant ce programme avec n=20, p=04, i=8
et j=11, ontrouve $=0,52758.

Edsi £ =
soit np=1-p, soit p(n+1)=1, soitencore p=
L'affirmation est donc vraie.

Remarque: on considere dans ce calcul que n et p ne
sont pas nuls, ce qui est évidemment le cas pour toute
loi binomiale

Eivn)—

I'affirmation est fausse (sauf danslecasn=1).

o(X), alors np=4npq, soit n?p2=npq,
1
n+1°

(X)——x01x09xn—009:
n? n

&2 On introduit la variable aléatoire X égale au
nombre d'appels téléphoniques destinés au poste
A: I'expérience aléatoire « I'appel téléphonique est
destiné au poste A » se répeéte n fois de fagcon identique
et indépendante, donc X suit la loi binomiale de
paramétresn=10 et p=0,2.

1. P(X=4)=0,088 (a 0,001 prés).
2.PX=1)=1-P(X=0)=0,893 (a 0,001 pres).

[EE1 Soit X la variable aléatoire associée au nombre
de personnes choisissant un turbot au cidre parmi
quatre clients: X suit la loi binomiale de parametres
n=4 et p=04.

La probabilité cherchée est P(X=2)=0,3456.

[EZ1 Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
d’étudiants sachant jouer d'un instrument de musique
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dans un groupe de 15 étudiants: X suit la loi binomiale
de paramétres n=15 et p=04.
La probabilité cherchée est P(X=8)=0,118.

I 1. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de «Pile » sur quatre lancers d’une piece: X suit la loi
binomiale de paramétres n=4 et p=0,5.

La probabilité d’obtenir un nombre impair de « Pile »
est P(X=1)+P(X=3)=0,5.

2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de «Pile » sur cinq lancers d’'une piece: X suit la loi
binomiale de paramétres n=5 et p=0,5.

La probabilité d’obtenir un nombre impair de « Pile »
est PX=1)+P(X=3)+P(X=5)=0,5.

I3 Soit X la variable aléatoire associée au nombre de
défaillances de I'alternateur sur 100 démarrages de
celui-ci: X suit la loi binomiale de paramétres n= 100
et p=0,001.

La probabilité cherchée est P(X=1)=0,091.

I3 1. Soit X la variable aléatoire égale au nombre
d’éleves pratiquant un instrument a cordes parmi n
éléves: X suit la loi binomiale de paramétresnet p=0,6.
pr=PX=1)=1-PX=0)=1-0,4".

2.p,= 0,999 équivauta 0,4" < 0,001.

La calculatrice fournit 0,47=0,0016 et 0,43=0,0007.
Le plus petit entier n cherché est donc 8.

23 1. Soit X la variable aléatoire égale au nombre
d’oscilloscopes ayant une durée de vie supérieure a
10 ans parmi 15 appareils: X suit la loi binomiale de
paramétres n=15 et p=0,286.

On chercheici P(X=1)=1-P(X=0)=0,994.

2. Dans ce cas, n estinconnu, et P(X = 1)=1-0,714".
On cherche n tel que 1 - 0,714"” = 0,999, soit
0,714" < 0,001.

Puisque 0,71420=0,0012 et 0,7142'=0,0008, onen
déduit que I'établissement devrait acheter au moins
21 oscilloscopes.

I soit X la variable aléatoire associée au nombre de
réponses justes sur les quatre questions: X suit la loi
binomiale de paramétres n=4 et p=0,25.

La probabilité cherchée est P(X =3) = 0,047.

A 1. La probabilité de cet événement est % = %

2. a. X suit la loi binomiale de parametres n =5 et

b. L;(p))%obabilité cherchée est P(X=3)=0,303.

22 sSoit X la variable aléatoire égale au nombre de
parties gagnées par B. Alors, X suit la loi binomiale de
paramétres n (nombre de parties) et 0,4.

1.Ici, n=3: P(E)=P(X=2)=1-P(X<1)=1-0,648=0,352:
cette affirmation est fausse.
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2.lci, n=5: PE)=PX=3)=1-PX=<2)=0,317 a

1073 prés: cette affirmation est vraie.

EEA D'aprés le tableau: a =35 et b=55.

E2 1. Valeurs de P(X < k) arrondies au millieme.
k 14 15 16 17 18

P(X=k)| 0,004 | 0,012 | 0,029 | 0,062 | 0,111

2.0n trouve avec le tableau: a=16.

EZN 1. On trouve P(X < 44)=~0,00325 et

P(X < 45) = 0,00635, donc le plus petit entier a tel que
P(X < a) > 0,005 est a=45.

2.0ntrouve P(X=<65)=0,99207 et P(X=<66)=0,99638,
donc e plus petit entier b tel que P(X<b)=0,995 est
b=66.

[EZ3 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 100
et p=0,39.

2.a.D’apres le tableau: a = 30.

b. b =49.

3. Unintervalle de fluctuation a 95 % de la proportion
de francais diplomés du supérieur agées de 25a 34 ans
est [0,3;0,49].

EZX 1. X suit 1a loi binomiale de paramétres n = 200
et p=0,20.

2.a=29 et b=51.

3. Unintervalle de fluctuation a 95 % de la proportion
des personnes utilisant chaque jour les transports en
commun est [0,145; 0,255].

EZY Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
pieces défectueuses dans les caisses de 100 piéces.

X suit la loi binomiale de paramétres n = 100 et
p =0,04.

Le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est8.
Le plus petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est 23.
Un intervalle de fluctuation a 95 % de la proportion de
piéces défectueuses dans les échantillons de 100 piéces
est [0,08;0,23].

Al On considére la variable aléatoire X comptant le
nombre de commandes sur 300 appels; X suit la loi
binomiale de paramétres n=300 et p=0,28.

P(X = 68) = 0,021 et P(X =< 69) = 0,029, donc le plus
petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est 69.
P(X=<98)=0,967 et P(X<99)=0,9755, donc leplus
petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est 99.

Un intervalle de fluctuation a 95 % de la proportion
de commandes faites sur 300 appels est [0,23; 0,33].

EA 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 200
et p=—.
2.a.0=22.



b. b =46.
3. Un intervalle de fluctuation au seuil de risque 2 %
de lafréquence du 6 quand on lance 200 fois un dé est

22 . 46 | it [0,11;0,23].
200 ' 200

EZ2 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 100
et p=0,3.

2.a0=23.

3. On détermine le plus petit entier b tel que
P(X=<b)=0,95, d'ou b=38.

Un intervalle de fluctuation a 90 % de la fréquence
des fumeurs dans un échantillon de taille 100 de cette
population est [0,23; 0,38].

[EZ3 On consideére la variable aléatoire X comptant le
nombre de foyers possédant au moins un chien dans
les échantillons de taille 200; X suit la loi binomiale de
parameétres n=200 et p=0,25.

P(X < 34) = 0,004 3 et P(X < 35) = 0,007 2, donc le
plus petit entier atel que P(X<a) > 0,005 est a=35.
P(X < 65) = 0,993 2 et P(X < 66) = 0,995 6, donc le
plus petit entier b tel que P(X<b) = 0,995 estb=66.
Un intervalle de fluctuation a 99 % de la fréquence
des foyers possédant au moins un chien dans les
échantillons de taille 200 est [0,175; 0,330].

EZ1 Une erreur s'’est glissée dans la correction: la

6 21

proportion de gauchers est [m; m] (soit

100 / 100

[ED Affirmation vraie. En effet:
P(X < 62) = 0,020 4 et P(X < 63) = 0,03 donc le plus
petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est a=63.

[0,06;0,21]), et non pas [ L. ]

P(X < 86) = 0,970 et P(X < 87) = 0,980 donc le plus
petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est b=87.

a 63 b 87
ﬁ_ﬁ 0,42 et — 150 ﬁ_0'58

Donc l'intervalle de fluctuation a 95 % de la proportion
de « Face » obtenus quand on lance 150 fois de suite
un dé bien équilibré est bien [0,42;0,58]

EZN 1. L'expérience aléatoire « la piece de monnaie
présente la face « Pile » » se répéte 144 fois de facon
identique et indépendante, donc X suit la loi binomiale
de paramétre n=144 et p=0,5.

2.a.a0=060.

b.b=284.

3. Régle de décision: soit fla proportion de « Pile » dans

60 84
I'échantillon.Si f& [144 144],
p=0,5au seuil 5%, sinon on ne la rejette pas.

onrejette I'hypothese

61
~ 722 " ‘appartient pas a l'intervalle ci-dessus, doncon
ne rejette pas au seuil de risque 5 % I'’hypothése selon
laquelle la piece est truquée.

23 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 60
et p=0,8.

2. P(X < 41) = 0,022 et P(X < 42) = 0,043, donc le
plus petit entier atel que P(X<a) > 0,025 est a=42.
P(X=<53) = 0,969 et P(X=54)~= 0,988, doncle plus
petit entier b tel que P(X < b) < 0,975 est b=54.
Un intervalle de fluctuation au coefficient 0,95 est

42 5
[60 60] soit [0,7;0,9].

3. Régle de décision: soit fla proportion de chemises
sans défaut dans un échantillon de taille 60.

Si f&[0,7;0,9], onrejette 'hypothése p=0,8 au
seuil de risque 5 %, sinon on ne la rejette pas.

4, Sur 60 chemises, 40 n’ont pas de défaut, donc, sur

; Hlon- f= 20 _2
cet échantillon: f= 50 -3

% n'appartient pas a l'intervalle [0,7; 0,9], donc on

rejette au seuil derisque 5 % I'hypothése selon laquelle
p=0,8, c'est-a-dire I'hypothese selon laquelle la chaine
est bien réglée.

EE2 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 100
et p=0,52.

2. P(X < 41) = 0,018 et P(X < 42) = 0,029, donc le
plus petit entier atel que P(X<a)> 0,025 est a=42.
P(X <61) = 0,972 et P(X=<62)= 0,983, doncle plus
petit entier b tel que P(X<b) = 0,975 est b=62.

3. Soit fla proportion d’électeurs favorables a monsieur
Zazor dans I'échantillon. Si f & [0,42; 0,62], on rejette
I'hypothése p = 0,52 au seuil 5%, sinon on ne la
rejette pas.

4.Dans I'échantillon: f=0,43. Puisque 0,43 appartient
al'intervalle [0,42;0,62], on accepte au seuil de risque
5% I'hypothese p = 0,52 ; on peut considérer, au
seuil de risque 5 %, I'affirmation de monsieur Zazor
comme exacte.

EZ3 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 250
et p=0,18.

2. On cherche le plus petit entier a tel que
P(X=<a)> 0,01 etle plus petit entier b tel que
P(X=<b)=0,99; ontrouve a=3 et b=60.

3. Soit f la proportion de personnes regardant la
31 . 60
250 ' 250
rejette I'hypothése p = 0,18 au seuil de risque 2 %,

sinon on ne la rejette pas.

télévision dans I'échantillon. Si f &
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61 < .
4. 350 n‘appartient pas a l'intervalle ci-dessus, donc

on rejette au seuil de risque 2 % I'hypothése selon
laquelle la fréquence des personnes regardant la
télévision est 0,18; cela signifie que les modifications
ont changé l'audience de I'émission.

EH 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 81
et p=0,8.
2.P(X=<56)=0,0135 et P(X=<57)=0,0251, doncle
plus petit entier atel que P(X<a) > 0,025est a=57.
P(X<71)=0,974 et P(X<72)= 0,988, doncleplus
petit entier b tel que P(X < b)= 0,975 est b=72.
Regle de décision: soit f la proportion de souris
décédées dans un échantillon de taille 81.

. 57 72
Si f& [a P81
seuil de risque 5 %, sinon on ne la rejette pas.

], on rejette 'hypothése p=0,8 au

3. Dans I'échantillon: f= %

< 57 72 . . .
pasalintervalle 31 ; FYl ,on rejette au seuil de risque

5% I'nypothése p=0,8; faite surle pourcentage de
mortalité des souris.

. Puisque f n’appartient

E3 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 50
et p=0,02.

2, On cherche le plus petit entier a tel que
P(X =< a) > 0,025 et le plus petit entier b tel que
P(X=<b)=0,975;0ontrouve a=0 et b=3.

3. Soit fla proportion de sportifs déclarés positifs dans

,, . . 0.3
|'échantillon.Si f& =0 3ol
p=0,02 auseuil 5% sinon, on ne la rejette pas.

on rejette I'hypotheése

2 s . .
4, ) appartient al'intervalle ci-dessus, donc on ne rejette

pas au seuil de risque 5 % I'hypothése selon laquelle la
fréquence des sportifs déclarés positifs est 0,02.

EZA sSoit X la variable aléatoire égale au nombre
d'allumettes défectueuses dans un échantillon de
taille 100: X suit la loi binomiale de parametres n=100
et p=0,04.

P(X = 0) = 0,017, donc le plus petit entier a tel que
P(X=<a) > 0,005 est a=0.

P(X<9) = 0,993 et P(X=< 10) = 0,998, donc le plus
petit entier b tel que P(X<b)=0,995 est b=10.
Regle de décision: soit f la proportion d'allumettes
défectueuses dans un échantillon de taille 100.

Si f&[0;0,1], onrejette I'hypothése p=0,04 auseuil

derisque 1 %, sinon on ne la rejette pas.
11

100 ~

f n'appartient pas a l'intervalle [0; 0,1], on rejette au

seuil derisque 1 % I'hypothése p=0,04: le processus

Dans I'échantillon concerné: f= 0,11.Puisque
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de fabrication des allumettes est donc a remettre en
cause au seuil 1 %.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
garcons nés dans un échantillon de 242 naissances: sous
I'hypothése qu'il nait autant de gargons que de filles, X
suit la loi binomiale de parametres n=242et p=0,5.
P(X < 107) = 0,041 et P(X < 108) = 0,054, donc le
plus petit entier atel que P(X<a)> 0,05 est a=108.
P(X < 133) = 0,946 et P(X < 134) = 0,959, donc le
plus petit entier btel que P(X<b)=0,95 est b=134.
Regle de décision: soit f la- proportion de garcons nés
dans un échantillon de 242 naissances.

Si fe&t [108 . Ei] on rejette 'hypothese p=0,5 au

242" 242
seuil de risque 10 %, sinon on ne la rejette pas.
Dans I'échantillon concerné: f = 12‘% Puisque
f appartient a l'intervalle L8 ; 133 , on peut
242 242

accepter au seuil de risque 10 % I'hypothése p =0,5
selon laquelle il nait autant de filles que de garcons

dans la commune.

ggg =0,456, donc 0,456 appartient a l'intervalle

de fluctuation a 95 %, donc on accepte I'hypothese
selon laquelle cet échantillon est représentatif de la
population francaise. L'affirmation est vraie.

[EXN Au seuil de risque 2 %, I'intervalle de fluctuation a
une amplitude plus grande que celui calculé au seuil
derisque 5 %:dong, sion accepte I'hypothese au seuil
derisque 5 %, on l'accepte aussi au seuil de risque 2 %.
L'affirmation est vraie.

EXN 1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 10

et p=0,3.

2. La probabilité cherchée est P(X =5) = 0,103.

3. La probabilité cherchée est :
PX=1)=1-PX=0)=0,972.

EZA soit X la variable aléatoire donnant le nombre

de personnes présentes a une réunion parmi les

9 personnes du comité: X suit la loi binomiale de

paramétres n=9 et p=0,5.

P(A) = P(X=9) = 0,002.

PB)=PX>2)=1-P(X=<2)=0910.

P(Q)=PX=5)=1-PX=<4)=0,5.

EE 1. Soit X la variable aléatoire égale au nombre

de filles dans les familles de trois enfants: X suit la loi

binomiale de paramétres n=3 et p=0,5.

Soit A I'événement « les filles sont plus nombreuses

que les garcons ».

P(A)=P(X=2)=1-P(X<1)=0,5.



2, Dans une famille de cing enfants, la variable aléatoire
considérée suit la loi binomiale de paramétres n=5
et p=0,5.

Onaalors P(A)=P(X=3)=1-P(X=<2)=0,5.

Dans une famille de six enfants, la variable aléatoire
considérée suit la loi binomiale de paramétres n=6
et p=0,5.

Onaalors P(A)=P(X=4)=1-P(X=<3)=0,344.

[EZ3 sSoit X la variable aléatoire égale au nombre de

pieces défectueuses dans un lot de 20 piéces: X suit

la loi binomiale de paramétres n=20 et p=0,02.

1. La probabilité cherchée est P(X = 3) = 0,006.

2. La probabilité cherchée est:
P(X=3)=1-P(X=<2)=0,007.

3. La probabilité cherchée est P(X < 1) = 0,940.

EE On consideére la variable aléatoire X comptant le
nombre de francais possédant un téléviseur dans les
échantillons de taille 100; X suit la loi binomiale de
parameétres n=100 et p=0,90.

P(X=<83) = 0,021 et P(X =< 84)=0,040, donc le plus
petit entier a tel que P(X < a)> 0,025 est a=84.
P(X=<94) = 0,942 et P(X=<95)=0,976, donc le plus
petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est b=95.
Unintervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence des
francais possédant un téléviseur dans les échantillons
de taille 100 est [0,84; 0,95].

POUR FAIRE LE POINT

Oc 05 Oc OB O
OB; OB; QD; @C; mB.

E&1.a. Ysuit la loi binomiale de paramétres 10 et 0,05.
b. La probabilité que, dansunlotde 10, il n'y ait aucune
bonbonne non conforme est P(Y =0)=0,95'°, c'est-
a-dire environ 0,599.

¢. La probabilité que, dans un lot de 10, il y ait au plus
deux bonbonnes non conformes est P(Y < 2) = 0,988.
2. a.Zsuit la loi binomiale de parametres 100 et 0,05.
Son espérance mathématique est 100 x 0,05 = 5.
b.On calcule P(Z=5)=1-P(Z=<4)=1-0,436, soit
P(Z = 5) = 0,564.

Il'y a donc plus d'une chance sur deux que, parmi ces
cent bonbonnes, il y ait au moins cinq bonbonnes
non conformes. L'affirmation de I'association de
consommateurs est bien fondée.

EZ2 A. 1. Réponse a (Q1): la probabilité est celle de
tirer une graine différente de A dans le bon sac, c'est-
a-dire 3 , soit 0,75.

Réponse a (Q2): la probabilité est celle de tirer une
graine A dans le mauvais sac, c'est-a-dire % , soit environ

0,167.
2, a. Réponse a (Q1): la probabilité est celle de tirer
deux ?raines différentes de A dans le bon sac, c’est-a-

(3¢9 .
dire Z) =716 soit environ 0,562.

Réponse a (Q2): la probabilité est celle de tirer au

moins yne graine A dans le mauvais sac, c'est-a-dire
5 25

1- 5l = 1- 36 = % , soitenviron 0,306.

b. Le vendeury gagne avec cette méthode par rapport a
la premiére méthode, car la probabilité de ne pas vendre
alors que c’est le bon sac (risque du vendeur) a baissé.
L'acheteur y perd avec cette méthode par rapport
a la premiére méthode, car la probabilité de vendre
alors que c’est le mauvais sac (risque de I'acheteur) a
augmenté.

3. a. Réponse a (Q1): la probabilité est celle de tirer
trois grai?es différentes de A dans le bon sac, c’est-a-
dire (%) =6a soit environ 0,422.

Réponse a (Q2): la probabilité est celle de tirer au
moins gne graine A dans le mauvais sac, c'est-a-dire
1- (%) =1- % & % soit environ 0,421.

b. Avec cette méthode, les risques pris par le vendeur
et par I'acheteur sont importants, mais similaires.

B. 1. Réponse a (Q1):la probabilité est celle de ne pas
tirer deLéx graines de type A dans le bon sac, c'est-a-dire

1

1- (Z = ﬁ ’
Réponse (Q2): la probabilité est celle de tirer deux
graiznes de type A dans le mauvais sac, c’est-a-dire

1

1 . .
5l =36 soit environ 0,028.

Ce test est une trés bonne affaire pour I'acheteur caril a
seulement 3 % de chance de tomber sur le mauvais sac.
2. a. X suit une loi binomiale de parametres 4 et p,
ou p est la probabilité de tirer une graine de type A

soit environ 0,937.

(p= % sic'estlebonsacet p= % si c'est le mauvais
sac).

b. Réponse a (Q1):la probabilité cherchée est P(X < 2),
avec X—B (4, % ,soit P(X<2)=P(X=<1)~0,738.
Réponse a (Q2): la probabilité cherchée est P(X = 2),
avec X—B |4, % , soit
PX=2=1-PX<1)=0,132.

c. Avec cette méthode, c'est 'acheteur qui est gagnant,
etil I'est trés largement!
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[EX 1. X suit la loi binomiale de paramétres n et 0,05.
2, La probabilité qu’aucune analyse ne révéle I'allergie
aAest P(X=0)=0,95"9=0,60.

La probabilité qu’au moins deux analyses révélent
l'allergiea Aest P(X=2) =1-P(X=<1)=0,09.

3. Soit Y la variable aléatoire associée au nombre
d’allergies au médicament B révélées dans un
échantillon de taille 100. Alors, Y suit la loi binomiale
de paramétres 100 et 0,4.

Le plus petit entier a tel que P(Y <a) > 0,025 est 31,
car P(X=<30)=0,0247 et P(X=<31)=0,0398.

Le plus petit entier b tel que P(Y = b) = 0,975 est 50,
car P(Y=<49)=0,9729 et P(Y=<50)=0,983 2.

Ainsi, un intervalle de fluctuation de la proportion de
personnes allergiques a B dans un échantillon de taille
100 au seuil derisque 0,05 est [0,31;0,50] : puisque 0,31
appartient a cetintervalle, on peut conclure, au seuil de
risque 5 %, que cet échantillon est bien représentatif de
la population pour I'allergie au médicament B.

Ed1.a. Lg probabilité de tirer une boule blanche est
égalea T+b-
L'expérience aléatoire consistant a tirer une boule
dans l'urne se répete n fois de facon identique et
indépendante (puisque le tirage est avec remise), donc
la variable aléatoire X qui compte le nombre de boules
blanches obtenues suit la loi binomiale de parametres
net p= a+b"

a b
a+b _a+b’
2.a.0na PX=3)+PX=2)+PX=1)+PX=0)=1,
C'est-a-dire p3+3p2q +3pg>+q>=1.
b. On remplace p et g par leurs valeurs:

a | 3 a V b 3 a
a+b) *la+b] *a+bta+0b
b \? b\
(m) +(a+b) =1
D'oU a3+ 3a%b +3ab%2+ b3 =(a+b)3.
2.a.0na PX=n)+PX=n-1)+...+PX=1)+PX=0)=

no/n
soit kE (k) prgrk=1.
=0

b. On remplace p et g par leurs valeurs en fonction

deaetb: ) )
S (les] (a5
=1,
kzo(k a+b/ \a+b
ak bn—k
soit E( ) a+b) (a+bn-k

n akbn+k B L . n n ek
k%(k) G+ br =1 etainsi (a+b)"= kzo(k)a bk,

¢. Pour n =2, on retrouve l'identité remarquable:
(a+b)2=a?+2ab+ b2

b.g=1-p=1-

1, ce qui s'écrit:
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d. Pour n=4, on obtient:
(a + b)*=a*+ 4a3b + 6a% b2 + 4ab3 + b*.
Pour n =5, on obtient:
(a+b)>=a®+5a*b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab* + b°.

5
H1.a.95= %) x 0,237.
1 3. 1_3
b.ps(1)= 4 =0,25; ps(2)= 3 x 5 =7 =0,1875;
3 1 9
p5(3)— (Z) X Z = a ~0,141 ;
3 1 27
a=[3] 1 ~0,105;
s =17] x73 =356
31 1 81
p5(5)— Z XZ —m ~0,079
2.a.q,=0,75".
p,(1)=0,25; p,(2)=0,75x0,25=0,1875;
pnk) =0,751% 0,25 ; p,(n)=0,75""x 0,25.

b. Loi de probabilité de X:
X; -M 0 M
P(X=x;)| 0,75" | 1-0,25-0,75"| 0,25

Espérance mathématique de X :

E(X) =-0,75"M + 0,25M = (0,25 - 0,75")M.
c. E(X) > 0 équivauta 0,75" < 0,25.
Avec la calculatrice, on obtient E(X) <0 pour n<4, et
E(X) > 0 pourn = 5(car0,75*~ 0,316 et 0,75° = 0,237).
Le joueur va étre gagnant en moyenne dés que le
nombre d’essais est au moins de 5.

ELE 1. Pour le premier traitement, on introduit la variable
aléatoire X égale au nombre de cancers spontanés dans
les échantillons de 100 souris: X suit la loi binomiale de
paramétres 100 et 0,2. Avec cette loi, on détermine un
intervalle de fluctuation de la proportion de cancers
spontanés dans les échantillons de taille 100, au seuil
derisque 5% :1=1[0,12;0,28].

2, Pour le second traitement, on introduit la variable
aléatoire Y égale au nombre de cancers spontanés dans
les échantillons de 200 souris: Y suit |a loi binomiale de
paramétres 200 et 0,2. Avec cette loi, on détermine un
intervalle de fluctuation de la proportion de cancers
spontanés dans les échantillons de taille 200, au seuil
derisque 5 %:I'=1[0,145;0,255].

3. Pour le troisieme traitement, on introduit la variable
aléatoire Z égale au nombre de cancers spontanés dans
les échantillons de 1000 souris: Z suit la loi binomiale
de parameétres 1000 et 0,2. Avec cette loi, on détermine
unintervalle de fluctuation de la proportion de cancers
spontanés dans les échantillons de taille 1000, au seuil
derisque 5%:1"=[0,176;0,225].

Apres ces trois traitements, la fréquence observée est
laméme: f=0,14. Cette fréquence appartient a |, mais



1"

pasal nil”.On en conclut que, au seuil de risque 5 %,
on rejette I'hypothése p=0,2 dans les deux derniers
traitements: ces deux derniers traitements peuvent
étre déclarés actifs au seuil de risque 5 %.

¥ 1. a. Le nombre de chemins distincts de cet arbre
est 2",
n

n n n

b.Lasomme + + +...4+ estlasomme
0 1 2 n

du nombre de chemins avec 0 succes, 1 succes, ...,

n succes: c'est la somme du nombre de chemins de

n n n n
I'arbre, donc (0) +(1) +(2) +...+(n) =2n,

2.a.Le nombre de chemins avec n succes de cet arbre
est (2”) .

n n n n n
b. Chacun des produits (O) x (n) , (1) X (n ~ 1) L

n . .
(k) x (n B k) représente un nombre de chemins

avec n succés dans un arbre formé de 2n expériences
de Bernoulli.

n n ) .
(0) X (n) représente le nombre de chemins avec

aucun succes sur les n premieres épreuves, suivi de n
succes lors des n dernieres.

1
un succes sur les n premieres épreuves, suivi de n — 1
succes lors des n dernieres.

n n ) .
( ) X (n 1) représente le nombre de chemins avec

(2) x (n T k) représente le nombre de chemins avec

k succes sur les n premieres épreuves, suivi de n - k
succes lors des n dernieres.
2

c(0)(, ") (51 o) e

de k comprise entre 0 et n.

Ainsi (8) x (Z) +(;’) x(n:) .
()=o) () <o)

est égal au nombre de chemins avec n succes dans
un arbre formé de 2n expériences de Bernoulli, c'est-
a-dire (Zn) .
n

ou () +(7) oo () 2) (%)

0 1 k n n
L= 1. a. Y suit la loi binomiale de paramétres n =30
et p=0,01.
b. La probabilité que le serveur connaisse au plus deux
jours de dysfonctionnements importants en un mois
est P(Y=<2)=0,997.
2. a. Zsuit la loi binomiale de paramétres n =365 et
p=0,01.

b. £(2) = 3,65 ; 0(2) = 1,90.

ELZ1 1. X suit la loi binomiale de paramétres 304 et 0,05.
2. Alaide de la calculatrice, on obtient P(X < 21) = 0,945
et P(X < 22) = 0,967.

Le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,95 est 22.

Puisque = 0,072, un intervalle de confiance a

22
304
95 % de la fréquence des mitigeurs ayant un mauvais
fonctionnement dans les échantillons de taille 304
est [0;0,072].

Cet intervalle de confiance est unilatéral a droite.

3. Regle de décision: soit f la fréquence de mitigeurs
ayant un mauvais fonctionnement dans un échantillon
de taille 304.

Si f<0,072, alorson accepte I'hypothese p=0,05 au
seuil de risque 5 %.

Si f> 0,072, onrefuse I'hypothése p=0,05 au seuil
de risque 5 %.

4.Pourcetéchantillon, f= 18

304
I'hypothese selon laquelle le pourcentage de mitigeurs

avec défaut est 0,05.

0,059.0nacceptedonc

105 1.X1suit la'loi binomiale de parametres n =100
et ‘p =5

2.Al'aide dela calculatrice, on obtient P(X=<57)=0,933
et P(X =< 58) = 0,956.

Le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,95 est 58.
3. Reégle de décision: soit n le nombre de succes
observés du magicien dans un échantillon de taille

100. Si n < 58, alors on accepte I'hypothése p = %
au seuil de risque 5 %, donc le magicien a répondu au
hasard, c’est un imposteur.

Si n = 58, on refuse I'hypothese p = % au seuil de

risque 5 %, donc on peut estimer avec ce risque que le
magicien n’est pas un imposteur.

4, Puisque le magicien a obtenu 64 succes sur
100 tentatives, on peut considérer, au seuil de risque
5 %, que ce n'est pas un imposteur.

X 1. X suit la loi binomiale de paramétres n et.#. On
aE(X)=nS.

2, En répétant un grand nombre de fois I'expérience
consistant a lancer aléatoirement un point dans le
carré OABC, on va compter le nombre de fois ol ce
point tombe dans le domaine &. Si on répéte n fois
cette expérience, et si on obtient m succeés, une valeur
approchée de & sera % .

3. Algorithme simulant n lancés d'un point sur le carré
et donnant en sortie une valeur approchée de %.
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Saisir n
a prend la valeur 0
Pouriallantde 1an
x prend la valeur random()
y prend la valeur random()
Siy<x?
Alors a prend la valeur a + 1
Fin Si
Fin Pour
Afficher 2

4. Programmation sur calculatrice:

La probabilité que les 13 groupes se présentent est
P(Y=13)=P,;= (%)13 ~0,18.
b. Loi de probabilité de R:

r; 0 2
P(R=r) 0,82 0,18

L'espérance mathématique de R est E(R) = 0,36.

c. Soit G la variable aléatoire donnant le gain de
I'association un jour donné.

Loi de probabilité de G:

—_
N

gi 0

Tl CASIO
PROGRAM: CARLO ======CARLO
iPromFt N Il'agﬁ#?-}w
A For- 1+1 To He
AT S Ran 5
H + a
Efi{?raéi?t%‘! If Yixea

Then }'ngndjﬂ-}ﬂe
Hextd

tA+1+A A+H«

tEnd

tEnd

:0i=sFr A-H

En faisant fonctionner ces programmes pour n =100,
puis pour n=300, onobtient une valeurapprochée de

- 1
&, voisine de 0,33 (la valeur exacte est 3 )
[IX1. a. La probabilité qu'un jour donné, les 12 groupes
12
inscrits soient tous présents est égale a (%) , soit

environ 0,201 (a 1073 prés) : cette probabilité est donc
comprise entre 0,20 et 0,21.

b. X suit la loi binomiale de paramétres n = 30
et p=0,20 (parrondiau centieme le plus proche).

« X =30 » est I'événement « les 12 groupes inscrits se
sont tous présentés lors des 30 jours d'un mois ».

« X =0 » est I'événement «il n'y a eu aucun jour du
mois ol les 12 groupes inscrits se sont tous présentés ».
P(X = 30) = 107" ; P(X = 0) = 0,001. Arrondies au
centieme le plus proche, ces deux probabilités sont
égales a .

L'espérance mathématique de X est E(X) = 6. Cela signifie
qu’en moyenne, sur un mois de 30 jours, il'y a 6 jours
ou les 12 groupes inscrits se présentent.

cS s7uit la loi binomiale de paramétres n=12 et
p=g-

P(S=11) = 0,35.

L'espérance mathématique de S est E(S) =10,5.

2. a. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de
groupes inscrits qui se présentent parmiles 13 groupes:
Y suit la loi binomiale de paramétres n=13 et p= % .
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1 13
PG=g) (g)

13y (7) 1)
ro=al (2)(5) (3]

gi 12

P(G=g)

13y 7/[1\"? 13\ (7\2( 1\
E(G)—Ox(g +‘X(1)§(§ +2x(2)(§) 1
1 % 12
13)(7\"'( 1 13\(7)° 1
2V 12 4P 7 1
" +”((11)(8) (8) * ‘3] ”2"(12)(8) “8
13 13y 7/1)12 13y (7121
=0x B +1x(1)§(§ 2x(2)(§) §)
woenx (B)Z)2Y
(11) g/ 8
12
13\(7 1
+12X(12)(§) X§+13P13—2P13
13k13 R
On en déduit E(G) = E sl g - 2P,
k=0
Ainsi, E(G)=E(Y)—2P13='|3x Z -0,36=11,015.

8
Le gain moyen pour I'association est de 11,015 crédits.

d. La décision du dirigeant est rentable pour
I'association, car le gain moyen est passé de 10,5 a
11,015 crédits.

LT 1. Les tirages possibles fournissent les points de
coordonnées suivantes : (0; 0), (0; 1), (0; 2), (1, 0),
(1;1),00;2),(2;0),(2;1),(2;2).

2. X prend lesvaleurs 0, 1,2,4,5et 8.

Loi de probabilité de X:

X; 0 1 2 4 5 8
1 2 1 2 2 1
PX=x) 5 | 9 | 53 | 35 | 9 |39




3. Le point M appartient au disque 9 si, et seulement

si, OM < 1,7, soit OM? < 2,89, c'est-a-dire x? + y? < 2,89

si on appelle (x; y) les coordonnées de M.

Donc, la probabilité que M appartienne au disque &

est PX=<2)= g

4. a. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de

points appartenant au disque 9 sur cinq tirages de

deux boules avec remise: Y suit la loi binomiale de

paramétres n=5 et p= 9

La probabilité que trois points exactement

appartiennent au disque & est P(Y =3) = 0,271.

b. La probabilité qu’au moins un de ces points

appartienne au disque 9 est:
P(Y=1)=1-P(Y=0)=0,947.

5. On note Z la variable aléatoire égale au nombre

de points appartenant au disque 9% sur n tirages de

deux boules avec remise: Z suit la loi binomiale de

paramétresnet p=49.

La probabilité qu’au moins un de ces points appartienne

au disque & est:

P(Z>1)=1—P(Z=o)=1—(g).

n
P(Z = 1) = 0,9999 équivaut a (%) < 0,0001.

9

16
(g) =~ 0,00008; donc le plus petit entier n tel que

P(Z = 1) soit supérieure ou égale a 0,9999 est 16.

15
La calculatrice fournit (é) ~0,00015 et

Q» Prises dW

I3 soit X la variable aléatoire associant, & chaque
épreuve de penaltys, le nombre de penaltys réussis:
X suit la loi binomiale de parameétres 5 et p.

Ainsi: Py =P(X=0)=(1-p)>.

P, =P(X=1)=5p(1 -p)~

P,=P(X=2)=10p%(1 - p)>.

P;=P(X=3)=10p3(1 - p)2

P,=P(X=4)=5p*1-p).

Ps=P(X=5)=p°.

On peut représenter les courbes représentatives de
ces fonctions sur calculatrice ou avec un logiciel, pour
p appartenant a [0; 1]: ceci permet de conjecturer les
différents cas possibles.

Py =Py =(1-p)*(1 - 6p), et ainsi Py > P, pour p < % .
Py=Py=(1-p)*(5p (1-p)-10p?) =5p(1 - p)*(1 - 3p),

donc P, > P, pourp < %

P, = P3=10p% (1 -p)*(1 - p-p)=10p*(1 - p)*(1 - 2p),
donc P, > P; pourp < % .

P3 = P4=5p3(1 - p)(2 (1 - p) - p) = 5p3(1 - p)(2 - 3p),
donc P; > P, pourp < 2

§ .
P, — Ps=p*5 (1 - p)-p)=p*(5-6p),donc P, > Ps
5
ourp < =.
pourp 6
D’ou les résultats:
mpris entr Oet 1l il 1
p compris entre ete | getz | zety
Nombre de penaltys
. 0 1 2
réussis le plus probable
compris entre 1 2l > t1
p comp 23 |36 | 6°
Nombre de penaltys
P 3 4 5
réussis le plus probable

Remarque:p est en général voisin de 0,75, donc le nombre
de penaltys réussis le plus probable est 4 (sauf si I'équipe
est tres entrainé a ce genre d'exercice, ou alors tres peu
entrainée...).
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EET] soit X la variable aléatoire qui, & chaque tirage de
n boules, associe le nombre de boules rouges tirées.

Alors, X suit la loi binomiale de paramétres n et % .
A est 'événement: « on n‘obtient que des boules bleues
ou que des boules rouges » donc A est la réunion des
événements «X=0» et «X=n ».1 ") :
Ainsi P(A)=P(X=0)+P(X=n)= (7) + (f) =

1 2) *\2
Dot P(A) =1~ 57

Onaaussi PB)=P(X=0)+PX=1)
BYRL R B AL S
5 + x2x P =
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n _ —
= w—ﬁ, ennotant u,=2"-n-3.

P(A)-PB)= =1~ =21

La suite (u,,) est croissante, car :
Up—Up,=2M1-n-1-3-2"4n+3=2"-1,et2"-1
est positif ou nul pour toute valeur de I'entier naturel n.
Pour n=2,P(A) - P(B) = - 1 , donc P(A) < P(B).
Pour n=3:u, = us, soitu,=2, donc u,>0.
Ainsi, P(A) - P(B) > 0 et P(A) > P(B).

En conclusion, A est I'événement le plus probable, sauf
dans le cas de deux tirages.

EEE] Soit p la proportion de postes de télévision de
mauvaise qualité. On appelle X la variable aléatoire
qui, a chaque échantillon de cing postes issus de la
chaine de fabrication, associe le nombre de postes de
mauvaise qualité.

Alors, X suit la loi binomiale de parametres n=5 et p.

PX=3)= (5] P2 (1 -p1= 10p%(1 ~pP.

Soit @ la fonction qui, a p élément de [0; 1] associe
@(p) = 10p3(1 - p)*

®(p) =10 (p* - 2p* + p3),

donc ¢'(p) =10 (5p* - 8p3 + 3p?) = 10p?(5p2 - 8p + 3).
D'ou @'(p) = 10p*(5p - 3)(p - 1).

On en déduit les variations de ¢ sur [0; 1]:

p 0 % 1
@’(p) | O + - 0
216

0 0

Ainsi, P(X = 3) est maximal pour p = 0,60 : il est donc
raisonnable d’estimer la valeur de p a 60 %.
Remarque: cette méthode est appelée « méthode du
maximum de vraisemblance ».

( Activites TICE

EEE un biréacteur tombe en panne si ses deux réacteurs
tombent en panne, donc la probabilité P; qu'un
biréacteur tombe en panne est P, =p2.

Un quadriréacteur tombe en panne si trois ou quatre
réacteurs tombent en panne.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de
réacteurs en panne sur un quadriréacteur: X suit la
loi binomiale de parameétres n =4 et p: dong, la
probabilité que trois réacteurs tombent en panne est:

PX=3) = (;‘) p* (1= p) = 4p*(1 - p).

La probabilité que quatre réacteurs tombent en panne
est p*.
Ainsi, la probabilité P, qu'un quadriréacteur tombe en
panne est P, =p*+4p3(1 - p) =4p3 - 3p*.
On compare P, et P,:

Py =P, =p2-4p3+3p*=p? (3p2-4p+1).

3p2-4p+1 estuntrindbme dusecond degré de racines

1
§et1.

D'ou Py =P,=p3p-1)(3p-1).
p=0 et p=1 nesontpasdes valeurs techniquement
possibles pour p.

On conclut:

. 1 S . .
-sip=3: les probabilités de panne sontidentiques

sur les deux avions;

-si p< % : P,—P,>0,donc la probabilité de panne
est supérieure sur le biréacteur;

-si p> % : P, - P, <0,donc la probabilité de panne
est supérieure sur le quadriréacteur.

Remarque:dans la pratique, p est évidemment trés proche
de 0, donc le quadriréacteur est plus str!

TP 1 Simulations d’une loi binomiale

Fichiers associés surwww.bordas-indice.fr: 12S_TP1.xlIsx
(Excel 2007), 125_TP1.xls (Excel 2003) et 12S_TP1.ods
(Open Office).

L'objectif de ce TP est de simuler une loi binomiale de
parametres 6 et p. On réalise cette simulation, d’abord sur
tableur, puis a l'aide d’'un programme sur calculatrice. On
répete 1000 fois cette simulation sur tableur et on compare
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aux résultats théoriques. On répéte cette simulation 100
fois sur la calculatrice : ce travail permet de s'initier a la
manipulation des listes sur la calculatrice.

Partie A

1. L'intérét de nommer cette cellule par p est double:
dans toutes les formules utilisées, p va apparaitre, ce
qui prend beaucoup plus de sens que A2, et cela évite
d'utiliser des références absolues dans les formules
(comme $AS2).



2.a. La formule [ =SI(ALEA()<p ;1 ;0) |fournit comme
résultat 1 lorsque le nombre aléatoire généré est
compris entre 0 et p, et 0 sinon. Cette formule simule
donc une épreuve de Bernoulli de parameétre p.

b. En recopiant cette formule dans la plage D2:H2, on
obtient ainsi la simulation de six épreuves de Bernoulli
de paramétre p, c'est-a-dire un schéma de Bernoulli de
parameétres 6 et p.

¢. Puisque chaque succés est représenté par un 1, on
calcule le nombre de succes dans la cellule 12 avec la
formule:[=SOMME(C2:H2) ).

d. En recopiant vers le bas jusqu‘a laligne 1001 la zone
de cellules €C2:12, on obtient ainsi 1 000 schémas de
Bernoulli de parametres 6 et p.

3.a.On saisit dans les cellules K2 a K8 les entiers 0, 1,
2, 3,4,5, 6 afin d'avoir toutes les possibilités pour le
nombre de succés.

b. Le nombre de fois ou I'on n"a aucun succés est donné
par:(=NB.SI(1$2:1$1001;K2)}, puisqu’on compte dans
la zone de cellules 12:11001 le nombre de fois ou on
trouve 0 (nombre saisi en K2).

Il est préférable de saisir des références absolues dans
la formule (1$2:1$1001)] car cela permettra de recopier
cette formule vers le bas pour les six autres cas.

On peut se passer des références absolues, mais cela
exige de réécrire six fois la formule adéquate.

¢. Pour calculer la fréquence d'avoir 0 succes sur ces
1000 simulations, on entre en M2 la formule ,
puis on la recopie vers le bas dans la zone M3:M8.

La probabilité théorique est fournie en N2 par la formule
[=LO|.B|NOM|ALE(K2;6;p;FAUX)] . cette formule
renvoie la probabilité d'avoir 0 succés (nombre entré
en K2) pour une loi binomiale de paramétres 6 et p.
On recopie ensuite cette formule dans la zone N3:N8.

4. On obtient plusieurs séries de 1 000 simulations a
l'aide de la touche “F9 .

5. Avec Excel

Pour représenter sur un méme graphique la série des
fréquences et celle des probabilités théoriques, sélection-
ner les colonnes M et N (avec les titres), puis choisir
Colonne , puis Histogramme 2D .

Pourmaoadifierles étiquettes del'axe horizontal,apresunclic
droit sur le graphique, choisir Sélectionner les données ,
puis choisir Modifier (les étiquettes de I'axe horizontal).
Avec Open Office

Pour représenter sur un méme graphique la série
des fréquences et celle des probabilités théoriques,
sélectionner les colonnes K, M et N avec les titres

(utiliser la touche ' Ctrl - pour sélectionner des plages
non contigles), cliquer sur I'icone Diagramme et
choisir le type de diagramme Colonne . Puis, dans
Plage de données , cocher « Premiére colonne comme
étiquette », puis cliquer sur ' Terminer .

PartieB

1. Cet algorithme simule un schéma de Bernoulli de
paramétres 6 et p. La variable S compte le nombre de
succes.

2. On appelle L la liste des résultats. Aprés chaque
épreuve de Bernoulli, on obtient le nombre de succés
Setlerésultat L[S+1] est alors incrémenté d’une unité.
On calcule L[S+1] et non L[S], car les listes sont en
général indicées a partir de 1.

On affiche en sortie la liste des fréquences, obtenue

en calculant 100 °

Lire p
L prend la valeur {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}
Pour j allant de 1 a 100
S prend la valeur 0
Pouriallantde 1 a6
Sirandom < p
Alors S prend la valeur S + 1
Fin Si
Fin Pour
L[S+1] prend la valeur L[S+1]+1
Fin Pour

) L
Afficher 700

Partie C
Il faut définir une liste de sept éléments (et pas six).

Calculatrices Casio

Les commandes utiles pour les listes se trouvent a I'aide
du menu OPT, puis du sous-menu List.

Pour définir une liste de sept éléments dont tous les
éléments sont nuls, soit on saisit {0, 0,0, 0,0, 0, 0} — List 1
(ceci évite d'introduire une nouvelle syntaxe), soit on
utilise la fonction Seq.

Le nom choisi pour la liste est un nom dédié de la
calculatrice (List 1 ou List 2...).

Calculatrices Texas

Les commandes utiles pour les listes se trouvent a I'aide
dumenu listes ( 2nde | Stats ), puis du sous-menu OPS.
Pour définir une liste de sept éléments dont tous les
éléments sont nuls, soit on saisit {0, 0,0, 0, 0,0, 0} — L,
(ceci évite d'introduire une nouvelle syntaxe), soit on
utilise la fonction Suite.

Le nom choisi pour la liste est un nom dédié de la
calculatrice (L; ou L,...).
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TI CASIO
FPROGREAM: STMULEBIH|| PROGRAM: STMULETIH
tProme tPromrt P
tSUltE’(B, B, 60 fsuitelB, X, 860

1 1
tForcJ,1,182 tForcJ. 1,182
tE»S @RS
tForil.1,62 tForcl.1.62
:If HbrAléat<F (I HbrAleat<P
If Ran# <P« i Then
Then S+1+5d 15+135
I fEnda iEnd
Hexld . HAr SRR
List 105+13+1sList 10][[i} A
S+11K tEnd
U55t% 1+ 1080 } {:DiE-F* Li-188

TP 2 Des examens sanguins

Fichiers associés surwww.bordas-indice.fr: 12S_TP2.xIsx
(Excel 2007), 125_TP2.xls (Excel 2003) et 125_TP2.ods
(Open Office).

CeTPest consacré al'étude d'un probléme réel: dans quelle
mesure a-t-on intérét a faire des analyses groupées plutét
que des analyses individuelles lorsqu’une population
est infectée par une maladie donnée ? Le résultat est
étonnant: en effet, I'étude faite ici montre qu’on a toujours
intérét a le faire, des que la proportion de personnes
ayant cette maladie dans la population est inférieure a
0,3. Cette méthode a été appliquée pour la premiére fois
lors de la mobilisation des soldats américains lors de la
Seconde Guerre mondiale : elle a d'ailleurs un gros intérét
économique, car une économie d’analyses entraine une
économie d'argent.

L'étude théorique de ce probleme nécessite la connaissance
de la loi binomiale et le calcul d’'une espérance
mathématique. La recherche de la taille optimale des
regroupements est grandement facilitée par I'utilisation
du tableur.

Partie A

1. a. X suit la loi binomiale de paramétres n =5 et

p=0,1.

b. La probabilité qu’aucune des cinq personnes ne

soit atteinte de la maladie est P(X =0) = 0,9° = 0,590.

2, a. Soit A I'événement: « on ne fait qu’'une seule

analyse ». Alors P(A) = P(X = 0) = 0,590.

b. La probabilité de faire six analyses est:
P(A)=1-0,95= 0,410.

3. a. Loi de probabilité de Y:

Vi 1 6

P(Y=y) | 0,590 | 0,410
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b. £(Y) = 3,048.

4. Sur un ensemble de 1 000 personnes, on va faire
200 analyses du type précédent avec des groupes de
5 personnes. Puisque 200 x 3,048 = 609, on va ainsi
effectuer en moyenne 609 analyses au lieu des 100
prévues au départ, soit une économie de 391 analyses.
Cela représente environ 39 % d'économies!

Partie B

1. a. X suit la loi binomiale de paramétres r et g.

b. La probabilité qu’aucune des personnes ne soit

atteinte de la maladie est P(X=0)=(1-q) =p".

2. Soit A I'événement: « on ne fait qu’'une seule

analyse ». Alors P(A)=P(X=0)=p".

La probabilité de faire toutes les analyses est:
P(A)=1-P(A)=1-p".

3. a. Loide probabilité de Y:

Vi 1 r+1
Py=y) | p | 1-p"
b.EN=1xp" +(r+1)(1-p)=r+1-rp"

4. Si on fait toutes les analyses individuelles, on fait r

analyses. Avec la méthode des analyses groupées, on

fait en moyenne r + 1 - rp"analyses.

Le nombre d’analyses économisées en groupant r

personnes est ainsi en moyenne égal a:
r=(r+1-rp)=rp"'-1.

On en déduit I'économie réalisée par personne:

M_rl
r Py

Partie C

1.0n entre dans la colonne A a partir de A2 les valeurs
de p de 0,1 a 0,95 avec un pas de 0,05: pour cela,
on entre 0,1 en A2, puis on saisit en A3 la formule
(=A2+0,05), que I'on recopie ensuite vers le bas.

On entre aussi dans la ligne 1 les valeurs de r de 1
jusqu'a 12.

2, Pour calculer I'expression p" - % pour p=0,1 (entré
enA2)et r=1 (entréenB1),on doit écrire laformule:
. Mais cette formule doit étre recopiée
vers le bas et vers la droite, donc on doit fixer A dans
la référence A2 et on doit fixer 1 dans la référence B1.
On saisit ainsi en B2 la formule: .
On peut alors recopier cette formule dans tout le
tableau.

3.Pour g=0,05 ona p=0,95 etlalecture dutableau



I~ 1 .
nous indique que p" - —~ estmaximum pour r=5.
Pour g=0,1,ona p=0,9 etlalecture du tableaunous
A~ 1 .
indique que p" - 7 estmaximum pour r=4.

Pour g=0,15,ona p :10,85 et la lecture du tableau
nous indique que p'- 7 est maximum pour r=3.

4. Les regroupements optimaux pour g = 0,05 sont
de cinq personnes.

D’aprés le tableau, I'économie réalisée par personne
est d’environ 0,573 78.

Pour 4000 personnes, I'économie réalisée sera d’environ
2 295 analyses.

TP '3 Optimisation d’'un QCM

Fichiers associés surwww.bordas-indice.fr: 12S_TP3.xIsx
(Excel 2007), 12S_TP3.xIs (Excel 2003) et 12S_TP3.ods
(Open Office).

Ce TP se propose de faire une étude des QCM: a-t-on une
bonne chance de réussir si on répond au hasard ? Dans
quelle mesure aura-t-on une note correcte si on est un bon
étudiant ? La réponse da ces questions dépend évidemment
du nombre de réponses possibles a chaque question, du
nombre de questions posées dans le QCM et aussi du
coefficient que I'on affecte a chaque réponse juste et a
chaque réponse fausse. On va étudier l'influence de ces
divers paramétres a l'aide d’un tableur.

Partie A

1. Un étudiant répondant juste a trois questions sur
cingaunenotede 43x2-2x1).
2.N=2X-(5-X), soit N=3X-5.

3. a. X suit la loi binomiale de paramétres 5 et 0,7.

b. Puisque N=3X-5, onaaussi X= N;S.
P, =P(N<5)=P(X<¥) =P(X<3)=0472.

La probabilité qu'un étudiant travailleur nait pas la
moyenne est voisine de 47 %.

4. a. X suit la loi binomiale de paramétres 5 et 0,25.
10
b.PZ:P(NZS):P(X>?) =P(X=4)
=1-P(X=<3)=0,016.

La probabilité qu’'un éleve répondant au hasard ait la
moyenne est voisine de 2 %.

Partie B

1. a. X suit la loi binomiale de paramétres n et p, avec
p=0,7 pourun étudiant travailleur,et p=0,25 pour
un étudiant répondant au hasard.

b.N=2X-(n-X)=3X-n. n
Un étudiant a la moyenne si, et seulement si, N = 5

. n . 2n
soit 3X-n= 5 soit X= 3 -

2. a. On entre dans la plage B2:B97 le nombre de
questions du QCM, de 5 a 100, en saisissant 5 en B2,

puis la formule en B3, et en recopiant cette
formule vers le bas.

b. On saisit en C2 la formule:|=2*B2/3]|.

3. Sile seuil brut est un entier, alors le seuil de réussite

est égal au seuil brut. Sinon, on doit prendre comme

seuil de réussite I'entier situé immédiatement aprés

le seuil brut.

On teste donc avec un Sl le fait que le seuil brut, calculé

en C2, soit ou non entier. On utilise le fait qu'un nombre

est entier s'il est égal a sa partie entiére.

On saisit donc la formule:
(=SI(ENT(C2)=C2;C2;ENT(C2)+1)].

4. 0n entre en E2 |a formule:
(=LOI.BINOMIALE(D2-1;B2;0,7;1)).

Celle-ci calcule, pour une loi binomiale X dont le

paramétre n a été entré en B2 et la probabilité de

succes est de 0,7, la probabilité que X soit inférieur

strictement au nombre calculé en D2.

5.0n entre en G2 la formule:

( =1-LOLBINOMIALE(D2-1;B2;0.25;1) .
Celle-ci calcule, pour une loi binomiale X dont le
parametre n a été entré en B2 et la probabilité de
succés est de 0,25, la probabilité que X soit supérieur
ou égal au nombre calculé en D2.

6. Le nombre de questions minimales pour que les
deux conditions soient remplies est 51.
Onaalors,a 1073 prés: P, =~ 0,247 et P,~=0.

Partie C

1. On entre en A3 et A6 respectivement le nombre
de réponses proposées et la probabilité de réussite
a chaque question pour un étudiant travailleur. On
nomme ces cellules respectivement rep et p.

2. La formule entrée en E2 devient alors:

(=LOLBINOMIALE(D2-1;B2;p;1) ].
La formule entrée en G2 devient:
( =1-LOL.BINOMIALE(D2-1;B2;1/rep;1) |.

3. Pour un «Vrai — Faux», rep = 2. Puisque p =0,8,
on peut actualiser la feuille de calcul et obtenir les
probabilités cherchées. Le plus petit nombre de
questions de facon que P, et P, soient inférieures a
5 % est 28.

Avec 28 questions, on obtient P; = 0,039 et P, =~ 0,044.
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Partie D
1.N=aX-b(n-X)=(a+ b)X-nb.
Un étudiant a la moyenne si, et seulement si, N = %,

c'est-a-dire (a+b)X-nb= ha

5
Ceci équivauta (a+b)X=n (b + %) ,

n(b + g)
soit X= - 2)
a+b
2.0nentreen A9 et en A19 les valeurs des coefficients

aet b, puis on nomme ces deux cellules a et b.

3. La formule saisie en €2 est modifiée comme suit:
=B2*(al2+b)/(a+b)

4.Pour rep=4 et p=0,8 (etnonpas p=0,7)avecun
QCMde 10 questions, on fixe b=1 eton faitvarierles
valeurs de a afin que P, et P, deviennent inférieurs a 5 %.
La premiére valeur de a qui convient est 4: on obtient
alors P, = 0,033 et P, = 0,020.

Un QCM de 10 questions avec 4 réponses possibles a
chaque question vérifiera les deux conditions posées
(un éléve travailleur a moins de 5 % de chance de ne pas
avoir lamoyenne et un étudiant non travailleur a moins
de 5 % de chance d’avoir la moyenne) en choisissant
pour coefficients +4 pour une réponse juste et -1 pour
une réponse fausse.

TP 4 Algorithme de determination
d’un intervalle de fluctuation

Fichiers associés surwww.bordas-indice.fr:12S_TP4.xlIsx
(Excel 2007), 12S_TP4.xlIs (Excel 2003) et 12S_TP4.ods
(Open Office).

Ce TP propose deux méthodes permettant d’obtenir de
facon automatique un intervalle de fluctuation d’une
proportion pour un seuil de risque donné. La premiere
méthode utilise un algorithme que I'on met en ceuvre
sur la calculatrice. La seconde méthode utilise le tableur.

Partie A

1.La premiere ligne de I'algorithme demande de saisir
les valeurs des deux paramétres n et p.

La seconde ligne initialise la variable k, qui va prendre
successivement toutes les valeurs entiéres a partir de 0.
La troisieme ligne initialise la variable S a P(X < 0),
c'est-a-dire P(X = 0), qui est égal a (1 —p)": S calcule les
probabilités cumulées P(X < k), afin de déterminer pour
quelles valeurs de k on obtient g, puis b.
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2. Algorithme complet:

Saisir n, p
k prend la valeur 0
S prend la valeur P(X < 0)
Tant que S < 0,025
k prend la valeur k + 1

| S prend la valeur P(X < k)
Fin Tant que
a prend la valeur k
Tant que S < 0,975
k prend la valeur k + 1
S prend la valeur P(X < k)
Fin Tant que
b prend la valeur k
Afficher 2,

n

3. Algorithme de détermination de a et b a un seuil de
risque quelconque a:

Saisir n, p, o

k prend la valeur 0

S prend la valeur P(X < 0)
Tant que S < %

k prend la valeur k + 1

S prend la valeur P(X < k)
Fin Tant que

a prend la valeur k
Tantque S< 1- %

k prend la valeur k + 1

S prend la valeur P(X < k)
Fin Tant que

b prend la valeur k

) a b
Afficher "tk

Partie B
1. Programmes sur calculatrices:

Tl
PROGREAM: COHF

iFromet. HsFs
Ak Bk
'meNFRéF":H’P’E' EitominalCDoE, M, P)3Sa
l-.lhlle S<R/2 while SuRses

K+13Ke
b1 namFRER CHs P K B nguAnalCDk, N, Po>se
)I-E}Sd thclli?_l)e S<1-Re2e
tEn
tE+A
thhile S{1-R<2 ||Binen
H e SETS A=+
thinomFESECH.F. K| |K
15

tEnd
t0isr A-M:E~H

2, Un intervalle de fluctuation au seuil de risque 5 %
pour une proportion p =0,6 dans un échantillon de
taille 100 est [0,49; 0,71].



3. Un intervalle de fluctuation au seuil de risque 1 %
pour une proportion p =0,6 dans un échantillon de
taille 100 est [0,47; 0,72].

Partie C
1.0n entre les valeurs de n et p dans les cellules C1 et
C2. On peut aussi taper n dans la cellule B1 et p dans
la cellule B2 pour améliorer la visibilité de la feuille
de calcul.

2. a. Pour entrer les valeurs de k dans la colonne E, on
saisit 0 en E2, puis la formule dans la cellule
E3, formule que I'on recopie vers le bas jusqu'a la
cellule E102.

b.Dans la cellule F2, on calcule la probabilité P(X < 0) avec
la formule: [ =LOL.BINOMIALE(E2;$C$1;$C$2;VRAI) |
sous Excel, et[ =LOI.BINOMIALE(E2;$C$1;$C$2;1) ]
sous Open Office.

On utilise des références absolues $C$1 et $C$2
pour les valeurs de n et p afin que ces valeurs restent
inchangées lorsqu’on va ensuite recopier la formule
vers le bas.

c. On obtient par recopie dans la colonne F les
probabilités P(X < k) pour k variant de 0 a 100.

d. La valeur a est la plus petite valeur de k telle que
P(X < k) dépasse 0,025. Puisque P(X<11)=0,0126 et
P(X=<12) = 0,025 3, on en déduitque a=12.

De méme, la valeur de b est la plus petite valeur de k
telle que P(X < k) dépasse 0,975.

Puisque P(X=27)~0,966 et P(X= 28)~ 0,980, on
en déduit que b=28.

Unintervalle de fluctuationa 95 % de p est [0,12;0,28].

3.a.Laformule [=SI(ET(LOI.BINOMIALE(E3;C$1 ;C$2;1)]
50,025;LO1.BINOMIALE(E3-1;C$1;C$2;1)<=0,025);E3;"")
affichele contenudelacellule E3 (c'est-a-direlavaleurdek)
si P(X < k) dépasse 0,025 et P(X < k - 1) est inférieur a
0,025, sinon rien ne s'affiche (puisqu’on a entré alors
comme instruction "").

En recopiant cette formule vers le bas dans la colonne
G, la valeur de a va s'afficher a un endroit précis de la
colonne G.

b. La formule a entrer dans la cellule H3 et a recopier
vers le bas dans la colonne H afin de déterminer le réel

b est alors :[=SI(ET(LOI.BINOMIALE(E3-1;C$1;C2;VRAI)|
(<0,975;LOL.BINOMIALE(E3;C1;C2;VRAI)>=0,975);E3;"")|
De la méme facon que la formule précédente, elle
affiche le contenu de la cellule E3 si P(X < k) dépasse
0,975 et P(X < k — 1) est inférieur a 0,975, sinon rien
ne s'affiche.

c.Onentre en J2 laformule: [=MAX(G2:G102)/C1 Jafin
de calculer 4 .

n

On entre en K2 la formule: [ =MAX(H2:H102)/C1 ] afin
de calculer b .
n

On obtient ainsi en J2 et K2 les bornes de l'intervalle
de fluctuation a 95 %.

d. Pour obtenir un intervalle de fluctuation au seuil
de risque a, on saisit tout d’abord ce niveau de risque
dans la cellule C3. Puis on modifie la formule saisie en
G3 de la fagon suivante:
(=SI(ET(LOIL.BINOMIALE(E3;C$1;C$2;VRAI)>C$3/2;LOL. )

(BINOMIALE(E3-1;C$1;C$2;VRAI)<=C$3/2);E3;"")).

On modifie aussi la formule saisie en H3:
{=SI(ET(LOI.BINOMIALE(E3-1 ;C$1;C$2;VRAI)<1 -C$3IZ;]

(LOLBINOMIALE(E3;C$1;C$2;VRAI)>=1-C$3/2);E3;"") |

En effet, pour un seuil de risque a, a est la plus petite
o
2 o
plus petite valeur de k telle que P(X < k) dépasse 1 - 5 -

valeur de k telle que P(X < k) dépasse —,etbestla

4. a. On reprend la feuille de calcul précédente en
modifiant la valeur de n, puis en prolongeant les
colonnes E, F, G et H jusqu'a la ligne 502, et enfin en
modifiant les formules donnant les bornes de l'intervalle
de fluctuation en J2 et K2 (on remplace 102 par 502).
On obtient alors un intervalle de fluctuation au seuil
de risque 5 % pour une proportion p =0,34 dans un
échantillon de taille 500:[0,298; 0,382].

b. Avec un échantillon de taille 2 000, on fait de méme
et on obtient alors I'intervalle de fluctuation:
[0,320;0,361].

Remarque: Open Office ne calcule plus les valeurs de la loi
binomiale lorsque n dépasse 1 794. Il ne peut donc fournir
un intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille
2000. On pourra se contenter d’un échantillon de taille
1500, et on obtient [0,316, 0,364].

Chapitre 12 Loi binomiale ef applicalions 207
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