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CHAPITRE

>

QLe programme

Contenus

Raisonnement
par récurrence.

Limite finie ou infinie
d’une suite.

Limites et comparaison.

Opérations sur les limites.

Comportement & I'infini
de la suite (g"), g étant
un nombre réel.

Suite majorée, minorée,
bornée.

Capacités attendues

« Savoir mener un raisonnement par

récurrence.

<> Dans le cas d’une limite infinie, étant
donnés une suite croissante (u,) et un
nombre réel A, déterminer a I'aide d'un
algorithme un rang a partir duquel u,, est
supérieur a A.

Démontrer que si (u,) et (v,) sont
deux suites telles que :

- u,, est inférieur ou égal a v, & partir d’'un
certain rang;

- u, tend vers + % quand n tend vers +%;
alors v, tend vers + % quand #n tend vers

+ 0,

« Etudier la limite d’une somme, d'un
produit ou d’'un quotient de deux suites.
Démontrer que la suite (¢"), avec
q >1, apour limite +%.

« Déterminer la limite éventuelle d'une
suite géométrique.

« Utiliser le théoréme de convergence des
suites croissantes majorées.

Commentaires

Ce type de raisonnement intervient tout au
long de 'année et pas seulement dans le cadre
de I'étude des suites.

Pour exprimer que u,, tend vers [ quand n tend
vers + %, on dit que: « tout intervalle ouvert
contenant / contient toutes les valeurs u, a
partir d’un certain rang ». Pour exprimer que
u, tend vers +% quand n tend vers +%, on
dit que: « tout intervalle de la forme JA, +[
contient toutes les valeurs u, a partir d’un
certain rang ».

Comme en classe de Premiére, il est important
de varier les approches et les outils sur lesquels
le raisonnement s’appuie.

On présente des exemples de suites qui n’ont
pas de limite.

On démontre que si une suite est croissante
et admet pour limite /, alors tous les termes de
la suite sont inférieurs ou égaux a L.

Le théoréme dit « des gendarmes » est admis.

On démontre par récurrence que pour a réel

strictement positif et tout entier naturel #:
(1+a)"=1+na.

On peut étudier des situations ot intervient la

limite de la somme des premiers termes d’'une

suite géométrique.

Ce théoréme est admis.

1l est intéressant de démontrer qu’une suite

croissante non majorée a pour limite + .

Des exemples de suites récurrentes, en parti-

culier arithmético-géométriques, sont traités

en exercice.

< Des activités algorithmiques sont menées

dans ce cadre.

Approximations de réels (T, e, nombre dor,

etc.).
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G Nolre poinf de vue

Ce chapitre introduit un nouveau type de raisonnement, le raisonnement par récurrence. L’activité 1 permet une
premiére approche de I’hérédité d’une propriété. L’autre notion importante de ce chapitre est la notion de limite.
L’activité 2 permet de mettre en place les définitions des limites. Certaines formes indéterminées sont découvertes
dans lactivité 3 et activité 4 permet de visualiser le théoréme des gendarmes. Enfin I'activité 5 permet a 'aide d’un
exemple plus concret de découvrir le théoreme de convergence des suites monotones.

Nous avons pris le parti de démontrer le plus grand nombre de propriétés et théorémes mais nous avons précisé les
preuves exigibles par le programme et celles non exigibles.

L’approximation de réels (n, nombre d’or, des racines carrées et e) est étudiée dans 'approfondissement de
I'accompagnement personnalisé et dans le TP1.

Des algorithmes sont dispersés dans les exercices et les TP.

Nous nous sommes efforcés de rester au plus prés des exigences du programme.

Les notions abordées dans le chapitre 1

1. Raisonnement par récurrence

2. Limite finie ou infinie d’une suite

3. Théoremes généraux sur les limites
4. D’autres théorémes

5. Suites majorées, minorées et bornées

Le QCM et les exercices proposés dans cette page permettent de faire le point sur la notion de suite étudiée en Premiere S.
Voir livre page 420 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

O Activies - - -

2.a.u,> 1000« n>10+10.Donc ny = 32.
b. u, > 102 n > 106. Donc n, = 1 000 001.

Aclivité 1 Une forét de pins

Cette activité permet une premiére approche de la notion c.u, > A &n>JA. Donc u, > A& partir du premier entier
d’hérédité d’une propriété. 1 naturel n, supérieur strictement a JA.
1.a.0Onalaformule de récurrence : vy, 1 =1+ 5 v, D'ou I'intervalle ]A ; + [ contient tous les termes de la suite
D'olv,;=10,v,=6etv3=4. a partir de n,.
b.V4=3dOnCV4>2.V5=2,SetV6=2,25d0nCV6>2. 3.a.v. <01<n>10 DOnCrIO: 11

.a.v, <0, . .
2.a.Siv, > 2alors %vp> let1+ %vp> 250t vy, q > 2. b.v, <102 n>102.Doncn; =102+ 1.

-1012<v, <102 0<v,<10'carv,>0.

b.vi>2=v,>2=v;>2= . v > 2.
Donc pour toutn=n;, =102 < v, < 10712

Aclivite 2 Comportement d’une suite

A A 1
A< < < <A > .
pour n gra 1d < Yn 0<v, &n

1

Cette activité permet de découvrir les différents comportements Soit n, le plus petit entier strictement supérieur 7
des suites lorsque n tend vers + = et de mettre en place les Alors pour tout n = n,, -A < v, <A, autrement dit I'intervalle
définitions des limites. 1-A; Al contient tous les termes de la suite a partir du rang n,.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel EapERE . .

. . Activité 3 Limites « piégeuses »
numeérique premium:
01_TS_activite2.ods (OpenOffice), Cette activité permet de découvrir I'existence des formes
01_TS_activite2.xls (Excel 2003) indéterminées : ici la forme indéterminée « 0 X ».
et 01_TS_activite2.xlsx (Excel 2007). 1.a. lim u,=+xet lim v,=0.

n—+o n—+%
1. On constate que les suites de termes généraux n, n?et (1,01)" -
. T 1 b.u,v,=n,dou lim u,v,=+0.

semblent tendre vers + et les suites de termes généraux o et n—+o
—L semblent tendre vers 0. 2.a. lim w,=0et lim t, =+,
\/H n—+o n—+w
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b.w,t, =1 d'ou lim w,t,=0.

n n—+
3. On trouve dans un cas + et dans l'autre cas 0 : on ne peut
donc pas énoncer un résultat général.

Aclivite 4 Les gendarmes el le voleur

Cette activité permet de découvrir et de visualiser le théoréme des
gendarmes.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

01_TS_activite4.ods (OpenOffice),

01_TS_activite4.xls (Excel 2003)

et 01_TS_activite4.xlsx (Excel 2007).

1. On multiplie 'encadrement -1 < cosn < 1 par%

2. lim u,=0et lim w,=0.
n—+% n—+%

3. On peut conjecturer que la limite de la suite (v,) est aussi 0.

EXxercices

Aclivitée 5 Evolution du nombre
d’'adhérents d’'un club de sport

A partir d’'un exemple concret cette activité permet de découvrir le
théoréme de convergence des suites monotones.

1. Le nombre d’adhérents (n + 1) années aprés la création

s'obtient en multipliant a,, par % et en rajoutant 1,2 centaines

de nouveaux adhérents.

2. Initialisation : ay =3 et 3 < 4,8.

Hérédité : on suppose qu'il existe p tel que a, < 4,8.
<48:075¢1p<36:ap+1 <48.

3.d,,1-a,=-025a,+1,2
=-0,25(a, - 4,8).

Ora,<48.

Donca,,;-a,>0.

4. On peut conjecturer que la suite converge vers 4,8.

POUR DEMARRER

[ 1 ] Supposons qu'il existe un entier p tel que (xy)P =xP X yP.
Alors (xy)P*1 = (xy)P X (xy) = XP X yPX X Xy S0it :
(Xy)p+1 =xpP+1 Xyp+1.
Ex Supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 0.
Alors 2u, = 0 soit 3 + 2u, = 3 et ainsi u, . ; = 0.
[EN initialisation : 00 + 1) = 0 = v,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
=plp+1).
Alors v, 1=p(p+1)+2p+2=p?+3p+1soit:
Vpr1=(p+1)p+2).
W Initialisation:3 -20+1=1= Uo.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
u,=3-2°*1,
Alorsu,,1=2(3-2P*1)-3=3-2pP*2,
N initialisation : 10+ _ 1.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :

z":k_p(pﬂ),

- 2

Alors : k=0

p+1

Y k= 2k+p+1et2k pp+1)+p+1 (p+1)2(p+2)
k=0 k=0

n Initialisation : ug = —2 <6.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, < 6.

Alors %up <3etu,, 6.

n Voir livre page 420.

[EN A partir du rang 20.

N 1. A partir durang 6.

2. A partir du rang 71.

N voir livre page 420.

EEN 1. A partir du rang 10 001.
2. A partir du rang 100 001.
EEX 1. A partir du rang 202.

2. A partir du rang 2 002.

EEN 1.4+ 2.4 3.4 4.-30 5.-» 6.+®
(12 [ 2.0 3.0 3.-3
4
El 1.+ 2.-% 3.4 4.-»
16 IR N0 2.3 3.0 4.2
m Voir livre page 420.
m lim u,, =+ par comparaison.
n—+w
(19 TN u,=0d'apres le théoréme des gendarmes.
n—+o
lim u, = - par comparaison.
n—+o
1.cosn=-1doncu,=n2-1.
2. lim u,=+% par comparaison.
n—+w%
m 1.(-1)"<1doncu,<-n+1.
2. lim u,=-% par comparaison.
n—+o
n
EX a. —% < (_’1) < l donc (u,) converge vers 0.
b. — n12 = 5|nnzn s — 1 donc (up,) converge vers 0.
EZ¥ 1.0n multiplie par -20 puis on ajoute n.
2. lim u, =+ par comparaison.
n—+w
m 1.0 2.4+%  3.Diverge sans limite.
EHao b.o c. Diverge sans limite.
m a.0 b.+» ¢ - d.Divergesanslimite. e.+

m Voir livre page 420.

Ea a.u, = (%)n + (%)n donc lim u,=0.

n—+

s 3 - 3 e -
1_(;)n+l n+1
E 1.Sn:—2x%=—6(1—(%) )
3

2.(S,) converge vers —6.

Chapitre 1 Les suiles — T S specifique 7



2. (S,) converge vers 2,

4
m1un—1—

> 0 donc (u,) est minorée par 1.
2. U10000 = 1’0001 < 1,001.

Donc (up,) n'est pas minorée par 1,0001.

EZN voir livre page 420.

E3 1.p. u,-1=n2+4n>0donc 1 peut étre un minorant
de (up).

c. Oui car les 10 premiers termes sont supérieurs a -3.
2.u,+3=n2+4n+4=(n+2)2>0.

3. La suite (u,) est minorée par -3.

35 R (u,) semble étre majorée par 2.

2.u,-2= +52 <0doncu,<2.

3. (u,) est majorée par 2.
m Tolpp1—Uy=

2. lim u,=3.
n—+o

3. (u,) étant croissante et de limite 3, on en déduit que la suite
est majorée par 3. De plus elle est minorée par son premier
termeupg=1.Donc1 =< un <3.

(37 R F Upp1=Up=

2. lim u,=1.
n—+%

3.0<u,<1.

Ell1.2<u,<4 2.3<u,<-1. 3.-4<u,<4

m Voir livre page 420.

EIN 2. initialisation : Up=2<09.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, < 9.

Alors ;up <s6etainsiu,, 4 <9.

3
3.a.un+1—un=%(9—un)>0.

b. (u,) est croissante.

4. (u,) est croissante et majorée, donc elle est convergente.
m 2. Initialisation : uy=-1= -4.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = -4.

WM > 0donc (uy,) est croissante.

>0 donc est croissante.
n (n +1) () :

Alors %up =

3.a.Upy 1 —Uy=

—2etainsiu, = -4.
—%(un+4) <o.

b. (u,) est décroissante.
4. (u,) est décroissante et minorée, donc elle est convergente.

POUR §’ ENTRAINER

Initialisation : —9— =0 =t,.
23 initialisati o+1 0

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que t, =
P, 1 _Plp+2)+1

1T p+1 (p+D)(p+2)  (p+1)(p+2)
(p+1)? _p+1

(p+0(p+2) p+2

EE8 2. a.0n peut conjecturer que u, = n2,

b. Initialisation: 12=1=u,.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que uj, = p2.

Alors u, .1 =p*+2p +1,s0itu,, = (p+ 1)

m 2. On peut conjecturer que u, = 2.

_p .
p+1

Alors t,,

soitt, 1=

8

3. Initialisation : 2 = ug.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 2.
Alorsup 1= %x2+% soit U, =2.
m 1. Initialisation: u; —uy=5-8=-3 <0.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
Upp1- U, <0.
Alors:up o= Uy g :(%xupﬂ +3)—(%><up +3)
Upsz=Upi1= %(Upn -up) <0
2. (u,) est donc décroissante.
£ initialisation : Up = % donc 0 < uy < 2.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que 0 < u, < 2.
et ajoutant % on obtient :
0<up, <2
(X = 4) Sur [2; 4], f est donc strictement

Alors en multipliant par%

El1.a.r(0=
croissante et f([2;4]) = [2%}

b. Ainsi, pour toutxde [2;4],2 < f(x) <

% <4,

2. Initialisation : up =3 donc 2 < u, < 4.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que 2 < up, < 4.
Alors 2 < f(u,) < 4 d'apres 1. b.

Soit2<u,,q <4

XA nitialisation : u; =5 et ug =2 donc u; = ug.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, , 1 = up,.
Alors 2up . 1+ 1= 2up+ 1.

D'ol, en passant a la racine, U, . > = Up 4 1.

22 1.a.b.f (0=
sur[1;+o[etf(1)=1doncf(x) =1

2. Initialisation : ug =3 doncuy = 1.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 1.
Alors f(u,) = 1 d'apres 1. b, soit up ., = 1.

3. Initialisation : u; = % et uy =3 doncuy = u.

6 >>0 donc fest strictement croissante

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = up, , 1.
Alors f(u,) = f(up 1) puisque f est croissante soit U, . 1 = Uy 5.
Donc (u,,) est décroissante.

EX Initialisation :&G(ZH)=1 =12
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :

L, _plp+N2p+1)
L=

q=1
p+l p
Alors 3 g2=Y g2 +(p+1°
q=1 gq=1
p(p+1)6(2p+1) (p+12
p+1
Ainsi 3 2 = M,
g=1
m Initialisation : (1 +1) =1=13.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :

Zk3 p(p+1)’ (/0+1)2



2 2
+(p+1p =22 (p4+1) +(p+13

Alors 2 k3 = 2k3

k=1

Ainsi 2 k3 =

k=1

(p+1)2(p+2)2 ‘
4

E’ FAUX : une fonction croissante peut générer une suite

décroissante. u; = % et ug = 3, ainsi ug = u;.

EX 1.0n peut conjecturer que (v,,) converge vers 2.
2.5oitl=]2-a;2+alaveca>0:
2—a<v,,<2+a4:)n>alzo

55 | 1. A partir du rang 10.

2.50it1=]3-a;3+alaveca>0:

1

3-a<v,<3+aen>——=
g Ja

Ea 1.u, > 1000 a partir du rang 502.

u, > 108 a partir du rang 500 002.

2. u,,>A4:>n>A+3

EEN 1.u,> 1084 partirdu rang 102+ 1.
2.u,>Aon> A%
59 | 1.u, <-1000 a partir du rang 201.

Qu,<Asn> 2-A A

EIX 1. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

01_TS_exercice60.alg (AlgoBox).

L'algorithme sert a déterminer a partir de quel rang 3" dépasse
un réel M donné.
2.AvecM=20:n=3,avecM=100:n=5,avecM=10%:n=13.

3. Conjecture: lim 3"=+oo,
n—+o
m 1. Saisir r

n prend la valeur 0
u prend la valeur 1
Tantqueu>3+rouu<3-r
nprend la valeur n + 1
u prend la valeur 3n+1
n+1

Fin Tant que
Afficher n

2. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel

numérique premium : 01_TS_ exercice61.alg (AlgoBox).

Pourr=0,1:n=19;pourr=10"%:n=2x 106,

(62 partir d’un certain rang, tous les termes seront dans un

intervalle de centre 1 et de rayon 0,5.

X voir livre page 420.

m FAUX, par exemple u,=n + (-1)".

A FauX:elle peut ne pas avoir de limite, par exemple :
up=(=1)"

A vral d'aprés la définition de la convergence d’une suite.

EA1.-» 2.0 3.+ 4.4
(68 B u,= i+n donc lim u,=+x.
n—+w
2.u,=2n(n- 2) donc lim u,=+x.
n—+ow 2
EX1.-» 2.-» 3.0 4-2 542 6.

m Voir livre page 420.

m 1.u,=n-1,donc lim u,=+0.
n—+%
2.n—1

-~ =o0.

<u,< 0t

n—s+o

3.u, 3,d0nc lim u,=+0.
n—+%°

4.u,<-n?+1donc lim u,=-
n—+o

m Voir livre page 420.

EEN 1.+ 2.4% 3.4

EZN1.-x 2.0 3.+ 4.2

A a.-057< u,<0,5" donc lim u,=0.
n—+o

4.Diverge sans limite.
5.+x 6.+

b.u,=3"-1,donc lim u,=+0°.
n—+o

1

C-—<Uu,< donc lim u,=0.
n

n—+ow

EZA Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et surle manuel
numérique premium : 01_TS_exercice77.alg (AlgoBox).

1. a. Le nombre de personnes touchées par la rumeur dans
I'intervalle [n ; n + 1] est proportionnel a u,, donc il existe un
réel a tel que le nombre de personnes touchées par la rumeur
dans l'intervalle [n; n + 1] soit égal a au,,.

Dol u,,1=u,+au,=(1+au,.

b. (u,) est une suite géométrique de raison 1 + a.

c. Ug=100 et u; =350,d'ol 1 + a=3,5soita=2,5.
d.u,=upx (1+a)"=100x%3,5",

2.a. (u,) est croissante et lim u,=+.
n—+w

b. u, = 10000 a partir de n = 4 heures.
u, =16 000 a partir de n =5 heures.
u, = 20000 a partir de n =5 heures.
a2 1.NON:u,=netv,=-n
2.NON:u,=(-1)"=v,.

3.NON:u,= (_rl)n etv,=(-1)".

4 . VRAI : par I'absurde, si (w,) converge alors (w, - u,) soit (v,)
converge.

EEN 1.FAUX:u,=-n

2. VRAI : théoréme de comparaisons.

E 1.FAUX: lim u,=+c.

n—+%
2. VRAI : théoreme des gendarmes.

3. FAUX: quand la raison est égale a 0.
BNy, -2=0n —1)2>Odoncu,,>2

A v,-5= 2
m Par récurrence, initialisation : uy =4 donc -3 <

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
-3 Up < 4,

<0doncv,=<5.

uys4.

<-2 soit-3<u,, <4

Alors-1<=5 u,=< ietainsi “3=Upyq 3

; =73
m Voir livre page 420.

m 1.NON:u,=(-1)"etv,=1.

2. NON : méme contre-exemple qu’au 1.
3.0Ul carv, < Mdoncu,< M.

4.0Vl car v, < vydonc u, < v,

86 | 1.v,-u,= % = 0,doncv, = u,.
2.Up 1 —Up= % = 0, donc (u,,) est croissante.
(n+1)

Chapitre 1 Les suites — T S specifique 9
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BiVpy1—Vp=———5 <0, donc (v,,) est décroissante.
n(n+1)
4ouy<u,sv, <v1avecu1:1etv,:2.
1., -1 .1 _2.
m““ 22 = Tt X3 5
u shglo=3.
th 1><2 2x3 3 4
2.Uppq—U,= m =0, donc (u,) est croissante.
1_ 1 91 __n |
Zk(k+1) k21 Zk n+1 n+1
Doncu, < 1.

FAUX : u, = (-1)" est bornée mais diverge.

EEN VRAI : une suite croissante convergente est majorée par
sa limite.

E FAUX:u, = (-2)".

BN 1.Par récurrence ‘U, <6.

2.Up, - (6 u,) = 0, donc (u,,) est croissante.

3. (u,) étant cr0|ssante et majorée, elle converge.
m 1. a. La fonction f étant croissante sur ]-c; 6[

Flx) = ﬁ > o), si x < 3alors f(x) < £(3) soit :

_9
<
= 3.

b. Par récurrence, on montre que u, <3.
c. Grace au sens de variation de f, on démontre par récurrence
que Uy, = U,
d. (u,) étant croissante et majorée, elle est convergente.

1 1 6— Uy 1
2.a. -V, = - = _
AV =Vn= T3 -3 3u,-9 u,-3
3y,
V””_v":3u,,—”9:_%
Donc (v,,) est une suite arithmétique de raison —%-
__1_1 6n-3.
b.v,=- 6 3netu,7 T
c lim u,=3.
n—+o%

m 1.0n a 80 % de réabonnement (0,8a,,) augmenté de 4 000
abonnés (+4 000), donc a,,, ; = 0,8a, + 4 000.
2. Par récurrence, on montre que a, < 20 000.

3.d,,1-0,= %(20 000 - a,,) = 0 donc (a,) est croissante.

4. a.u,,,=0,8u,donc (u,) estune suite géométrique deraison 0,8
avec ug =13 000.
b.u,=13000x0,8"eta,=20000-13000x0,8".

c. lim a,=20000.Le nombre d’abonnés tend vers 20 000.

n—+o
5.a. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel

numérique premium : 01_TS_exercice94.alg (AlgoBox).
[ variABLES |
‘ t n EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
a PREND_LA_VALEUR 7000
t n PREND_LA VALEUR 0
w TANT_QUE (a<=16000) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
E‘ PREND_LA_VALEUR n+1
a PREND_LA_VALEUR 0.8*a+4000
FIN_TANT_QUE
AFFICHER n
FIN_ALGORITHME

b.a, > 16 000 a partir de n = 6.

10

m 1. FAUX : une suite croissante non majorée diverge.
2. FAUX : une suite décroissante minorée vers 0 converge vers
unréel L= 0.

(=n"
3. VRAI: par exemple u, = :

n
E3 Initialisation : u, = 26 et 24 = 16 donc u, = 24
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 2°.
Alors u,2 =22 > 2P+ 1(car2p > p + 1).
DOl Upyq=Up2+1>u,2>2P+1,

Vi1 =Upyq—1==2u,+2=-2v,.Donc (v,) est une suite
géométrique de raison -2.
Onen déduitquev,=4x(-2)"etu,=1+4x(-2)".
La suite (u,,) diverge sans limite.
m Par récurrence, on montre que 0 < u, <

3 puisque:
Upyq = Uy,
(up,) étant croissante et majorée, elle est convergente.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 420 et le site www.bordas- |nd|ce fr pour les
corrigés détaillés.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

EE] Initialisation : 2 x 50+ 1= 3 = u,,

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
Up=2x5°+1.

Alors 5up,=2x5P* 1+ 5etainsi v, =2x5P*1+1.

m Initialisation: u; =0et0 < 4.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, < 4.

Alors 3u,+4 < 16 etainsiu, ;< 4.

b. +% c.0

a. - d. +o

P> Approximation d’un nombre a I'aide d’une suite

> Avec deux racines : {1 +V1 =2 = 1,414.
Avec trois racines : {1 + 1 +VT =1 +¥2 =1,553.

> Apres |'élévation au carré (avec la condition x > 0), I'équation
x =1+ x devientx2-x-1=0 et sa solution positive est :

_1+45.
®="5

) Initialisation : uy =2 et u; = ¥3.0n a bien P<u; <uy<2.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
O<suUp SU,S2
Alors en passant a la fonction x— x + 1 (croissante), on obtient :
DO<u,,,SUp<V3<2
La suite (u,,) étant décroissante et minorée, elle est convergente.
1+u, —®2
du O=T+u, —~d=—D0_—
nE1 n N +u, +@
u, —®
—__n_ = < l(un _
JT+u, +@ 3

carl+u, +® =u,, 1 +®=20et20=1++5 =3,

n
) Par récurrence, on montre que 0 < u,-d =< (%) .

D)

) D’aprés le théoréme des gendarmes, lim u,-®=0donc:
n—+o
lim u,=®.
n—+o

> ®=1,618033989.



f(x)-x + 0 -

3. Initialisation : u; = f(ug) et uy > va.
Donc f(ug) — ug < 0 d’oli u; < ug.
De plus f(ug) > f(va) (fest croissante sur [Va ; +[), donc:
u; > a.
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
Va < upyi <u,
Alors f(Na) < f(u, 1) < F(u,) Ot V& < Uy < Upyr.
La suite (u,,) étant décroissante et minorée, elle est convergente,
soit L sa limite.
L vérifie f(L) =L d'ou L="a.
4. Avecuy=2, V3 =1,732050807569.
Avec ug = 3,5 = 2,2360679775.

E 1.U,q-U, :m >0, donc (u,) est croissante.
11 11
27k R T ek-n

En faisant varier k de 2 a n et par addition: u,-1<1- % <1
d'oliu, <2.

3. La suite (u,) étant croissante et majorée, elle est convergente.
4.u,=3,1415917429.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Suites imbriquées

L'objectif de ce TP est de découvrir deux suites qui convergent vers
le méme réel.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

01_TS_TP1.alg (AlgoBox), 01_TS_TP1.ods (OpenOffice),
01_TS_TP1.xls (Excel 2003)

et 01_TS_TP1.xlIsx (Excel 2007).

A. Etude d’un algorithme et programmation
1.PourN=1,P=1;pourN=2,P=1x2=2;pourN=3,
P=1x2x3=6.

4.P=N'=1Xx2%x3x...xN.

B. 1. On entre en B2 la formule [=1/FACT(0)+1/FACT(A2)].
On entre en C2 la formule [=BZ+1 /(A2*FACT(A2)) ]

On entre en D2 la formule [=C2-B2 |

On entre en B3 la formule |[=B2+1/FACT(A3)].

On entre en C3 la formule [=B3+1/(A3*FACT(A3))] .
On entre en D3 la formule .
On recopie vers le bas jusqu’a la ligne 21.

2.0n sélectionne les quatre colonnes A, B, Cet D ; puis dans le
menu Insertion , choisir Nuage de points ,

B. Etude de trois suites a I'aide d’un tableur
3.0n peut conjecturer que :

a. (u,) est croissante et (v,) est décroissante ;
b. (u,) et (v,) convergent vers la méme limite ;
c. (e,) converge vers 0.

C. Etude mathématique

1.Un—V,,:—m <0.
2.n+N'=(n+1)xn.
3.Upp—Uy= m > 0 donc (u,) est croissante.

_n2_
Vne1=Vn= (n-11)! * (n+1)}n+1)! - n>3n! = (nﬁ1)(,?:11)! <0
Donc (v,) est décroissante.

4.a.b.u;=u,<v,<v.

5. On applique le théoreme de convergence des suites
monotones.

6.a.n!=1doncnxn!=n.

b. Par passage a l'inverse, 1 _<1gouos e,< 1 donc:
nxnl n n
lim e,=0.
n—+%
7.Sil'onpose lim u,=Let lim v,=L"alors:
n—+o n—+o
lim v,-u,=L"-L=0doncL=L"

n—+

2,71828182 < L < 2,71858483.
TP 2 Meéthode des isoperimetres

Dans ce TP, les éléves vont découvrir une méthode historique
permettant de déterminer une valeur approchée de T a 'aide
d’une suite de polygones.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 01_TS_TP2A.ggb (GeoGebra) et
01_TS_TP2C.alg (AlgoBox).

Correctif: Dans I'algorithme de la partie C, il faut lire a la derniére

ligne « Afficher %, % n » et non pas « Afficher %, %, n».
A. Tracé des polygones et des cercles
1.Al'aide de lacommande Nouveau point (outil Points), placer
A puis tracer un segment de longueur 0,5 avec la commande
Segment créé par un point et une longueur (outil Lignes),
Renommer By la deuxieme extrémité du segment. Construire
le carré AyB,CoDy en utilisant la commande Polygone régulier
(outil Polygones), penser a renommer les points. Placer O, le
centre du carré AyByCyD,, avec la commande Milieu ou centre
(commande Points ), Tracer ensuite le cercle circonscrit avec la
commande Cercle(centre-point) (outil Cercles).
2. a. Placer le milieu My de [AyBy] avec la commande
Milieu ou centre (commande Points). Puis tracer la demi-droite
[OM,) avec la commande Demi-droite passant par deux points
(outil Lignes).
Placer le pointlyaveclacommande Intersection entre deux objets
(outil Points),
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b. Pour placer des milieux de segment, utiliser la commande
Milieu ou centre (commande Points ).

c. Pour construire le polygone régulier a huit c6tés Py, utiliser la
commande Polygone régulier (outil Polygones), sélectionner A,
puis B, et ensuite indiquer 8 comme nombre de cotés.

3. Réitérer les démarches de constructions des questions
précédentes.

4, Faire apparaitre les longueurs des cotés des polygones P,
P, et P, en utilisant la commande Distance ou longueur (outil
Mesures ), puis effectuer le calcul des périmetres de ces trois
polygones réguliers.

5. Les cercle inscrits sont tracés avec la commande
Cercle(centre-point) (outil Cercles) : O étant le centre et M,, un
point avec n prenant les valeurs 0, 1 et 2.

6. Faire apparaitre les longueurs OA, et OM,, rayons respectifs
des cercles circonscrit et inscrit a P, avec la commande
Distance ou longueur (outil Mesures ). Conjectures : les suites
(h,) et (r,) sont deux suites convergentes vers la méme limite.
B. Détermination de relations de récurrence

Nl

1. hy= % (demi-coté) et ry= vy (théoréme de Pythagore).

2. a. On applique le théoréme de la droite des milieux dans
le triangle IAB.

b. Par le théoréme de Thalés, K est le milieu de [J].

c.r,,; estlerayon du cercle circonscrita P, , ; doncr,, ; =0C
et h, ., estle rayon du cercle inscrita P, . ; donc h,, . ; = OK.
3.0l + 0J = (OK + KI) + (OK - KJ) = 2 OK car Kl = KJ (K milieu
de[lJ]).D’'ou 2h,,1=r,+ h,,.

4.0C2= &(& + E) =0C-0l = (& + ﬁ)a = EK&
d’ol OC2=OK x Ol soit :

n+h
rn+12:hn+l><rn:(,7 2 n)xrw

C.Encadrementde n
1.2nh,<2<2nr,dou Jlen< X
A hn
2 Saisir p
n prend la valeur 0

h prend la valeur %

V2

rprend la valeur 4

1_1
Tant -
antque - —-->p

n prend la valeur n + 1
r+h

h prend la valeur

rprend la valeur Yhx r
Fin Tant que

Afficher % n

1
T

3.Pourp=107"9 1t = 3,1415927.

CAP VERS LE BAC

Sujet A

1.VRAlcar-1<su,=<1.
2. FAUX: (u,) n'a pas de limite.

12

3.VRAI: _71 < u?,, < % doncd'apres le théoréme des gendarmes:
lim u,=0.
n—+w%

4. FAUX : prenons par exemple v, =1 + % cette suite est

décroissante a termes strictement positifs et converge vers 1.

Sujet B

Partie A
Voir cours p. 18.

Partie B

1. Initialisation : 1 + 12 = 13 = Uo-

50
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
u,=1+12.
14 5P
_ 1 12), 4 _ 12 .

Alorsup, 1= §(1+5—p)+§ soitu, =1+ 5pr
lim u,=1car lim 12 =0,

n—+% n—+%
2.a.5,,1-S,=U,,.1>0donc (S,) est croissante.
1

1 n+1
b.Sn:(n+1)+12><_1(+£:n+1 +15(1_(%)n+1)‘

c. lim S,=+00,
n—+w%

Partie C
1. FAUX : contre-exemple x,, = up,.
2. FAUX: contre-exemple x,, = up,.

—48 0, donc (u,) est décroissante.
5I1+1

Or (S,) est croissante.

Sujet C

Partie A
Voir cours p. 18.

Partie B

1.Uy4q-U,=2n+3 > 0.Donc (u,) est croissante.
2. a. Par récurrence, initialisation : uy = 1 donc uy > 02,
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, > p2.
Alorsu,,.1>p*+2p+3.0rp2+2p+3=(p+1)2+2.
Doncu, . > (p+ 1)
b. Par comparaison, lim u,=+0.

n—+w

Upy1—Up=

3. Le calcul des premiers termes permet de conjecturer que
u, = (n + 1)2 ce qui se démontre par récurrence.

Sujet D

1.a.

.M3




b. Conjectures :
converger vers 1.
2. a. Initialisation : uy=5> 1doncuy-1>0.

la suite (u,) semble étre décroissante et

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, - 1> 0.
+oel| £10) =
f(up) > (1) soitu, 1 >Tdoncu,, - 1>0.
b.De méme, grace af,ondémontre parrécurrence que u, , ; < u,.
La suite (u,) étant décroissante et minorée par 1, elle est
convergente, soit L sa limite.

lim u,, 1= lim u,donc L vérifie % =L ce qui donne

n—+o n—+x

[2-2L+1=0,s0it(L-1)2=0soitL=1.

Alors lafonction f étant croissante sur]-2 L
(x+2)?

_y=nt2 1 1,
3aVnii-Wn=3 3T o173
Donc (v,,) est une suite arithmétique de raison %

1 _ 1 4n+15,
b.v,= 4 3netu,, 1+v” anT3

15
1+ 12
c lim u,= lim an _ 4,
n—+o n—+o 14 3
4n
Sujet E
—_3.,=_14 . __14,
1.u,= 3,u2— 9 ;us 57

2. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 01_TS_sujetE.alg (AlgoBox).

W VARIABLES
| tn EST_DU_TYPE NOMBRE

u EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
n PREND_LA VALEUROD
t u PREND_LA_VALEUR 1
w TANT_QUE (u<=100) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
u PREND_LA_VALEUR 1/3*u+n-2
n PREND_LA_VALEUR n+1
FIN_TANT_QUE
AFFICHER n
L FIN_ALGORITHME

u, > 100 pourn=71.
3. a. Initialisation : Ug=1g7 67 =0.

Hérédité : supposons qu |I existe un entier p =4 tel que u, = 0.

Alors:%up>0etp—2 = 0 donc par somme u,, . = 0.

b. Pour p = 4, on vient de voir que u, . ; = p -2 caru, = 0.
En posant p =n - 1, on en déduit que, pourn =5,u,=n-3.

¢. Par comparaison, lim u,=+-cc.
n—+w

4.a.v,, 1 =-2Up 1 +30N+1)- 221
= —%u,,+n— %:%(—ZU,, +3n—%)
Doncv,, = % v,,. D’'oul (v,)) est une suite géométrique de raison %
et de premier terme vy = —§'
n
b. On en déduit que v, = 2—25><(%) puis
_1y 43n_21__25 (1) 3n_21,
U=Vt T T3 T T

b.T,= %(1-(%)"”)%(“ Nn-7).

m 1. Initialisation : ug=0 < 3.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, < 3.
Alorsu,+6<9et Ju,+6 <3 cequis'écritu,,; <3.

2. On démontre par récurrence que U, , 1 = U,.

La suite (u,,) étant croissante et majorée, elle est convergente.

BH 2<u,<
des gendarmes.
La suite (v,) diverge sans limite.

4 donc (uy,) converge vers 0 d'aprés le théoréme

-4 _ 4 s s
—= <w, <—-=donc (w,) converge vers 0 d'apres le théoreme
n ST (wy) 9 p

des gendarmes.

B 1.u,=-6;u,=-3.
0

2. Initiali 27(1) _15_27 _15_3_ .

nitialisation : 273 7 2 2 3=uy

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
:21(_1)p _15,

PT 4\ 3 4

worsap == F-A) )= B -8

3. lim ( l)n:O,donc lim un:—ﬁ-
n—+ 3 n—+o0 4

D'ou (u,) converge.

u

POUR ALLER PLUS LOIN

EE sion note u, le nombre de poignées de mains serrées
par la n-iéme personne, alors u,, , ; =u, + n (car la (n + 1)-ieme
personne échangera n poignées de mains supplémentaires).

n(n—])'

A partir de I3, on démontre par récurrence que u, =

2
120 I8 T = rajoutant un sommet A, . ;, on ajoute (n - 1)
diagonales.
2. Si on note d, le nombre de diagonales, on obtient :
dyr=dy+(n=-1).
n+1 n ( ) n (n _ 3)

A partir de 13, on démontre par récurrence d,, = 5

3. De chaque sommet partent (n - 3) diagonales (il faut éliminer
le sommet ainsi que les deux sommets adjacents). Il y a n
sommets mais il faut diviser le produit n (n - 3) par 2 car chaque
diagonale est comptée deux fois.

m Correctif : x est un réel non nul et n est un entier naturel non nul.
1. Hérédité : supposons qu'il existe gr: entier k tel que :

xk=1=(x-1)Y xP.
p=0

k1
XK 1 =x(xk=1)+x-T=x(x-1) Y xP+x-1.

p=0
k=1
=(x-1) Y xP+1+x-1
p=0
k K
=(x=1) X xP +x-1=(x-1) 2, xP.
p=1 =
2. On obtient directement le résultat avec la formule :
1— n+1
1+g+g*+...+q"= qq (g=1).

E 1. OUl : par récurrence.
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2. OUI : par récurrence, si u, = 1 alors f(u,) = f(1) avec
f(x) =+3x =2 (fcroissante sur ]1; +°c[). D'0U U, 1 = 1.
3.NON.

4. 0Ul: car (u,) étant croissante et majorée par 2, elle converge
et sa limite L vérifie L = f(L) soit L = 2.

5.0Ul: car (u,) étant décroissante et minorée, elle converge et
sa limite L vérifie L = f(L) soit L =2.

+1
] u,=gets,= qq

1.VRAI: on raisonne par I'absurde, sig < 1 alorsu, < 1.

sig=1.

2. VRAI:sig < 1 alors (u,) converge vers 0 donc u,, <
n suffisamment grand.
3.VRAIl:sig > 1alors lim u,=+¢.

n—+o0
De plus S, = u,, donc par comparaison, lim S, =+0.
n—+o

1
5 pour

4.VRAI :si (S,) converge, c’'est nécessairementque 0 < g < 1.

Alors lim S, = —1—. On en déduit que —— = 2 soit =1
n—+o " 1_q 4 1_q q 2

5.FAUX:sig=2alorsS,=1+2+22+23+24=31,

B4 re=1-x2

f'(x)

1. D'apres les variations de f, six € [0; 1] alors f(x) € [0; 1].
Initialisation : uy =1 doncuy, € [0; 1].
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, €
Alors f(up) € [0; 1] soit u, ., €[0; 11.

[0;1].

2.Uy 1 —Uy= —%(u”)3 < 0donc (u,) est une suite décroissante.

3. La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est

convergente. Sa limite L vérifie L=L - % L3douL=0.
EH 1.£00=X=2.
x |0 3 +oo
f’(x) - 0 +

2. Initialisation : ug =4 donc uy = 3.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que u, = 3.
Alors f(u,) = f(3) soitup, 1 =3

3. Initialisation : ug =4 et u; =2f85 donc u; < uy.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que Uy, .1 < up.
Alors f(up,., 1) < f(up) sOit Up 4, < Up 1.

Donc (u,,) est une suite décroissante.

4. La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est

convergente. Sa limite L vérifie L = 2(L + ?)

D'ou L2=9. Lavaleur L =-3 estimpossible caru, = 3,d'ou L =3.
m Soit L la limite de (u,,). On choisit un intervalle de centre L,
par exemple 1L — 1 ; L + 1[. Seul un nombre fini de termes de
la suite sont en dehors de cet intervalle, donc (u,) est bornée.

14

Uy +VoV2 Uy +V
lTaw,, = o702 ZnTVn
E n+1 1+~/§ 2
(22 -3)uy -v,) (3
-GEn) (s_g),
Donc (w,,) est une suite géométrique de raison :
q———«/— 0,086.
b.-1< g<1donc lim w,=0.

n—+

2. Onaw,,-(«/——1( J—) > 0donc u, < v,

3. U, 1—Up=5 W, > 0donc (u,) est une suite croissante.

a1
2
Vpyr—Vp= —ﬁ w, < 0donc (v,) est une suite décroissante.

4. Uy < U, < v, < vy. Grace au théoreme de convergence des
suites monotones bornées, (u,,) et (v,) convergent; leurs limites

sont égales car Iim (Vp—up) = lim w,=0.
+00 n—+w

Ed 1.a.u,=
6
b.

1695

2= 7096

4

0 1

2.a.Soitf(x) =x(2 - x).

Onaf'(x)=2(1-x).

fest croissante sur [0; 1] et pour toutx € [0; 1], f(x) € [0; 1].
Initialisation : uy = % doncO<ug=1.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier ptel que 0 < u, < 1.
Alors 0 < f(up) < 1soit0<u,, ;< 1.
b.u,,1-u,=u,(1-u,)=0car0<u,<1.

Donc (u,,) est une suite croissante.

c. (u,) étant une suite croissante et majorée, elle est
convergente.

3.V 1=1-Up1=1-2u,+u2=(1-uy)’=v,2

n
b. On en déduit par récurrence que v, = v,>" = %) .
c. lim v,=0dou lim u,=1.
n—+ow n—+%
120 [ TPV R R 7Y
U U
b. Z—= 0,96 donc (u,) est une suite géométrique de
n
raison 0,96.

C. U, =Uyx0,96".

2. uyx0,96" < 0,60 X Uy soit 0,96" < 0,60 soitn = 13.

Il faut au moins 13 lames.

m 1. (u,) est une suite géométrique de raison 0,917 et a pour
limite 0.



2. a. Puisque la suite a pour limite 0 et est a termes positifs,
a partir d'un certain rang, tous les termes u, seront dans
I'intervalle }0;%%[.

b. On résout uy x0,917" = %uo :n=_8.

2 1.a.u,=105+20=125.

b. u, est le montant en € versé a Marc le n-iéme jour. Chaque
jour, on lui offre 5 % de plus que la veille, donc le (n + 1)-iéme
jour, Marc se voit offrir 1,05u, € auxquels s'ajoutent 20 €.
D'otiu, .1 =1,05u, + 20.

2.a.v; = u; + 400 = 500.

b. v,,. ;= 1,05v,donc (v,) est une suite géométrique de
raison 1,05.

€. v,=500x%1,05"""

et u,=v,-400=500x 1,05"-1-400.
d.vi+vy+...+v,=10000(1,05"-1).

3. Soit S, la somme gagnée au bout de n jours.

Sy=Uy+Uy+ ... +U,=10000(1,05"- 1) - 400n.
Avec la calculatrice :

n Sn=

21 9459,6

22 10453

Au bout de 22 jours, Marc aura gagné 10000 €.
E 1. Initialisation : 11 =1et F =1donc %\%
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que # =

-1 1 <1,
p+1 =2 (p+1! " 2r
2, Par addition de ces inégalités, on obtient :

1 1 1
>+ 2—2+ A+ TN

1.
2

Multiplions par —— onaalors ——

< 1+=

Soitun<2(1—2ln)<2.

La suite (u,) est majorée par 2.

: __1
Elle est croissante car u,, 1 - u, = n+1) > 0.
D'ou (u,) converge.

(n+M? _1.1. 1
EH 1.a.v,= =1yt 1.
V= o T2 n T om

Onadonc lim v,==

n—+% 2

1.
2
c.v,,<%pourn2—4n—2>Osoitn>5.

b. D'apres le calcul de v,,: v, >

< 3 doncu,, 1 < iun

d.Pourn=N,v, < i 50|t
S 373
2. a. Initialisation : us < US(Z) .
Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
p-5
up = uS(%) :
Alors en multipliant par % on obtient %up S us(%)

3 )"‘4
7 .
b. On additionne les différentes inégalités précédentes.

c.1+%+(%)2 +...+(%)ni5 =4(1—(%)n74)<4.

Orup,q < %up, douu,, ;< u5(

D’ou en multipliant par us : S,, < 4us.

3.5,+1-S,=U,,.1>0donc (S,) est croissante. Comme elle est

majorée (par 4us), elle converge.

fEZ 1. Initialisation : 0 < 1,01 < 1,012donc 0 < U < Us.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier p tel que :
0<u,<Upis.

Alors 0 < up? < up,1250it:0 <up, 1 < Uy,

D'ou (u,) est une suite croissante.

2. La suite (u,,) étant croissante et majorée, elle converge.

Soit L sa limite, L vérifie L2=LsoitL=0oul =1.

3. Lasuite (u,,) étant croissante, elle est minorée par son premier

terme 1,01. Si la suite est majorée, elle converge et sa limite

est soit 0 soit 1.

Or cette limite est supérieure a 1,01. D’ou I'absurdité. Donc (u,,)

n’est pas majorée. De plus, elle est croissante.

Dol lim u,=+00.
n—+o

E 1. Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
01_TS_exercice135.0ds (OpenOffice),
01_TS_exercice135.xls (Excel 2003)
et 01_TS_exercice135.xlsx (Excel 2007).
1. On peut conjecturer que : (a,) est croissante ; (b,) est
décroissante; (a,) et (b,) convergent vers 4.
2.

Ao A A, By By Bo

3.a.Upyq = % u,donc (u,) est une suite géométrique de

raison %et de premier terme uy =6.

n
b.u,,=6><(%) .
4.a.u,=b, —a,,>0doncan<b

b.a, - (b -a,) >0.Donc (a,) est une suite croissante.

bpi1-b,= g(a,, -b,) <0.Donc (b,) est une suite décroissante.

5.0 a,<= bng bo.
(a,) est une suite croissante et majorée, donc convergente.
(b,) est une suite décroissante et minorée, donc convergente.

Puisque lim u, =0, les limites de (a,) et (b,,) sont égales ; soit
n—+ow

L la limite commune.
6.a.V, 1=0p 1+ b, 1= %(Za,,+b,,+a,,+2b,,).

Dol v, ; =V, donc (v,) est une suite constante.

@ =4 :le milieu de [A,B,] est donc le

b.v,=v,=8dou
point | d’abscisse 4.
c.d,+b,=8d'ol par passage alalimite L+ L=8d'ouL=4.

m 1. a. Si (u,) converge, sa limite L vérifie :

L:1L+ 23 50|tL—

27’ 18
b. On démontre I' |nega||te par récurrence.
Clpyq :u,,:—%(u,7 —%) <0.

Donc (u,,) est une suite décroissante.
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La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle converge et sa

limite est donc = d apres 1.a.

n+1

1-
11 10” 1(__1 )
22 2 30F =700 71 =o' 77
~10
b.v, —12+—+L+..+i
102 1 10° Ton+1
=12+ 7(1— 1 )
90\' 707
: 7 _12,.7 _23
,,'_'>Tx""‘12+9o 10790~ 18

(" Prises d'iniliatives

[EH u,=35%102+35x10%+... +35%x 102
1-(10-2)"
— 2y V- )
35x 1072 % =102
35><102_ 35 _35
Jim un =202 = 7001~ 99

E Si on note u, la quantité de substance dans le corps au
bout de 2n heures,onau,, ;= % U, +X.

4y.

La suite (u,,) est croissante et converge vers 3

On doit avoir %x =< 800 soit x =< 600.

E Soit (C,

) la suite des cercles et (R,) la suite des rayons :

R =R
Rn+1 :%Rn

Cn+1 —_— Rn
¢ R

n+1

16

L'aire du domaine hachuré vaut nR,2 - R, , 12, soit (1t — %)R,,Z.

Donc I'aire du domaine hachuré est égale a :
_1)pa2)"
(==3)7()

D’ou l'aire totale des zones colorées vaut :

el )
soit (21 - 1)R2(1—(%)n).

L'aire totale a pour limite (21t - 1)R2.
1] Etude dep,
Notons p, le périmétre du polygone P,.. Par construction, la

suite (c,) des longueurs des cotés est géométrique de raison % :
=1
Corr = ¢
n+1 3on
, . n-1
D'ouc,= (%) .

Le nombre de c6tés est le terme d’une suite géométrique de
raison 4 et de premier 3, il vaut donc 3 x 471,

pr=3x4""1x (%),,,1 = 3><(%)N71.

Onabien lim p,=+%%.

n—+o
EtudedesS,
Notons S, I'aire du polygone P,,.
S = % (aire d'un triangle équilatéral de coté 1).
Alors S, =S, Jrgs1 155=S, +§s1 +3><9251,etc
n-2
Sn=51+%51+3x S1+3><935+ +3><gﬂ—7151
3 42
=5+ 51(1+ +9—2+ )
3 8¢ _2V3,
lim S,=5;+ S><—= S =
B N T



CHAPITRE

k

1
=5 el

-

—

Le programme

TRUIE

Contenus

Limites de fonctions.

Limite finie ou infinie d’une
fonction a I'infini.

Limite infinie d’une fonction en
un point.

Limite d’une somme, d’un
produit, d’'un quotient ou d’'une
composée de deux fonctions.

Limites et comparaison.

Asymptote paralléle a 'un des
axes de coordonnées.

Capacités attendues

« Déterminer la limite d’une
somme, d’un produit, d’'un
quotient ou d’une composée
de deux fonctions.

« Déterminer des limites par
minoration, majoration et
encadrement.

« Interpréter graphiquement
les limites obtenues.

Commentaires

Le travail réalisé sur les suites est étendu aux fonctions, sans
formalisation excessive. L’objectif essentiel est de permettre
aux éléves de s’approprier le concept de limite, tout en leur
donnant les techniques de base pour déterminer des limites
dans les exemples rencontrés en Terminale.

La composée de deux fonctions est rencontrée a cette occasion,
mais sans théorie générale.

Continuité sur un intervalle,
théoréme des valeurs inter-
médiaires

« Exploiter le théoreme des
valeurs intermédiaires dans
le cas ou la fonction est stric-
tement monotone, pour
résoudre un probléme donné.

On se limite a une approche intuitive de la continuité et on
admet que les fonctions usuelles sont continues par intervalle.
On présente quelques exemples de fonctions non continues, en
particulier issus de situations concretes.

Le théoreme des valeurs intermédiaires est admis.

On convient que les fleches obliques d’un tableau de variation
traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction
sur I'intervalle considéré.

On admet qu’une fonction dérivable sur un intervalle est
continue sur cet intervalle.

Ce cas particulier est étendu au cas ou f est définie sur un
intervalle ouvert ou semi-ouvert, borné ou non, les limites de f
aux bornes de I'intervalle étant supposées connues.

< Des activités algorithmiques sont réalisées dans le cadre de

la recherche de solutions de I'équation f(x) = k.

e Nolre point de vue

Les éléves ayant étudié les limites d’'une suite numérique dans le chapitre précédent, nous commencons par définir
les limites en I'infini d’une fonction (introduites dans I'activité 1). Nous nous appuyons sur une approche intuitive de

cette notion avec 'observation de I'évolution des valeurs de f(x) par lecture d’'une courbe ou d’un tableau de valeurs,
tout en faisant remarquer que cela peut étre trompeur, et qu’il est donc nécessaire de s’appuyer sur des définitions ou
sur l'utilisation de théorémes. Nous définissons ensuite les limites infinies en un point (introduites dans l'activité 2)
ainsi que les asymptotes paralléles aux axes. Nous avons jugé intéressant de compléter le cours par I'introduction des
asymptotes obliques dans le cadre de 'approfondissement de 'accompagnement personnalisé.

Viennent ensuite les théorémes généraux permettant de déterminer la limite d’'une somme, d’un produit, d'un quotient,

d’une composée de deux fonctions (introduite dans 'activité 3) puis les théorémes permettant de déterminer une limite
par comparaison. Les fonctions polynémes ne sont pas explicitement au programme.
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Nous nous appuyons sur les fonctions du second degré, étudiées en classe de Seconde, pour introduire les fonctions
polyndmes et justifier la méthode de détermination de la limite en I'infini d’une telle fonction. De méme, nous avons
choisi d’indiquer la méthode de détermination de la limite en I'infini d’une fonction rationnelle (justifiée dans le

savoir-faire 6).

Enfin, aprés avoir défini la continuité d’une fonction (introduite dans I'activité 4), nous citons le théoréme des valeurs
intermédiaires et son corollaire, et détaillons les méthodes d’encadrement de la solution d’une équation par dichotomie

ou par balayage.

De nombreux exercices de tous niveaux viennent a la suite du cours. Nous avons veillé a proposer des exercices qui

font intervenir la logique (proposition directe, réciproque ou contraposée, condition nécessaire et suffisante), ainsi
que des activités algorithmiques, notamment dans le cadre de la recherche de solutions de I'équation f(x) = k (par

exemple dans le TP sur la méthode de Lagrange).

Les notions abordées dans le chapitre 2

1. Limites d’'une fonction et asymptotes

2. Théorémes généraux sur les limites

3. D’autres regles de calcul sur les limites

4. Théorémes de comparaison et continuité
5. Théoreme des valeurs intermédiaires

Avanl de commencer

Aclivite 1 En route vers l'infini

Cette activité a pour objectif d’introduire les limites en l'infini
d’une fonction. Les éléves ont déja étudié la limite d’une suite, il
s’agit ici a I'aide de la calculatrice, d’amener les éléves a faire des
conjectures a partir d'un tableau de valeurs ou d’une courbe. En
faisant remarquer dans la question 3 que cela peut étre trompeur,
on montre la nécessité d'utiliser des régles rigoureuses pour le
calcul des limites d’une fonction.

1.a.f (x) prend des valeurs de plus en plus grandes.

b. lim f(x) = +o.

X—o+%

2. Pour la fonction g :

Pour la fonction h:

AW
20 fils
W | it
g | 0987
B izt
0| Giegs
g | [

On conjecture que lim g (x) =-= et lim h (x) =0.

X—o+® x>+

18

3.a.0n conjecture que lim k (x) =-oo.
x>+
b.

On conjecture que lim k (x) = + .

x>+

4, 'affirmation (1) permet de prouver que lim f(x) = +o°.

X—+®

Aclivitée 2 Un triangle animeé

Cette activité a pour objectif d’introduire la limite infinie d’'une
fonction en un point, a partir d'une animation permettant
de mettre en évidence trois aspects d’'une méme situation :
géométrique, graphique et numérique.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 02_TS_activite2.ggb (GeoGebra).

1. Ouvrir le fichier 02_TS_activite2.ggb. Pour déplacer le
point M, sélectionner le mode = Déplacer , cliquer gauche sur
le point et déplacer la souris en maintenant appuyé le clic
gauche et en déplagant Iégerement «la main » au-dessous du
point (pour éviter les «sauts» de M).



Lorsque le point M s'approche du point |, on observe que l'aire
de HAP prend des valeurs de plus en plus grandes.

a. La courbe qui représente g est la courbe H v
bleue. 11 |
b. L'aire de HAP est supérieure a 10 pour: | 193 | 1111
1407 14.285
T<x<11. 106 | 1ai667
2.1 d des valeurs de pl toh |
. Lorsque x pren ejs va eurs‘ eplusen |14 |z
plus proches de 1, I'aire du triangle HAP Hf Egu
devient trés grande. i ERENE

Aclivité 3 Enchasiner des fonclions

Cette activité a pour objectif d’introduire la notion de fonction
composée et la méthode de détermination de la limite d’une telle
fonction.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium:

02_TS_activite3-1.ggb (pour les limites en + ),
02_TS_activite3-2.ggb (pour les limites en -)

et 02_TS_activite3-3.ggb (pour les limites en 2) (GeoGebra).

1. Ouvrir le fichier 02_TS_activite3-1.ggb.

a. Sélectionner le mode Déplacer , cliquer gauche sur le point
du curseur a et déplacer le curseur.

gx) =(f(x)? =X

b.etc.
X——————————>g(x)
x.# f(x)
X— X2
¥ i ¥
+ -0 + ©
__1_1
2.a. h(x)—f( =X
b.etc

X— h(X)

<=
<=
o «mx‘_.

x;f(x) x;(x)

1
i —X X
! 4 L 2 4 L ¢
- + © +0 =00 + 0 0

b. Ouvrir le fichier 02_TS_activite3-3.ggb.

Quand x prend des valeurs trés proches de 2 :

N ¢
© ¢mu
© €uu

Quand x prend des valeurs trés proches de 2 :

en étant supérieur a 2 en étant inférieur a 2

X— sh(x)

f

X — f(X)

X—————h(X)

f

X — f(X)

X—— X—
i i T i i
2 0 - 2 0 + 00

Actlivite 4 Un empilement de billes

Cette activité a pour objectif d’introduire la notion de fonction
continue, a partir de I'exemple simple et concret d’ un récipient
que I'on remplit d’eau ou de billes.

1.Pour0 <x<3,g(x) =x3

o] 1 ' ' X

2.a. Lorsque 0 < x < 1, on ne peut pas mettre de bille.
b. Lorsque 1 < x < 2, on peut mettre une seule bille.
c. Lorsque 2 < x < 3, on peut mettre 8 billes.

3.a.5i0<x<1,f(x)=0.
SiTsx<2,fx)=1.
Si2<x<3,fx)=8.

0] 1 ) X

b.La courbe représentative de fest tracée en levant le crayon :
fn’est pas continue.
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EXxercices

POUR DEMARRER

“ Commex >0,
-4x2 < -100 équivautax?>25 etdonca x>5;
-4x2<-10000 équivauta x2>2500 etdonca x> 50.

On conjecture que lim f(x) =-

X—>+®
n Commex <0,
4x2>100 équivauta x2>25 etdonca x<-5;
4x2>10000 équivauta x2> 2500 etdonca x < -50.
On conjecture que Ilm fx)=

EX .

lim x2—+OO et lim x2=+4o0,

Casn°3: f(x) +g(x) =x donc

Casn®4: f(x)+g(x)

lim [f(x) + g (x)] = +o°.
=-x donc lim [f(x) + g(x)] = —ce.

Les limites de f + g en +20 sont toutes différentes : on a illustré
la forme indéterminée «o — o »,

EN Dans les quatre cas, lim f(x) =+ et lim g(x)=0
X—>+® X+

Casn®1:f(x) xg(x

Casn®3:f(x)xg(x
Casn®4:f(x)xg(x

)=1 donc Iim‘ [fx)xgx)]=1.
Casn®2:f(x) x (x):% donc lim [f(x)) x g(x)] = 0.
)=x donc Iimx[f(x)xg(x)]:
)

=-x donc lim [f(x) x g(x)]=-

2. Im gl= lim g(x)?
X'me”(")' I|m hx) =
X'mep(X):X[Tmp(X)=+oc.
lim k()= lim k(=

[ 4 | €, représente g, 6, représente h, €, représente p
et 65 représente k.

lim gix)=- et lim g(x)=+c.

X—-%

x>+

Iirﬂ h(x)=4% et lim h(x)=-c.

X—-® X+

lim p(x)=- et lim p(x)=
lim k(x) =+ et lim k(x)=-

X% X—+®

BN 1. im L= dim 1oo 0im L=, lim Lo
x—o-n X X—>+® x»0 X x=0 X
x<0 x>0
2. lim gx) = lim g(x) =
X— - X—+®

.

lim gx)=+% et lim g(x)=-o. —_—
x—0 x—0

x<0 x>0

lim h(x)= lim h(x)=-

X—-% X—+%

lim h(x)=- et lim h(x)=+cx —_—l
oy = )

n 1. (d,) a pour équation x = -2, (d,) a pour équation x =1
et (d;) a pour équation y = -1.

2. lim f(x)= lim f(x)=-1; lim f(x)=

X—-% X—>+® xX—-2

Xx<=2

lim f(x) =-o0; lim f(x) = +%; lim f(x) = —cc.
X—>-2 x—1 x—=1
x>-2 x<1 x>1
3.

X |- -2 1 + o0

f _1/'+OO _oo/+°° _oo/

=+xet lim g(x)=-ce,

X+

=5 donc lim [f(x)+g(x)]=5.

n Dans les quatre cas, lim f(x)
X—>+®
Casn®1:f(x) +g(x)

Casn°2: f(x)+g(x)=0 donc lim [f(x)+g(x)]=0.

20

Leslimitesde fxg en+o sonttoutes différentes:on aillustré
la forme indéterminée «% x 0».

Casn°1 Casn°2 Casn°3 Casn°4
f(x) = fix)=x f(x) = f(x) = x?
gx) =x g =x gx)=x gl =-x
Dans les trois cas, Iim} f(x)=+wet lim g(x)=+%ou-ce,
f(x) f(x)
o7 —==1. °2: —==0.
Casn™T: lim ot Casn2: lim g9 =0
. f(x) . f(x)
Casn°3: Xll)r?x W =+, Casn°4: XI_ITx W
X a. lim f=-» et lim f(x)=
b. lim g(x)=-x et IimA gx) =
c. lim h(x)=-x et Iim h(x) = +oo.
N a. 1im f(0) = im0 =
b. I|m g(x)— I|m g(x)—
C. I|m h(x)_ I|m h(x)=
112 1P} I|m f(x) =- et I|m f(x) +o0,
b. ||m‘ g(x) +o et I|m g(x)_
c. lim h(x)=-o et |im h(x) =+ce.
EEN a. 1im f(x) = lim f(q =
b. I|m g(x)— ||m g(x)—
c. I|m h(x)= I|m h(x) =
m Voir livre page 420.
A a. lim f)=-c. b. lim g(x)=-
c. lim h(x)=-c. d. lim k(x)=+o.
A a. lim f0=0. b. lim gx)=0. c lim h(x)=3.

A .. I|m fx)= lim x2=+4x et I|m f(x) =

b. I|m g(x)— I|m (- 2x2)——30 et ||m gx)=-o
c. I|m h(x) = Ilm (x3)=+x et limh(x)=-



lim f(x)= lim %_0 et lim f(x) =

i .
X—- x—-0 X X—+®

b. lim g(x)= lim §:1 et limgx)=1.
X—>—-% X——-% X—+x

c. lim h()= lim X2 = lim x=-o et lim h(x)=
X—-% X—-® X—-® X—>+%
d. lim k()= lim 3% = lim (-3x) =+ et lim k(x)=-c.
X— -0 x—o-n —X X—>-© X—>+®
EEX voir livre page 421.
EX 1.a.0im flo=-=.  b.lim g()=
x—0 x—0
x<0 x<0
c. lim h(x)=-c. d. lim k(x) = +ce.
<o <o
2.a. lim f(x) = +oo. b. lim g(x)=-
x—0 x—0
x>0 x>0
c. lim h(x) =+oo. d. lim k(x) =-o0.
x—0 x—0
x>0 x>0
EXN 1.5i x<3,3-x>0 etsi x>3,3-x<0.
2.a. Iim3 (3-x)=0-, donc Iim3 f(x)=-
P P
b.lim (-2)=-2 et lim (3-x)=0",donc lim g(x) =+
X—3 x—3 x—3
x>3 x>3 x>3
c.lim —2_ =_«, donc lim h(x) =
x-»3 3—X x—3
x>3 x>3
3.a.lim (3-x)=0% donc lim f(x) =
x—3 x—3
x<3 x<3
b. lim (-2) =-2 et lim (3 -x)=0%, donc lim g(x) =-o°.
x—3 x—3 x—3
x<3 x<3 x<3
c lim =2 =+, donc lim h(x) =-oo.
x>3 3—X x—3
x<3 Xx<3
m 1.a. lim (x+1)=2 et lim (x-1)=0% donc lim f(x) =+,
x—1 x—1 x—1
x>1 x>1 x>1
b. lim (x-2)=-1 et lim (x- 1) =0%, donc lim g(x) =-o».
x—=1 x—=1 x—1
x>1 x>1 x>1
c.lim (-x2+x-2)=-2 et lim (x-1)=0%, donc lim h(x)=-
x—1 x—1 x—1
x>1 x>1 x>1
2.a.lim (x+1)=2 et lim (x-1)=0", donc lim f(x) =-
x=1 x=1 x=1
x<1 x<1 x<1
b. lim (x-2)=-1et lim (x-1)=0-, donc I|m gx) =
x—=1 x—1
x<1 x<1 x<1
¢ lim (x24+x-2)=-2 et lim (x=1)=0-, donc lim h(x)=+ce.
x—=1 x—=1 x—=1
x<1 x<1 x<1
mllm (X+‘|+X7_1)=+oo.
x—=-1 X+1

x<-1
EZN 1im f() = lim (@+2) = +o0.
lim g(x)= lim Jf(x) =+,
Iim h(X): Iim (f(x))3:+oo,

m lim f(x) = I|m =0.

X—+® oo X2 +2
= I|m ,/f(x

I|m hix) = |Imx(f(X))3= .

X—>+®

I|m g

EA voir livre page 421.

EA im L:+O€, donc lim —1— = 4o,
x—>3 X—3 x-»3 ¥x-=3
x>3 x>3

EXN pour tout réel x> 1, x<f(x) <x%
x<f(x) et lim x=+40, donc lim f(x) = +x.
X—>+% X—+®

m Pour toutréel x<-1, ¥*<g(x) <x.
gx)<x et lim x=-o0, donc lim g(x)=-co.

X—-® X—-o

m lim _—— lim 1

xote X241 xote X2 4

des gendarmes lim f(x) =0
X—>+%

De méme lim ——=1_ = lim 1
x—>- X2 +1

] =0, donc d'aprés le théoreme

3 =0,donc lim f(x) =

x—-% X2 X—>-%

31| Voir livre page 421.

EZN 1.f00=5x45ur[1;2]
croissante.

2. fest continue et strictement croissante sur [1; 2].

f(1) = -4 et f(2) = 27. Comme 0 est compris entre (1) et f(2),
I'équation f(x) = 0 a une unique solution dans [1; 2].

, f'(x) > 0 donc fest strictement

3. 0 est compris entre f(1,3) et f(1,4),donc 1,3 <o < 1,4.

EN 1.f00=-325sur(0;2] f
décroissante.

'(x) < 0 donc f est strictement

2. fest continue et strictement décroissante sur [0 ; 2].
f(0) = 3 et f(2) = -5. Comme 1 est compris entre f(0) et f(2),
I'équation f(x) = 1 a une unique solution ccdans [0; 2].

3.

1.:E 1.0469
1.26 9956z

f(1,25) > 1etf(1,26) < 1,donc 1,25 < o < 1,26.

POUR §’ ENTRAINER

m Commex>2,0na2-x<0.

1.a. 21x < -100 donc 2-x>-0,01,d'ou 2 <x < 2,01.

b.ﬁ <-103 donc 2-x>-0,001,d'ou 2 < x < 2,001.
On conjecture que lim f(x) =-
X—2

x>2

2.a.-0,01 <ﬁ <0 donc -100 > 2 - x, d'ot x > 102.

b.-0,001 < - <0donc-10* > 2 -, d'olix > 1002.

2
On conjecture que lim f(x) =
X—>+®

m Onax>0.

1.a. Xiz>1oo donc x2 < 0,01,d'oti 0<x<0,1.

b. Xlz >10000 donc x2 < 0,0001,d’otl 0 < x < 0,01.
2.a. Xiz<o,o1 donc x2> 100, d’'ots x> 10.

b. Xiz <0,0001 donc x2> 10000, d’oli x > 100.

3. Avec la question 1, on conjecture que lim f(x) =
x—0

x>0
Avec la question 2, on conjecture que lim f(x) =
X—>+®
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X |- -1 0 1 +oo
+ 0 -3 + 00
f 5 /V _x/' \ Y \ 5
2. On étudie le signe de f(x) - (-2) et donc de x21— T
x —w -1 1 +o0
flx)-(-2) + ” - ” +

Six < -1oux > 1,% est strictcement au-dessus de (ds).
Si-1<x <1, est strictement au-dessous de (d3).

EZA (d,) d’équation x = -1 est une asymptote a la courbe
représentative de fdonc la limite de fen -1 doit étre infinie. Le
tableau de variation est le deuxiéme.

On vérifie les autres limites: lim f(x)=1 et lim f(x) =2, donc
(d,) et (d3) d’équations respé:t;\;ces y=1et yx:;sont bien des
asymptotes a la courbe.

E58 FAUX.Si lim f(x) = 2, alors la droite d’équation y = 2 est

X—>+®
une asymptote a 6.
EER vRaL D’apres la définition d'une asymptote verticale.

XN FAUX. Dans le savoir-faire 2 page 45,on al'exemple d’'une
courbe qui coupe son asymptote horizontale.

m VRAI. Comme 2 - f(x) >0, alors f(x) < 2:%;est strictement
au-dessous de la droite d'équation y = 2.

EZN 1. FAUX. D'aprés le tableau, f est définie en -3 et sur
]-o0; =1[, f(x) > 0 donc lim f(x) > 0.
Xx—-3
2.VRAI car lim f(x) = —oe.
x=1

x<1

3.VRAIlcar lim f(x)=0.

EE a. lim f=-c. b. lim gx)=-c.
X—>+® X—>+®©

c. lim h(x)=+oo. d. lim k(x)=-oo,
X+ X+

e. lim p(x)=-co. f. lim m(x)=-co.
X+ X—+®

3 a. lim f(x)=-o et lim f(x)=+c°.

X—- X—>+0%
b. limgkx)=+® et lim g(x)=-o».
X—- X—+o
c. limhx)=-co et lim h(x)=+oo.
X—-© X—>+®
d. lim k(x)=- et lim k(x) =-oo.
X—- X—>+%

m Voir livre page 421.

E3A a. lim fpo = lim fx)=0.

b. limg()= lim g()=0.
. limhp)= lim h(x=0.
d. lim k()= lim k(x)=0.

EA a. 1im f) = lim (23) = - et lim f(x) = +<.

X—>-® X—-®

b. limg(x)= lim (-5)=+x et lim g(x)=-o,

22

c. limhx) = lim @7x*)=4x et lim h(x)=+c.

d. lim k(x)= lim (-7x}) =-x et lim k(x)=-o.

X—=-o

£ a. lim £ = lim 3X =5 et lim f(x) = 5.

X—-% x—=-» X X—+»
b. lim g = lim =X2 = lim (-x)=+% et lim g(x)=-.
X—- x—-o X X—-% X—+w
— 2 . —_ .
c. lim h() = lim =82 — jim =6 —get lim h(x) =o0.
X—-% PENEE'S x—-0 X X—>+®
d. lim kG) = lim X=1et lim k(x)=1.
X—-0 x—-e X X—+%

49 | Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium :
02_TS_exercice49.alg (AlgoBox).
1.
Saisir a, b, ¢
Sia<0
alors afficher «lim en — infini est — infini »
afficher «lim en + infini est — infini »
Sinon afficher «lim en — infini est +infini »
afficher «lim en + infini est + infini »
Fin Si

2. Voir fichier.
Tester l'algorithme puis Lancer Algorithme |

Aveca=-2,b=3etc=-4:

rrrplgorithme lancé*=®
lim en - infini est - infini
lim en + infini est - infini
*riplgorithme termindgvry

Aveca=3,b=-2etc=5:

*rrplgorithme lancérrs
lim en - infini est + infini
lim en + infini est + infini
*rrplgorithme terminé=rr

Saisira, b, cetd
L prend la valeur %

afficher «lim en — infini est», L
afficher «lim en + infini est», L

EI VRAI, d'aprés le résultat du cours sur la limite en I'infini
d’une fonction polynéme.

clim SX2=3x+1_ iy SX2 _
B2 raux: lim SR 36EL~ lim 260 < 4o

EN 1.a. lim f)=-. b. lim g(x)=+c.
x—0 x—0

x<0 x<0
c. lim h(x) =-oc. d. lim k(x) = +o.
x—0 x>0
x<0 x<0
2.a. lim f(x)=+oo. b. lim g(x)=-c.
x>0 x>0
x>0 x>0
c. lim h(x) = +oe. d. lim k(x) = -oo.
o s
EX a limf)=- b.limg(x) =+

x—1 x—1
x>1 x>1

c. lim h(x) = +oe.
x—1
x>1

EA 1.a. lim (x+1)=3et lim (x=2)=0*,donc lim f(x) = +c.
x—2 x—2 x—2

x>2 x>2 Xx>2



b. lim (x-5)=-3etlim (x-2)=0* donc lim g(x)=-
X—2 Xx—2 x—2
X>2 x>2 x>2
c. lim 3x-1)=5et lim (2-x)=0-,donc lim h(x) =-oo.
X—2 x—2 X—2
x>2 x>2 x>2
d. lim (1-x?)=-3et lim (2-x) =0, donc lim k(x) = +c=.
x—2 x—2 Xx—2
x>2 x>2 x>2
2.a. lim (x+1)=3et lim (x-2) =0, donc lim f(x) = -,
x—2 x—2 X—2
x<2 x<2 x<2
b. lim (x-5)=-3et lim (x-2)=0-, donc lim g(x) =
Xx—2 x—2 X—2
x<2 x<2 x<2

c. lim 3x-1)=5et lim (2-x)=0%,donc lim h(x) =
X—2 Xx—2 x—2

x<2 x<2 x<2

d. lim (1-x?)=-3et lim (2-x)=0% donc lim k(x) = -c°.
x—2 x—2 X—2
x<2 x<2 x<2

EA .
x —» -2 1 +00
X2+ x-2 + 0 - 0 +

2. lim (x+1)=-Tet lim (x2+x-2)=0%donc lim f(x)=-c=.

X—-2 x—-2 X—-2

x<-2 x<-2 x<-2
lim x+1)=-Tet lim (x2+x-2)=0-,donc lim f(x)=
X—-2 X—-2 xX—-2
X>=2 X>=2 Xx>=-2
lim(x+1)=2et ||m x2+x-2)=0",donc lim f(x) =-

x—=1 x—1
x<1 x<1 x<1

EA voir livre page 421.
EEN Faux: lim =2 = et lim =2t X+1 = 4oy —co,
X x+1

x—-1 x—-1

EX Faux: lim izz+oo car x2>0.

x>0 X
x<0
BB vral: lim — 1 —jim — 1 =4,
x>1 X2 =2Xx+1 x51 X2 =2x+1
x<1 x>1
62 V- VNPRTIE & B iy
xm X-2 2
E2 1. iim f(x) =+ et lim f(x) 3 : la droite d'équation

X—- x>+

y =3 est une asymptote a <6fen +00,

2. a. Pour tout réel x, f(x) = 2 donc f(x) ne s'annule pas sur R :
g est définie sur R.

b. lim f(x)

X—-%

lim f(x)

X+

=+, donc lim g(x) =
X—-
=3,donc lim g =+
X—o+®

c. Les droites d'équationsy =0 ety = % sont des asymptotes

a 6,4 (respectivement en — et en +).

3 1. iim fo

X—-®

=+xet lim f(x)=

X—>+®
2. a. g est définie si f(x) # 0. D'apres le tableau, f s'annule en 3
donc g est définie sur]-o0; 3[U]3; +oo[.

b. lim f(x) =+, donc lim g(x)=0
lim f(x)=0-,donc lim g(x)=-

lim f(x) = 0%, donc lim g(x) =
x—3 Xx—3

x<3 x<3

lim f(x) =0-, donc lim g(x) =-
xX—3 X—3
x>3 x>3

c. L'axe des abscisses et la droite d'équation x = 3 sont des
asymptotes a 6.

m 1. g est définie si f(x) # 0. D’apres la courbe, f s'annule
en-1eten 1 donc g est définie sur:

J-o0; =1UI-1; U +oef.
2. Ilm f(x) =1, donc I|m g(x)—1

De méme, lim g(x)= 1.
X—+%

lim f(x) =0% donc lim g(x) =
x—-1

x<—1 x<-1

lim f(x)=0",donc lim g(x) =
x—-1 x—-1

x>=1 x>-1

lim f(x) = 0-, donc lim g (x) = —co.
x—1 x—=1

x<1 x<1

lim f(x) = 0%, donc lim g(x) =
x—1 x—1

x>1 x>1

Les droites d'équationsy = 1,x=-1 et x= 1 sont des asymptotes
a%,.
EA im £00 = lim g = lim h(o =

X—-® X—-% X—-®

est une asymptote aux trois courbes en — oo,
lim f(x) =lim g(x) =lim h(x)
x—1 x—=1 x—=1

: 'axe des abscisses

=—o0:la droite d'équation x = 1

x<1 x<1 x<1

est une asymptote aux trois courbes.
(Ona lim f(x) =lim g(x) =lim h(x) = +.)
x—1 x—1 x—1
x>1 x>1 x>1

lim f(x)=1lim g(x)=lim h(x) = +:la droite d'équation x=3
X—3 X—3 X—3

x<3 x<3 x<3

est une asymptote aux trois courbes.

Gl1. lim f0=-3, lim g()=-3et lim h(q =

lim f(x):+oo, lim g(x)=+oet lim h(x)=+o°.

x—3 x—3 x—=3

x<3 x<3 x<3

lim f(x) =—cc, I|m gx)=+xet I|m h(x)=Ilim 205X _ 4o
x;>33 3 3 xa3 3 —X)

lim f(x)=-3, limg(x)=-3et lim h(x)_

2.6, représente f, ‘¢, représente h et €5 représente g.

A 1. fest définie si —x2 - 2x+ 3 =0.
Or —-x2-2x+ 3 s'annule en 1 et en -3 donc f est définie sur
]-o0; -3[U]-3; 1[U]1; +eof.

. dim f(x)= lim L lim 7_06t I|m f(x) 0:l'axe des

x~> © x—-% —X?2 X—-®

abscisses est une asymptote a €, en - et en +oo.

X - -3 1 + %

-2x+3 - 0 + 0 -

I|m x+1)=-2et I|m( -2x+3)=0",donc Ilmf(x) +00,

x<73 X<— 3 X<— 3

lim (x+1)=-2et lim (-x2-2x+3)=0%*donc lim f(x)=-
x—-3 x—-3 X—-3
x>-3 x>-3 x>=3

La droite d'équation x = -3 est une asymptote a ¢.

lim (x+1)=2et lim (-x2 - 2x+ 3) = 0%, donc lim f(x) = +.
x—=1 x—=1 x—1
x<1 x<1 x<1
lim (x+1)=2et lim (-x2-2x+ 3) =0, donc lim f(x) = -,
x—=1 x—1 x—1
x>1 x>1 x>1

La droite d’équation x = 1 est une asymptote a ;.
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EZN 1. fest définie si x2-x—-2 0.

Or x2 - x — 2 s’annule en - 1 et en 2, donc f est définie sur
J-o0; -1[U1-1;2[U]2; +oo.

2. XILr\_Lf(x) = Xl_l)mm ;—i =1let Xllrrxf(x)=1 :la droite d’équation

y =1 estune asymptote a ;en -~ et en +x,

)'e —® -1 2 +®
-x-2 + 0 - 0 +

lim (x2-4)=-3 et lim (x2-x-2)=0%*donc lim f(x)=

x—-1 x—-1 x—-1

x<=1 x<=1 x<-1

lim x2-4)=-3et lim (x2=x-2)=0",donc lim f(x)=+ce.

x—-1 x—-1 x—-1

x>=1 x>=1 x>=1

La droite d'équation x = -1 est une asymptote a 6;.

lim (x2-4)=0et lim (x2-=x-2)=0":«Fl».
x—2 X—2
x<2 x<2
2)(x+2) X+2 _4 .

lim f —|Im(X7 lim =T et limfix)=2
x—>2 ® xaz (X 2)(X+1) x—>2 X+1 x—2 b
x<2 <2 x<2 x>2
ER iim 5 _- lim

X—>+% 1—J— =0 et x~>1'|— X

x>1
23 Faux. sila droite d'équation y = -2 est une asymptote a 6;
en -, alors lim f(x) = -2 et donc lim g(x) = 4 : la droite
X—-% X—-%

d’équation y = 4 est une asymptote a ‘6, en - .

EEN Rl Sila droite d’équation x = 3 est une asymptote a 6,
alors au moins I'une des limites de f en 3 est infinie et il en est
de méme pour g.

EZR 1. uwv) =262 + 1, viu () = @x + 1)2 et u(u () = 4x + 3.
2.u(v)=5-xX3vuX)=05-xPetuux)=
1

_5 4
4.uv)=x+1,vu()=vx2 +Tetu(u) =
75 | 1.f=vo uavec u définie sur[-2; +[ paru(x) =2 + xet v
définie sur [0; +o°[ par v (X) = VX.

2.f=vouavec u définie sur R par u(x) = 1 + 3x et v définie sur
R par v(X) =X~
3.f=vouavec u définie sur ]
et v définie sur R* par v(X) =~

3.u(v() = v(u(x))=%—5etu(u(x))=x.

X2+ 1)2+1.

;-3[UI-3;+[paru(x) =3 +x

4. f=u o uavec u définie sur [0 ; +[ par u (x) = Vx.

1. 1im £ = lim £ =+

X—-®

2. Ilm g( X) = I|m g(x)—
I|m hix) = I|m ' h(0 = V3.

X—>-®

4, Ilm k(x)—+oc et I|m k(x)——
I|m m(x)= I|m m(x)
6. I|m p(x )——ocet I|m p(x)—
EXiim flx)= +ooetI|m f(x) = +o0.
x—=1
x>1 x<3

m FAUX. Par exemple, pour g(x) = x2, lim f(x) = -2
et lim g(x) =+, mais lim g[f(x)]=4. e
X—-® X—>-®

24

EXN FAUX, d'apres le théoreme lim g [f(x)] = +<.
E20 vral d'aprés le théoreme.

EZ voir livre page 421.

B2 1. 1im f0)

X—-°

y =1 estune asymptote a ¢;en —» et en + .

12
fe0 -1 x? +1

2

=1et lim f(x) = 1: la droite 9 d'équation
X—+%0

.Pourtoutréel x, f(x) - 1 < 0:%;est strictement
au-dessous de 9.

2x(x2+1)-2x(x2=1) 4y

(x2 +1) (x2 +1)

Comme (x2 + 1)2 > 0, f'(x) est du signe de 4x.

2.f'(x) =

X |- 0 +

fx) - 0 +

f 1\_1/1

N X

2

x2 +1

3.1 - f(x) < 0,01 équivaut a < 0,01 et donc a

x2+ 1> 200. Comme x = 0, on en déduit que x > +199.
Pour x > 199, la distance entre le point de 6, d’abscisse x
et le point de & d'abscisse x est strictement inférieure a 0,01.

EZN 1. 1im f(0 =+, 1im f(x)
x—-1 Xx—2
x>=1 x<2 x>2

lim f(x) = 1:les droites d'équations x =-1,x=2 ety = 1 sont
des asymptotes ae;.
2.F(x) = =1
(x +1)2 (x-2y

=1 - < 0et—=1
(x+1) (x=2)

strictement décroissante sur]-1; 2[ et sur]2; +o[.

= -, lim f(x) = +» et
X—=2

Comme - <0, f’(x) < 0 et donc f est

x |-1 2 + o0

\1

+ 00 +x
f




m 1. lim f(x) =

x—-1
x>=1

asymptote a €;.
lim fix) =
X—+%

- : |la droite d'équation x = -1 est une

3 :la droite & d’équation y = 3 est une asymptote
a%ren+oo,

fx)-3=- % Sur]-1; +o[, f(x) - 3 < 0:6rest au-dessous

de &.
2.f'(x)=

E) 7 .Sur]-1;+=[, f’(x) > 0 donc fest strictement
+1
croissante.

3.

3 1. fest définie si x® -
- 2x + 5 est strictement négatif donc x2 - 2x + 5 ne s'annule
pas sur R : fest bien définie sur R.

2. lim f(x) = Iim’ fix) =

X—-®

2x + 5 # 0. Le discriminant de

-3 : la droite & d'équation y = -3 est
une asymptote a €, en - et en + .

fx)-(-3)=
) - (-
Six < % ,f(x) - (-3) > 0:€; est au-dessus de %.

% Comme pour tout réel x, x2 -2x+5 > 0,

3) estdu signe de -6x+ 15.

Six > % ,f(x) - (-3) < 0:% est au-dessous de 9.

3.0 —6x(x2 —2x+5)+3x2(2x-2)  gx2 _30x
. X) = =
(x2 =2x+5Y (x2 —2x+5)
X |- 0 5 +
f(x) + 0 - 0 +
0 -3
fls—" T s —

87 | FAUX. Par exemple, pour f(x) = x2, lim f(x) =+ mais
X+
fn'est pas croissante sur R.

FAUX. Par exemple, f définie par f(x) = E'—i'] est croissante
X

sur R, mais lim f(x)=1.
X+

mg(x)s2xet lim 2x=-o, donc lim g(x)=-

X—-® xX—-%

2x-1=<g)et lim (2x- 1) =+9,donc lim g(x) =

X+ x>+

EX voir livre page 421.

1-1donc

mPourtoutreeIx, “l<fpg<tet Ilm X2
241 x? +1

d'apres le théoreme des gendarmes, lim f(x)=1.
De méme lim f(x) = 1. T

X—>+%

m Pour tout réel x, 1 <f(x) <2donc3 < 2f(x)+1=<25.

On en déduit que pour tout réel x non nul :

3 2f(x)+1 5 ., . 3 5

TS e Sy dou S sgl)<2
lim x% lim % = 0, donc d'apres le théoréme des
X—+% X—+%

gendarmes, lim g(x) =0.De méme lim g(x)=0
X—>+% X—>-®

m 1. Pourtoutréel x >0, x < x+ 1 (¥). Commex+1>0,
en multipliant chague membre de l'inégalité (*) par x + 1, on
obtientx(x+ 1) < (x+ 1)2etdonc x(x+T)<x+1(1).

Comme x > 0, en multipliant chaque membre de I'inégalité (*)
par x, on obtient x2 < x(x+ 1) etdonc x < \/x(x +1) (2).

Met2):x= x(x+)=x+1.
2.Pour toutréel x>0, x < x(x +1) < x+ 1 donc:

1 X+1

Y Sfl= Rl
lim 1 = lim X£1_ g donc d’ aprés le théoréme des
x—t0o X X—>+% X2

gendarmes, lim f(x)=0
X—>+®
Ea a.gx) = b.g(x) =-x.

B3 VRAI Comme F(x) = x2 et lim 32 = +2, lim F(x) = +°
(théoréme de comparaison). e

c.gx)=0. d.g(x)=0,5.

EA Faux. par exemple, la fonction g définie sur R par

=1 esttell =g =X=]
gx) est telle que gx) a1

mais lim g(x) = 0.
X—+%©

EXA Faux. par exemple, la fonction h définie sur R par
h(x)=2-x3+x*est telle que 2 - x3< h(x) mais lim h(x) = -ce.
X—>+%

98 IR

ol 10 X

2. lim p(x)=1et lim px) =
x—20 x—20
x>20 x<20

La fonction p est définie en 20, et p (20) = 1.

lim p(x) = I|m p (x) donc p n’est pas continue en 20.
Xx—20 X—=2

x>20 X<20

3. lim p(x)=1,45=p(50) et I|m p(x)=1.
x—50
X;ZO X<50

lim p(x)# lim p(x) donc p n'est pas continue en 50.
x—50 x—50
Xx>50 x<50
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fest continue sur]-o0; 2[ et sur [2 ; +o°[ car sur chacun de ces
intervalles, f est une fonction polynéme.

lim f(x) = lim f(x) =f(2) = 1, donc f est continue en 2.

X—2 X—2

x<2 x>2

On en déduit que fest continue sur R.

100 1. Cette proposition est vraie d’aprés la propriété du cours.
2, La réciproque : «Une fonction continue sur un intervalle |
est dérivable sur I» est fausse. Par exemple, la fonction x +— |x|
est continue sur R mais n’est pas dérivable en 0 et la fonction
x+—x estcontinue sur [0; +2[ mais nest pas dérivable en 0.

A0 1. cette proposition est vraie d'aprés la propriété du cours.
2. La contraposée de cette proposition est vraie puisque la
contraposée d'une proposition vraie est vraie.

LH FAux. Par exemple, la fonction u définie sur R par
u(x)=x+1six=2etu(2)=5esttelleque:
limuX=Ilimukx=3

Xx—2 Xx—2
x<2 x>2

mais u(2) # 3 donc u n'est pas continue en 2.

{LE FAUX. Par exemple, la fonction u de I'exercice précédent et
la fonction v définie sur R par v (x) = —u (x) ne sont pas continues
sur R, mais u + v est la fonction nulle : u + v est continue sur R.

m1.f’(x):—3x2+3.

X |- -1 1 +

fx) - 0 + 0 -

f —_—

2. ¢ f est continue et strictement décroissante sur ]-o ; -1].
lim f(x) =+ et f(-1) = -1. Comme 0 appartient a [-1 ; +],

Ix’gquation f(x) =0 a une unique solution o, dans]-o0; -1].

o fest continue et strictement croissante sur [-1; 1].

f(-1) =-1 et f(1) = 3. Comme 0 est compris entre f(-1) et f(1),
I'équation f(x) = 0 a une unique solution o, dans [-1; 1].

e f est continue et strictement décroissante sur [1 ; +[.
XlLrPxf(x) = - et (1) = 3. Comme 0 appartient a ]- ; 3],

I'équation f(x) = 0 a une unique solution o3 dans [1; +l.
3.-154 <0, <-153;-035<0,<-0,34;187< 03 < 1,88.
IE 1. £x) = 5% + 92 = x2(5x2 + 9).

Comme x2 =0 et 5x2+ 9 > 0, f(x) = 0 donc f est strictement

croissante sur R.
2. a. fest continue et strictement croissante sur R.
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lim f(x) =-c et lim f(x) =+ donc I'équation f(x) = 0 a une

X—-o

unique solution o dans R.
b. 1,121 <o <1,122.

106 1.F(x) =43 + 2x = 2x(2x2 + 1).
2x2+ 1 > 0 donc f'(x) est du signe de 2x.

x |- 0 +o0

fx) - 0 +

fre T, —>

2. fest continue et strictement décroissante sur ]-; 0].
lim f(x) = + et f(0) = 0. Comme 1 appartient a [0 ; +°[,

X—-®

I'équation f(x) = 1 a une unique solution o.; dans ]-c; 0].
3. fest continue et strictement croissante sur [0 ; +[.

Iim‘ f(x) = + et f(0) = 0. Comme 1 appartient a [0 ; +°[,
Fgc;Jation f(x) = 1 a une unique solution o, dans [0 ; +°[.
4.-0,79 <o,y <-0,78et0,78 < o, <0,79.

LI 1. soit £ définie sur R par f(x) = x3+x—1:£/(x) = 3x2+ 1.
f’(x) > 0 donc f est strictement croissante sur R.
f est continue et strictement croissante sur R.

lim f(x) =-xet X[Txf(x) =+ donc I'équation f(x) = 0 a une
ﬁi}qﬁue solution oo dans R :0,6823< o, < 0,6824.
2. Comme dans la question 1, on applique le corollaire du
théoréme des valeurs intermédiaires et on en déduit que
I'équation f(x) = a a une unique solution dans R.

LH voir livre page 421.

iIE 1.En saisissant g, b, k et e, ce programme donne un
encadrement de la solution de I'équation f(x) = k avec une
précision égale a e.

2.

HMaMi W=k +i"a

If Fx5a8y HLS st
Then M+BE+ *End

g} Hink!
(R 1 cEnde bise A-E

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 02_TS_exercice110.alg (AlgoBox).

On a défini la fonction {F1(x)=pow(x,3)+x-1 ]

Tester l'algorithme puis Lancer Algorithme .
a.a=-1,b=0,k=-2ete=0,01:

rrrplgorithme lancértr:
-0.6875

-0.6796875

ttrplgorithme terminé®***

Encadrement a 0,01 prés:-0,69 < a < -0,67.



b.a=0,b=1;k=0ete=0,01:

*rralgorithme lancé®*=*
B.6796875

0.6875

rrrplgorithme terminé*=®

Encadrement a 0,01 prés: 0,67 < o, < 0,69.
c.a=1,b=2,k=5ete=0,01:

*rrplgorithme lancé=rs
1.6328125

1.648625

*rrplgorithme terminé*=*

Encadrement a 0,01 pres: 1,63< o < 1,65.

{EE1 1. Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le

manuel numérique premium : 02_TS_exercice111-1.alg

et 02_TS_exercice111-2.alg (AlgoBox).

® Avec 02_TS_exercice111-1.alg, on définit la fonction
[F1in=x*x-2).

Tester 'algorithme puis Lancer Algorithme .

2.a=Tetb=2ete=0,000001.

3.Aveca=1,b=2ete=0,000001:

**ralgorithme lancétr*®*
1.4142132

1.4142141

*rrplgorithme terminér=s

Encadrement & 0,000001 prés: 1,414213< 2 < 1,414215.
Pour avoir un encadrement d’amplitude 0,000001, on choisit
e =0,0000005 :

*rrplgorithme lancé**®
1.4142132

1.4142137

*rrplgorithme terminé*rs

D'ol: 1,414213< 42 < 1,414214.

e Avec 02_TS_exercice111-2.alg, on définit la fonction

. On exécute le programme aveca=1,b = 2,

k=2ete=0,000001.

iIE 1. Voir cours.
2. La continuité de f est une condition suffisante mais pas
nécessaire. Par exemple, pour la fonction f définie par:
f(x)=x si1<sx<3

{f(x)=x+2 si3sx=<>5
fn’est pas continue sur [1; 5] mais I'équation f(x) = 2 a une
solution dans [1; 5].
3. La stricte monotonie de f est une condition suffisante mais
pas nécessaire. Par exemple, la fonction f définie sur R par
f(x) = x3 - 3x n’est pas monotone sur R, mais I'équation
f(x) = 3 a une et une seule solution dans R.
Xd

x2 +1
est continue et strictement croissante sur R, mais I'équation

iIEI FAUX. Par exemple, la fonction f définie par f(x) =

f(x) = 2 n'a pas de solution dans R.

. Par exemple, pour la fonction f définie sur [-2;
I Faux. P | la fonction f définie sur [-2; 1]
par f(x) = x2, I'équation f(x) = 0,5 a deux solutions dans [-2; 1]
alors que 0,5 n’est pas compris entre f(-2) et f(1).

EE VRAL. Si f est continue et strictement monotone sur
[a; b], fadmet comme extremums f(a) et f(b) et donc pour tout
réel x de [a; b], f(x) est compris entre f(a) et f(b). Si k n'est pas
compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x) = k n'a donc pas de
solution dans [a; b].
8 lim =0, lim )=~ lim f)=+etlim f)=-.
X - Xoom X X
x<-2 x>-2 x<5

5 lim f(x)=4et lim f(x)=4:ladroite d’équation y =4 est
X—-% X+

une asymptote a ¢; en - et en +.

lim f(x) = - etlim f(x) = +: la droite d’équation x = 1 est

x—=1 x—1

x<1 x>1

une asymptote a ;.

118 Iirp f(x) =+o. lim gx)= lim ﬁ:o
et lim h(x)= lim [f(x)]® +oo.

'X%*% _ +x~>:0€ o L:
fim, 10 =0 lim, 910 = lim, 75 =+
x<-2 X<-2 x<-2
et lim h(x)= lim [f(x)]*= 0.

X—-2 X—-2

x<-2 Xx<-2

{EE] « si k= 0: la fonction fest définie par
fx)=x si x<O0
{f(x) =-Xx six=0
fest continue sur]-o; 0[ et sur [0 ; + <.
lim f(x) =lim f(x) =f(0) = 0 donc fest continue sur R.
<o s
® Si k=1:lafonction fest définie par
fx)=x si x<1
{f(x):—x si x=1
fest continue sur]-o; 1[ et sur [1; +[.
lim f(x)=1 etlim fix)=f(1)=-1.

x—1
x<1 x>1

lim f(x) # lim f(x), donc f est n'est pas continue en 1 : fn'est
x—=1 x—1
x<1 x>1

pas continue sur R.

EX] 1. soit £ définie par £(x) =33 - 2x2 + x: £/(x) = 3x2 - 4x + 1.

‘[ 1 1 -
f(x) + 0 - 0 +
4 +o
f
e — 7T T, —

1\ -4 .
f(3) 4 ~0,148.
e Sur]-; 1], fadmet un maximum strictement inférieur a 1 donc

I'équation f(x) = 1 na pas de solution dans ]-°; 1].

o D'aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 1 a une unique solution o. dans [1 ; +oo[.

Une valeur approchée de o a 0,01 prées par défaut est 1,75.

2. On applique le corollaire du théoreme des valeurs

intermédiaires dans chacun des intervalles }—DO; l} , [1' 1}

3 3’
et[1;+oo[ et on en déduit que I'équation f(x) = 0,1 a exactement

trois solutions dans R.
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POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 421 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

iE:I i 3x=1__ . i 5  __ .
alim Sex =% blim e S~
x>=2 x>1
¢ lim (234 3)(Vx —1) =+, d. lim (X3 -2x+3)=-o.
X—>+% X—>+%

E f'(x) = 5x* + 2. f'(x) > 0 donc f est strictement croissante
sur [0; 2]. fest continue et strictement croissante sur [0 ; 2].
f(0) = - 4 et f(2) = 32. Comme 0 est compris entre f(0) et
f(2), I'’équation f(x) = 0 a une unique solution . dans [0 ; 2] :
1LM<a<1,12.

133 f'(x)=-3x2+ 12x = 3x(-x + 4).

X —® 0 4 4o
f'(x) - 0 + 0 -
p + 24
T 8 / \L_w

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 0 a une unique solution :

e x;dans]-0;0]:-1,07 <x; <-1,06;
ex,dans[0;4]1:13<x,<1,31;

e x3dans [4;+%[:575 <x3<5,76.

P> Asymptotes obliques
3
x2+1
f(x) - (1 +x) > 0, donc 6, est au-dessus de &.

> Pour tout réel x, f(x) - (1 +x) =

> Dans le triangle MHP rectangle en H, la longueur de
I'hypoténuse est supérieure a celle des autres cotés donc
MH < MP.

>0 < MH < MP. Or MH = u (x) et comme 6 est au-dessus de &,
MP=f(x)-(1+x)doncO<u(x) <f(x)-(1+x).

> lim [f60-(1+x] = lim —3
X+ x—+o X2 +1

des gendarmes lim u(x) =0.

X—>+®

=0, donc d'apres le théoréme

On en déduit que lorsque «x tend vers +% », |a distance du
point M a la droite & « tend vers 0 ».

> « lim [f(x) - (1 + x)] = 0 » est une condition suffisante pour

que lim u(x)=0.
E lim [f(x) - (2x - 1)] = lim (_%) =0 donc la droite &
X—>+® Xx—>+0\ X —

d’équation y = 2x - 1 est une asymptote a ‘¢ en +.

BEH Sur - -21, f00 - 2 - 0 = 5=

lim [f(x) - (2 - x)] = 0 donc la droite % d’équation y = 2 — x est

un;:- asymptote a €gen —oo,
__=2 .
B f00-6x-2= 52
lim [f(x) - Bx-2)]= lim [f(x) - (3x - 2)] = 0 donc la droite &

X—-o

d'équation y = 3x — 2 est une asymptote a €, en - et en + .
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TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Image formeée par une lentille
convergente

L'objectif de ce TP est d'étudier, de « maniére mathématique » un
probléme d’optique.

L’utilisation d’un logiciel de géométrie permet de créer et
d'observer Iimage formée par une lentille convergente selon la
place de I'objet sur I'axe focal, de faire une conjecture sur cette
image dans les cas «limites » ot I'objet est «a I'infini» et ou il
est trés proche du foyer, conjectures que I'on démontre dans la
derniére partie (la relation de conjugaison que I'on utilise est écrite
par les physiciens avec des mesures algébriques et non I'abscisse
des points).

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

02_TS_TP1.ggb et 02_TS_correctionTP1.ggb (GeoGebra) ;
02_TS_TP1.fig et 02_TS_correctionTP1.fig (Cabri).

A. Construction et animation de la figure
Avec le logiciel GeoGebra
Les notations utilisées ci-dessous sont celles utilisées dans le
fichier corrigé 02_TS_correctionTP1.ggb.
Le logiciel GeoGebra nomme automatiquement les objets :
cliquer droit sur I'objet pour accéder a Renommer .
Ouvrir le fichier 02_TS_TP1.ggb.
Constructionde A”:
Aller dans les menus Droite parallele ,
Intersection entre deux objets , Segment entre deux points ,
ou Droite passant par deux points , pour construire :
- a;, la droite paralléle a (ff)) passant par A ;
- E, le point d'intersection de a; et du segment L ;
- ay le segment [AE];
- ag, ladroite passant par EetF’;
- ao, la droite passantpar AetO;
- A, le point d'intersection de ao et as.
Constructionde C':
Aller dans les menus  Droite paralléle ou
Droite perpendiculaire , Intersection entre deux objets ,
Segment entre deux points pour construire :
- a’, la parallele au segment L passant par A’ (ou la
perpendiculaire a (ff’) passant par A’) ;
- C, le point d'intersection de a’ et de (ff') ;
- a'c, lesegment [C'A’].
Affichage taille objet : Aller dans le menu Insérerun texte et
rentrer .
Pour plus de lisibilité, enlever I'affichage des droites a, et a’, et
I'affichage des étiquettes des objets créés.

Avec le logiciel Cabri

Ouuvrir le fichier 02_TS_TP1.fig. Pour toutes les opérations, on
choisit d’abord le menu dans la liste des icdnes, puis on clique
sur I'objet de la figure concerné.



Constructionde A”:

On trace d'abord la droite (OA) avec le menu Droite (3¢icone).

On trace la paralléle a (FF’) passant par A avec le menu
Droite paralléle (5¢icone).

On détermine le point d'intersection X de cette droite avec la

lentille avec Point d'intersection (22 icone).

On trace la droite (XF') avec le menu Droite .

On détermine le point d'intersection de (XF') avec (OA) avec le

menu Point d'intersection : c'est le point A".

Construction de C':

On trace la perpendiculaire a (FF’) passant par A’ avec le menu
Droite perpendiculaire (5¢icone).

On détermine le point d'intersection de cette droite avec (FF')

avec le menu Point d'intersection :c’est C'.

On définit le segment [A’C'] avec le menu Segment (3¢icone).

Affichage taille objet :

Dans la 9¢icOne, on choisit le menu Distance ou longueur et on

clique sur le segment [A'C’].

On déplace la zone de texte contenant cette longueur a

I'endroit voulu.

B. Observations avec le logiciel

Bien déplacer le point A dans le «champ de la lentille » : ni plus
haut, ni plus bas que la lentille et dans le demi-plan a gauche
de lalentille.

1.a.0C=20F.

b. OC > 20F.

c. OF < OC < 20F.

d.OC < OF.

2. Lorsque l'objet est «a l'infini», 'image devient trés petite et
tres proche de F ":

taille objet : 2.18
taille image : 0.3
distance 0C : 12.51
——— distance OF : 1.5

o (%

N\ tallle objet : 2.08
taille image : 10,64
A distance OC : 1.78
distance OF : 1.5

Lorsque I'objet approche de trés LG <
pres le foyer «par la gauche»,
I'image est inversée, trés grande
et s'éloigne de F'.

Lorsque I'objet approche de &

trés pres le foyer «par la droite », ‘\\

I'image est trés grande, du méme \

coté que l'objet et s’éloigne \

deF. K. B

C. Etude théorique

1_1_1_ p+f 1 s _
1. ———- =2 =donc —=—dol:g= =—,
q p f pf" q q

2. lim ;7pff =-f=f":Iimage est trés proche de F'.
p>-» p—

p-f - 0 +

lim (-pf) =-f2 et lim (p - f) = 0~, donc lim g = + .
p—f p—o>f p—f
p<f p<f

L'image est de l'autre c6té et s'éloigne «indéfiniment» de F'.
lim (-pf) =-f2 et lim (p - f) = 0*, donc lim g = - 0.
p—f p—>f p—f

p>f p>f
L'image est du méme cOté que l'objet et s’éloigne
«indéfiniment» de F.

TP 2 Meéthode de Lagrange

Les méthodes de dichotomie et de balayage ont été détaillées
dans le cours, la méthode de Newton (ou encore « des

tangentes ») a été étudiée dans un TP en classe de Premiére.
Nous avons choisi ici d’expliquer la méthode de Lagrange ou de
«la fausse position » ou encore «des sécantes ».

Les deux premiéres parties permettent dans le cas particulier d’'une
fonction croissante et convexe, d'encadrer la solution de I'équation
f(x) =0, tout d'abord a I'aide d’un logiciel de géométrie dynamique
puis a l'aide de deux algorithmes : le premier reprenant le principe
de la construction géométrique (nombre d'itérations donné par
l'utilisateur), I'autre permettant d’obtenir I'encadrement avec une
précision choisie par l'utilisateur.

La derniére partie améne les éléves a entrevoir que cette méthode
n’est pas valable pour toutes les fonctions. La convexité n’étant
pas au programme, nous mettons les éléeves sur la piste d’'un
algorithme testant a chaque étape si I'on doit tracer le segment
[AC] ou le segment [BC].

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

02_TS_TP2.ggb (GeoGebra) et 02_TS_TP2.g2w (Geoplan);
02_TS_algo1_TP2.alg, 02_TS_algo2_TP2.alg

et 02_TS_algo3_TP2.alg (AlgoBox).

A. Avec un logiciel de géométrie dynamique
1.0n utilise le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires.
2.a.b.etc.

Avec le logiciel GeoGebra

Les notations utilisées ci-dessous sont celles utilisées dans le
fichier 02_TS_TP2.ggb.

Le logiciel GeoGebra nomme automatiquement les objets :
cliquer droit sur I'objet pour accéder a Renommer .

Dans le menu Options , choisir Arrondi puis 5 décimales .

Chapitre 2 Limites ef confinuite — Tem S specifigue 29



Dans le champ de saisie, taper :

(a=0); (b=5); (£ (x1=0.05x13-2); (A=(a,f (a)) et B=(bf (b))

Aller dans les menus Segment entre deux points ,
Intersection entre deux objets pour construire :

- ¢, le segment [BA];
-1, le point d'intersection de c et de I'axe des abscisses.

Et dans le champ de saisie : |C1=(x(c1),f (x(c1)))

Puis continuer de la méme fagon et construire d, le segment
[C1B], c2 le point d'intersection de d et de I'axe des abscisses,

puis dans le champ de saisie : [C2=(x(c2),f (x(c2)))]...

On lit ensuite I'abscisse du point c4 dans la fenétre Algebre.

Avec le logiciel Geoplan
Créer ; Numérique ;

’ ’

Fonction numérique ; A1 variable (appeler

fonction f).

Créer ;

; Ligne ; Courbe ; Graphe d'une fonction déja créée .
Créer ; Numérique ; Calculalgébrique (Expression du calcul:

0 et Nom du calcul : a).

Créer de méme b (Expression du calcul : 5 et Nom du calcul : b).
Créer ; Point

’ 1

ordonnée : f(b) et nom du point : B).

Pointrepéré ; Dansleplan (abscisse : b,

Point ;

* Créer ; ; Pointrepéré ; Dansleplan (abscisse : a,
ordonnée : f(a) et nom du point : A).
Créer ; Ligne ; Segment(s) ; Définis par 2 points (AB).

Créer ;

’

Point ; Intersection 2 droites (AB et ox; nom:c1).

Créer ; Numérique ; Calcul géométrique ;

Abscisse d'un point dans le plan  (nom du point:c1 etabscisse: x1).
Puis recommencer a * pour créer les autres points. A étant
remplacé par C1 et a par x1 ...)

Créer ; Affichage ; Variable numérique déja définie (x4 avec au
moins 5 décimales)

d. Une valeur approchée de ¢, est 3,30569.

B. Avec un algorithme

1. La droite (AB) a pour équation :
_f(b)-f(a) a4 f(a)b— af (b)

b—a b—a
Lo __flab-af®b) _ af(b)—-bf(a)
Siy=0,x= O —f@ donc C‘_if(b)—f(a) .
2.a.

— == FROGRAM: LASRANGE
= LAGRANGE ETSEMPt A-E-H
nEzudlBe fWhile K2M
bhite ken D1
Zhe H
Aivia £ E"f@
1y
Yi+Fa i CAR=EF 2 CE-F ) #A
B+
Y130 K
CAG—EF - CE-F )+ A
K+1+Fa BoAsR R
HhileEnd#
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Saisir a, b, N

k prend la valeur 1

Tantque k< N
a prend la valeur (af(b) — bf(a))/(f(b) — f(a))
k prend la valeur k + 1

Fin tant que

Afficher a

Avec AlgoBox : fichier 02_TS_algo1_TP2.alg.

b. Pour afficher la valeur ¢, de la partie A, on exécute le
programme aveca=0,b=5N=4.

rriplgorithme lancé***
3.3056883
*rrplgorithme terminé***

c. Avec N=10.
ea=0etb=20:

***palgorithme lancé***
8.97324236
*tiplgorithme terminé®**®

ea=0etb=10:

*rrplgorithme lancé***
2.869297
triplgorithme terminé**®

ea=0etb=5:

triplgorithme lancé*t*®
3.4197449
rrrplgorithme terminé=**x

Le programme ne donne aucune idée de la précision de la
valeur affichée.
3.a. Saisir a, b, e
Tant que f(a) x f(a+e)=0
a prend la valeur (af(b) — bf(a))/(f(b) — f(a))
Fin tant que
Afficheraeta+e

Avec AlgoBox : fichier 02_TS_algo2_TP2.alg.

¥ VARIABLES

I~ a EST_DU_TYPE NOMBRE

b EST_DU_TYPE NOMBRE

'~ e EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

- LIREa

—~LIREb

—LIREe

W TANT_QUE (F1(a)*F1(a+)>=0) FAIRE
E DEBUT_TANT_QUE

aPREND_LA_VALEUR (a*F1(b)b=F 1(a))/(F 1(b)F 1(a))
FIN_TANT_QUE

— AFFICHER a

—b PREND_LA_VALEUR a+&

'~ AFFICHER b

— FIN_ALGORITHME

b.Poura=0,b=5ete=0,01:

rrxplgorithme lancé**x
3.4150352

3.42508352

trip]lgorithme terminé**s*

C. Encore une amélioration
Pour utiliser le fichier de la partie A, il suffit de modifier les
valeurs de g, de b et I'expression de f(x).



Pour f(x) =0,05x3 + 2:

@ C1 = (-2.82051, 0.8781)
= €2 non défini

> €3 non défini

9 ¢c=6.57438

4 ¢1=(-2.82051, 0)
© ¢2 non défini

© ¢3 non défini

© ¢4 non défini

4+ d=1.00268

© e non défini

@ g =0.8781

< h non défini

= | non défini

© j non défini

cf

Dés la deuxiéme étape, le segment [BC1] ne coupe pas l'axe
des abscisses.

2. Correctif : il faut lire «f(c;) et f(b) sont de méme signe » et non
pas «f(c;) et f(c;) sont de méme signe ».

Saisir a, b, e
c prend la valeur (af(b) — bf(a))/(f(b) —f(a))
Tant que f(c) x f(c+e)=0etf(c)xf(c—e)=0
c prend la valeur (af(b) — bf(a))/(f(b) — f(a))
Sif(c) x f(b) <0
a prend la valeur ¢
sinon
b prend la valeur ¢
Fin si
Fin tant que
Afficherc—e,c,c+e

Avec AlgoBox : fichier 02_TS_algo3_TP2.alg.
Poura=-5b=-2ete=0,01:

*rrplgorithme lancé*=*
c-e=-3.419993

€=-3.409993

c+e=-3,399993
**ralgorithme terminé==*=

CAP VERS LE BAC

Sujet A
Partie A
1. Iimxg(x) = Iimm(—2X3) =-—o,
2. ;7(;) =-6x2 -Xl-_>1+8x— 10 =2(-3x2+ 9x - 5).

A=81-4x15=21.
x :9_76Jﬁ :O,74etx2:% =2,26.

Sur [0; x4[ et sur ]x, ; +°[, g'(x) < 0 donc g est strictement
décroissante.

Sur Ix; ; X5, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante.

3.

x |0 X1 X +

g’(x) - 0 + 0 -
4

g(x))
g \ g(x;) _— T

—©

avec g (x;) = 0,72 et g (x,) = 4,28.

4.a. ¢ Sur[0;x,], le minimum de g est strictement positif, donc

I'équation g (x) = 0 n'a pas de solution.

e g est continue et strictement décroissante sur [x, ; +[.

g(xy) = 4,28 et lim g(x) = —c. Comme 0 appartient a
X—>+%

]-%; g (x,)], 'équation g (x) = 0 a une unique solution dans

[xy; +oo.

(E) a donc une unique solution o dans [0 ; +oo[.

b.3,09 <o <3,10.

5.5ur[0; 0, g(x) > 0etsurlo;+[, g(x) <O.

Partie B
1. Pour tout réel x positif ou nul :
Alx)=-4x3+18x2-20x + 8=29(x)
donc A'(x) a le méme signe que g (x).
2.Sur [0; af, g(x) > 0 donc A’(x) > 0 : A est strictement
croissante.

Sur Jou;+ [, g(x) < 0 donc A’(x) < 0 : A est strictement
décroissante.

Partie C
1. L'aire du rectangle OPMQ est égale a :
OPx0Q=xf(x)=x(-x3+6x2-10x +8) = A(x).
D'apreés la question 2 de la partie B, la fonction A admet un
maximum pour x = o donc l'aire est maximale lorsque M a pour
abscisse a..
2. La tangente T en M a pour
coefficient directeur f'(0v).

<

La droite (PQ) a pour coefficient ]
directeur \
xf(x) = A(x) donc f(x) + xf'(x) = A'(x) Q

donc f(or) + o f'(o) = A'(ov). |

CommeA’(a)) =0, f(o) + o.f (o) =0
—f(o)
—

etdoncf'(o) =
La tangente T et la droite (PQ)
ont donc le méme coefficient
directeur : elles sont paralléles.

Sujel B

1.fX)-gx)=x3-(x2+4)=x3-x2-4
et(x-2)2+x+2)=x3-x2-4

donc f(x) —g(x) = (x - 2)(x2 + x + 2). T
2.f(x) = g(x) équivauta: 1

(x-2)0+x+2)=0.

Le discriminant de x2 + x + 2 est strictement
négatif donc f(x) = g (x) a comme unique
solution 2. 1
f(2) = 8: le point d'intersection de € et T"
est le point de coordonnées (2 ; 8).

3. a. Voir ci-contre. I A
b. PQ=xp - xq. XQ: XP: ~
P (xp; m) et P € 6 donc f(xp) = m.

o
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Q(xq;m)etQ & I'donc g(xg) =m d'ol f(xp) = g (xg).

c.CommePQ=1,xp—xq=1etdoncxqg=xp- 1.

Comme f(xp) =g (xq), f(Xp) = g (xp— 1) et donc xp> = (xp — 1)2 + 4.

On en déduit que xp est solution de I'équation (E) :
-x2+2x-5=0.

Soit h la fonction définie sur [0; 2] par h (x)

h'(x) =3x2-2x+2.

A = -20. Pour tout réel x, h’'(x) > 0 donc h est strictement

croissante.

=x3-x2+2x-5.

h est continue et strictement croissante sur [0 ; 2].
h(0)=-5eth(2)=
(E) a une unique solution dans [0 ; 2].

3. Comme 0 est compris entre h(0) et h(2),

Xp=1,63a0,01 prés par défaut.
Xp est I'abscisse du point P tel que PQ=1.

Sujel C
1.a. lim fi(x) =
) — 1
b.fi'(x)=2+ x
c.
X 0 +o0

f, - ///V +%

2.a. lim f, (x) =+,

X—>+©

b.Sur]0; +<[, f,(x)=

1
+ .
2nVx
f,'(x) > 0 donc f, est strictement croissante.
c. f, est continue et strictement croissante sur [0 ; +o°[.
f,(0)=-2et lim f, (x) = +%. Comme 0 appartient a
X—+%

[-2; 400, I'équation f,(x) = 0 a une unique solution o, dans

[0;+ooL.
d. £,(0) = -2 et £,(1) =% . 0 appartient & 1£,(0) ; f,(1)[ donc
0<ao,<T1.
3. Comme fp (0l pq) =0, 20, — 2 + Vo 1*1‘ = 0 et donc
VO = (n+1)(2 = 20t ,4). On en déduit que :

fo(One) =200 =2+ % = w .

Comme 0 ppq < 1, fy(00 ) > 0.

4. a.On suppose que la suite (ot,) est strictement décroissante.
Onaalors o, > ;1.

f, est strictement croissante donc f,(o
Orfy(a, 1) > 0etf(a,) =0:0naboutit a une absurdité.

On en déduit que la suite (o ,,) est croissante.

b. (o.,) est croissante et majorée (par 1), elle est donc

n > fn(a n+1)-

convergente.
c.f,(oe,) =0donc2o,-2 + —W::” =0donco,=1- —“;;’.

CommelO<o,<T, O<*/_ <L
2n 2n

1 1
1- L <1-3% 4 1-L<a,<1.
donc on o etdonc on <%

Comme lim (1—i) =1,d'apres le théoreme des gendarmes

X—+w 2n
lim a,=1.

X+
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Sujet D

1. Réponse b.
3. Réponse c.

2.Réponse b.
4. Réponse c.

ESUI’1 ;+oof, 2 3X>0et1 x #0donc fest bien définie

sur cet intervalle. I|m f =3 et I|m fix) =

X—>+%
X>1

Les droites d’équations y = v3 etx=1 sont des asymptotes a ;.

E lim f) = lim f() =

X—-% X+

d’'équationy =2 en —» et en +0o.

2 donc 6;admet une asymptote &

fx)-2= X3X 1 Commex2+1 >0, f(x) - 2 est du signe de

+1
-3x-1.

Sur }_

Sur [_%;+ oo|:, f(x) -2 < 0:%; est au-dessous de %.

0; _%} ,f(x) -2 =0:%; est au-dessus de 9.

EH soit f(x) =2x3-3x2+0,5: f'(x) = 6x2 - 6X.

X - 0 1 400
f + 0 - 0 +
0,5 +o0
f P 05 "
_» -0,

On applique le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires dans ]-; 0], [0; 1] et [1 o[, L'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans chacun de ces
intervalles : elle admet donc trois solutions dont une unique
solution o négative : -0,4 < o < -0,3.

POUR ALLER PLUS LOIN

ma Ilm u(x)=2avecu(x) <2surl-=;2[etlim v(X)=+»
X—2

donc lim v(u(x))

b. lim u(x)=+xet lim v(X)

X—>+® X—=+x

X<2

=-7,donc lim v(u(x)) =-

x>+

c.limux) =-xet lim v(X)=1,donc lim v(u(x) =
X——o0 x—2

x—2
x<2

x<2

d.lim ux)=->et lim v(X)=1,donc lim v(u(x)) =
X——0 x—2

x—2
x>2

iﬂl 1. k est définie si f(x) =

Xx>2

0 donc k est définie sur

[-2;11U[3; +l.

lim f(x)=0%et ||m JX =0,donc lim k(x)=0.
X—-2 X—-2

X>=2 X>=2

lim f(x) =0* et lim ¥X =0, donc lim k(x) =
x—=1 X—0 x—1

x<1 x<1

lim f(x)=0* et lim ¥X =0,donc lim k(x) =
x—3 X—>0 X—3

x>3 x>3

lim f(x) =+ et lim VX =+, donc lim k(x) =

X+ X—>+»

X—+®

2. gestla composée de la fonction inverse suivie de la fonction f.

4-X

lim L=0et lim
x—-n X X—0

3 =2,donc lim g(x)=2.

X—-®



im = lim 4A-Xx2 = i =
XILTxX 0et Xl_)0 ) 2,donc XILTxg(X) 2.
2

lim L=—wet lim 4-X =-1,donclim g(x) =-1.
x—=0 X Xo-o0 X2 +2 xaog()

x<0 x<0

Iim0 %=+wetxlim ‘)‘(;i(; =—1,donc|im0 gix)=-1.
x— —+® xX—

x>0 x>0

iIE 1. Pour tout réel x > 1:

xi3-2 _(x+3-2)(x+3+2) _ 4
x=1 (x-Dx+3+2) x+3+2°
2.lim o) =lim —1 =1 et |im f(x) =0.
gl ) o Jx+3+2 4 € e &
x>1 x>1

X+ x>+

im =3X = | =4
14318 lim =3X = lim (3x) = +=.

2. lim (x—xVx)= lim x(1-vx) =-o.

X—o+®

o (R eW)ERETE) g

3.0 +1-x = NES I TSI
s T 2 ST T

Jim (GerT= ) = lim e =0

L] 1. f est définie sur R. De plus les fonctions x — x et
x> |x| + 1 sont continues sur R donc fest continue sur R.

2.fest continue sur]-o; 0[ et sur]0; +oo[.

lim Ixl - lim =X =—1%£(0) donc fn'est pas continueen 0:
x—=0 X x—0
x<0 x<0

fn'est pas continue sur R.

5 1. pourm= 1,lim f(x) =lim 2x2=2=f(1).
x=1 x—=1
x<1 x<1

lim f(x) =lim (- x+ 1) =0:lim f(x) = lim f(x) donc f n’est pas
x=1 x—1 x—1 x—1
x>1 x>1 x<1 x>1

continue en 1:fn'est pas continue sur R.

2. Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 02_TS_exercice145.ggb (GeoGebra).
Créer un curseur m.

Dans le champ de saisie, taper : puis

:

Déplacer le curseur m.

Il semble que pour m = 3, on peut tracer la courbe sans lever
le crayon.

3. Pour m =3, fest continue sur]-o; 1] et sur]1 ; +col.
lim f(x) =lim 2x2=f(1) =2 etlim f(x) = lim (-x+3) = 2.
-1 x—1 x—=1

x—1 X
x<1 x<1 x>1 x>1

lim f(x) =lim f(x) =f(1) donc fest continue en 1: fest continue
x—=1 x—1

x<1 x>1

sur R.

m 1. Pour m =0, fy(x) =x - 1 : fy est une fonction affine.

2.a. lim f,(x) =-oet lim f,(x) =+,

X—- X+
b.Sim <0, lim f,(x)=+xetlim f, (x)=-oo.
x—0 x—0
x<0 x>0
Sim>0,lim f,(x)=-xetlim f,(x)=+0cx.
x—0 x—0
x<0 x>0

3.fy (=1-M-x—m

X x2

Comme x2 >0, f,,’ (x) est du signe de x2 - m.

eSim<0,x2-m>0doncf, (x) > 0:f, est strictement
croissante sur ]-oc; O[ et sur]0; + oo,
(x=m)(x ++m)

oSiI’1’7>0,fm’(x):—x2 .

—-Jm 0 Jm +o0

X -

' ()

£ _OO/V \_OO +oo\/+oo

4. La courbe bleue est celle de f; ; la courbe rouge est celle
def;.

T r0=x-32+5.
2.a.f"(x) =3x2 - 6x.
b. f"(x) = 3x2 - 6x = 3x(x - 2).

X |- 0 2 +o0

f”(x) +

f _oo/' \1/+w

c. o Sur[0;+[, f"admet un minimum égal a 1 donc f'(x) > 0:

I'équation f'(x) = 0 n'a pas de solution.

o D'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,

I'équation f'(x) = 0 a une unique solution o. dans ]-; 0] :
-12<oa<-1,1.

Une valeur approchée de ot a 0,01 prés par défaut est -1,2.

d.Sur]-o;of f'(x) <0etsur]o; -+ f'(x) > 0.

e.

x |=® o +o
f(x) - 0 +

f T ) ——

Avec o =-1,2 et f(or) = -4,9.

3. D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) =0

® a une unique solution 6 dans ]-=; o] ;

® a une unique solution B dans [o ; +o°[.

-2 <0 <-1,9:unevaleurapprochée de 6 a 0,1 prés par défaut
est-2.

0,2 < B <0,3:unevaleur approchée de 3 a 0,1 prés par défaut
est0,2.

iIE a. lim f(x)= lim f(x) =5:ladroite & d'équation y = 5

est une asymptote a ésen - eten +x.
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lim f(x) =400, lim f(x) = —c0, lim f(x) = - et lim f(x) =+ :
x—=1 x—=1 x—3 Xx—3
x<1 x>1 x<3 x>3

les droites d'équations x = 1 et x = 3 sont des asymptotes a ;.

b. f( ) 2 + -2 2(X—5)(3X—7)‘

(1=x2 (2x-62  (1-x2(2x-6)2
x |-o 1 % 3 5 +oo
f'(x) + + 0 - - 0 +
+0 2,75 + 0 5
SR P B

fadmet un maximum local en % et un minimum local en 5.
c. f(x) =5 équivaut a L+ 2x 3 =0etdonca3x-11=0.
©@rcoupe @ en un seul pomt, de coordonnées (% 5).

ZH 1. f(0) = 0 donc la courbe représentative de f passe par
I'origine du repére : il s'agit de 6,. 6, représente g.

2, Les abscisses des points d'intersection de €, et 6, sont les
solutions de I'équation de f(x) = g (x).

X _ 5 . . N3 Cy2 _c_
i1 +3 équivauta x>-5x?+3x-5=0.
3. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = x3 - 5x2 + 3x - 5.
h'(x)=3x2-10x+ 3.
x |-» 1 3 +o
3
h'(x) + 0 - 0 +
_122 T
h 27
B / \ » /

® Sur]-0; 3], h admet un maximum strictement négatif, donc
I'équation h (x)
o D'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation h (x) = 0 a une unique solution a.dans [3 ; +°[.

e Comme h (x) = 0 a une unique solution dans R, €, et 6, ont
un seul point d'intersection.

4,58 < o < 4,59 : une valeur approchée de son abscisse o est
4,583 0,01 pres par défaut.

& Partie A

1. h est continue car c’est une fonction polynéme.

2. heest continue et strictement décroissante sur [1;6]. Comme 100
est compris entre h(1) et h(6), I'équation h (x) = 100 a une unique
solution avdans [1;6]:24 <o < 2,5.

3. hest continue et strictement croissante sur [6; 12]. Comme 100
est compris entre h(6) et h(12), 'équation h (x) = 100 a une unique
solution Bdans[6;12]:84 <[ <8,5.

=0 n’a pas de solution.

Partie B

1. Le plus judicieux est d'acheter quand le cours de I'action est
le plus bas, c’est-a-dire pour x = 6, ce qui correspond au 1" juin.
250 %32 =28000: la dépense est de 80 000 €.

2.1 000 € =100 dizaines d’euros.

34

D’apres la partie A, h(x) = 100 pour x = o et pour x = B, avec
24<o<25et84 <P <8,5:aucoursdumois de février etau
cours du mois d'aoUt, le cours de cette action est égal a 1 000 €.

151 KR (d) a pour coefficient directeur m et passe par le point
P(0; 2), donc une équation de (d) est y = mx + 2.

% a pour centre le point de coordonnées (0; 1) et a pour rayon 1
donc une équation de 6 estx2 + (y - 1)2=1.

2. Les coordonnées de H vérifient y = mx + 2 et y = 0, donc
H(=2;0).
m
Les coordonnées de K vérifienty=mx+2 et x2+ (y - 1)2=
On résout I'équation x2 + (mx + 2 - 1)2 =1 qui est équivalente

axl(1+m2x+2m]=0etdoncax=0oux=-—2M

1+ m?
Pourx=0, y =2:il sagit des coordonnées de P.

._ 2
Pourx—1 ’y_1+m2+2 dou K( +m2'1+m2)
M 5 =x =—2 —y,=—2 .
3. M a pour coordonnées xy = xy p= et ym =Yk e

Comme xy, # 0, on en déduit que :
2
__2 2 2
m=--—+%4 ety=—=~%4——=——.
X I R
i)
Xm
2x?
x2+4°

M est bien sur la courbe d'équation y =

4.a. lim f(x)=2et lim f(x) =

X— - X—+%
Fio0 = 4x(x2+4)-2x(2x) _ _ 16x

(x? +4Y (x2 +4)
Comme (x2 + 4)2 > 0, f'(x) est du signe de 16x.

Six <0, f'(x) <0 etdonc fest strictement décroissante.

Six >0, f'(x) > 0 et donc fest strictement croissante.

b.
y

o T %
152 [ T, est paralléle a la droite & d’équation y = 2x si, et
seulement si, elle a le méme coefficient directeur que & c’est-
a-dire si et seulement si f(a) =
2.g)=fx)-2=43-2x-1:g'(x) =12x2 - 2.

g'(x) + 0 -

'I) 40

Ty

_ 1)~ L) ~—
g( Jg) 0,45 et g(J_ 1,54.
o Sur } ; f] g admet un maximum strictement négatif,

donc I'équation g (x) = 0 na pas de solution.
e D'apreés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,

I'équation g (x) = 0 a une unique solution o dans [%, +oc|:1
08<0<09. 6



Une valeur approchée de ot est 0,8 a 0,1 prés par défaut.

3. L'équation f'(x) = 2 est équivalente a f'(x) - 2 = 0 et donc
a g(x) = 0. Comme g (x) = 0 a une unique solution dans R,
I'équation f'(x) = 2 a une unique solution dans R et donc il
existe une unique tangente a ¢ paralléle a la droite d’équation
y = 2x. |l s'agit de la tangente au point d'abscisse o.

E Partie A

1. Graphiquement : f(x) = 7 pour x =4 et f(x) = 4 pour x = 8.
Sile prix est de 700 €, les consommateurs achétent 4 000 unités.
Si le prix est de 400 €, ils achétent 8 000 unités.

2. Graphiquement g (0) = 2 : au-dessous de 200 €, les
producteurs ne sont plus préts a vendre.

Partie B

1. lim f(x) = 0 : les consommateurs sont préts a acheter une
quxamiyié trés, trés grande de produit lorsque le prix est tres
proche de 0.

2. a.l'abscisse du point d'intersection de 6, et ¢ est la solution
de f(x) =g (x).

40 _ 1, - R _ 5
) 18x + 2 équivaut a40 x 18 = (x + 2)(x% + 36)

ce qui équivaut a (E) : x3 + 2x2 + 36x — 648 = 0.
b. Soit h la fonction définie sur [0 ; + [ par :
h(x) =x3 + 2x2 4+ 36x — 648.
h'(x) = 3x2 + 4x + 36.
A < 0. Pour tout réel x, h'(x) > 0 donc h est strictement
croissante [0 ; +oo[.
h est continue et strictement croissante sur [0 ; + .
h(0) = -648 et lim h(x) = +%. Comme 0 appartient a

X+

[-648 ; + o[, I'équation h (x) = 0 a une unique solution x, dans
[0; +0ool.

€. 6,781 < xy < 6,782.La quantité d'équilibre est de 6 781 unités
a 1 unité prés par défaut. Le prix d'équilibre est alors de 455 €
a 1 euro prés par défaut.

E Partie A

1. lim g(x)=-et lim g(x) = +o.

X—-0

2.9'(x) =9x2 - 4.

3.

g’(x) + 0 - 0 +
_56 +00

g _m/' ’ \5—89—8 /

4.e Sur }— ©; %} , g admet un maximum strictement négatif,

donc I'équation g (x) = 0 n'a pas de solution.

e D'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,

I'équation g (x) = 0 a une unique solution o dans [%, + [ :
1.7<oa<171.

5.S5ix<o,gx)<0Oetsix>o,g(x)>0.

Partie B
1. lim f(x) = - et lim f(x) = +0o.
X—-o Xt
lim f(x)=lim (ix+1+1+—x):+ooetlim f(x) = +0e.
Xx— 0 X0 4 X2 x—0
x<0 x<0 x>0

L'axe des ordonnées est une asymptote a 6".
2.f=3-1 _2 _3x-4x-8 _ gx)

4 x2 X3 4x3 4x3
3.
X |- 0 o +00
gx) - - 0 +
4x3 - 0 + +
F(x) + - 0 +
o Ty —

4.a.f00~(3x+1)= 5+

Si-1=x<O0Ooux> 0,f(X)—(%x+'|) = (0:%’estau-dessus de 9.
0

Six<-1,f(x) —(%x+ 1) < 0.’ est au-dessous de %.

b.d(x):f(x)—(%xﬂ): XX+1 s limdx)= lim dx)=0.

2 X—- X—=+®
Lorsque x tend vers I'infini, la distance entre le point de €’
d'abscisse x et le point de & d’abscisse x tend vers 0.
5.

y

. Prises d'initiatives

E Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 02_TS_exercice155.ggb (GeoGebra).

Créer un curseur g, puis dans saisie :| g(x)=1/(x?+a) |.

Déplacer le curseur a et observer les courbes.
On a affiché la trace des courbes tracées par le logiciel :

Poura=0: Poura>0:

i
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Poura<o0:

1 __1 T .
Galx) = ) - x+a’ gax) = (<2 +af

Sur les intervalles ou g, est définie, g',(x) est du signe de -2x.

e Sia>0, g,estdéfinie surR.

X —® 0 4o
gq’ (x) + 0 -
1
9% |, T T .
e Sia=0, g,estdéfinie sur R*.
X -0 0 + 0
9a'(¥) + -
4o ||+
9a 0 / \0

e Sia <0, g, est définie sur:

J; =v=a[ U J-=a;v=a[ U N=a; +[ .

Soit o, la solution de f'(x) = 0 dans ]-; 0] : -0,9 < o, < -0,8.
Soit o, la solutionde f'(x) =0dans [0;2]:1,3 < a, < 1,4
Soit o3 la solution de f'(x) =0 dans [2; + %[ : 2,5 < 013 < 2,6.

X |-o o4 o O3 +00

f'(x) - 0 + 0 - 0 +

p + o0 f((Xz) +
T f(0ty) ~v T flo) =

X |- —V-a 0 v-a +o
9a’'(x) + + 0 - -
+o 1 +oc\
a
9a 0 / _oo/ \—oo 0

E Soit f définie sur R par f(x) =0,25x* - x3 + 3x - 1.
f'x)=x3-3x2+3etf"(x) =3x2-6x.

X -0 0 2 + 00

f”(x) +
3 o
|, — T~ 1 7"

D’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f'(x) = 0 a une unique solution dans chacun des
intervalles ]-o; 0], [0; 2] et [2; +°[.
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avec f(o,) =-2,8; f(o) = 1,4 et f(o3) = 0,6.

o Sur [0 ; + [, fadmet un minimum égal a f(ot3).

Comme f(oi3) > 0, I'équation f(x) = 0 n'a pas de solution dans
[0 ; 420

e Pour déterminer le nombre de solutions de I'équation
f (x) = 0, on applique le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires dans ]-0; a;] et dans [0, ; 0] et on en déduit
que I'équation 0,25x* - x3 + 3x - 1 = 0 a deux solutions : une
dans ]-; o] et I'autre dans [o; ; O]

I soit¢etw d'équations respectives y = x3 ety = mx + p.
On doit résoudre I'équation x3 = mx + p qui est équivalente a
x3-mx-p=0.

Soit fdéfinie sur R par f(x) =x3 -mx—-p:f'(x) =3x2-m.
eSim =<0, f'(x) = 0 et donc fest strictement croissante sur
R. lim f(x)=->et lim f(x) =+ doncl'équation f(x)=0a une

X—-= X+

unique solution dans R : ¢ et % ont un seul point d'intersection.
® Sim >0, f'(x) a deux racines x; = —@ etx,= \/g .

X |- X X3 +o0

f'(x) +

f(x7) +o0
f _OO/V \f(xz)/'

f(X1):2Tm@—petf(xz)=_sz@_p.

o Si f(x;)f(x,) > 0, c'est-a-dire si 27p2 - 4m3 > 0, I'équation
f(x) = 0 a une unique solution : € et 9 ont un seul point
d'intersection.

o Si f(x;)f(xy) < 0, c'est-a-dire si 27p? - 4m3 < 0, I'équation
f(x) = 0 a trois solutions distinctes : ¢ et ¥ ont trois points

0 - 0 +

d'intersection.

 Sif(x;)f(x,) =0, C'est-a-dire si 27p2 - 4m3 =0, I'équation f(x) =0 a

deux solutions distinctes : € et % ont deux points d'intersection.
5x

x-=3

comme asymptotes les droites d'équations x=3 ety =5.

@ La courbe représentant f telle que f(x) = admet



CHAPITRE

—‘_r

1P
—

Le programme

] w?bn

Contenus

Calculs de dérivées :
compléments

Capacités attendues

« Calculer les dérivées des fonctions :
x = Ju(x) ; x — (u (x))", n entier
relatif non nul ;

x> e x> 1In(u(x)).

« Calculer la dérivée d’une fonction
x = f(ax + b) ou f est une fonction
dérivable, a et b deux nombres réels.

Commentaires

A partir de ces exemples, on met en évidence une expression
unifiée de la dérivée d’une fonction x — f(u(x)), mais sa
connaissance n’est pas une capacité attendue.

Les techniques de calcul sont a travailler mais ne doivent
pas étre un frein a la résolution de problemes. On a recours
si besoin a un logiciel de calcul formel.

Exemples de fonctions discontinues, ou a dérivées non
continues.

Fonctions sinus et cosinus

« Connaitre la dérivée des fonctions
sinus et cosinus.

« Connaitre quelques propriétés de
ces fonctions, notamment parité et
périodicité.

o Connaitre les représentations
graphiques de ces fonctions.

On fait le lien entre le nombre dérivé de la fonction sinus
en 0 et la limite en 0 de 312X

En dehors des exemples étudiés, aucun développement
n’est attendu sur les notions de périodicité et de parité.
On fait le lien entre les résultats obtenus en utilisant le
cercle trigonométrique et les représentations graphiques
des fonctions x —> cos x et x +> sin x.

2 [SPC] Ondes progressives sinusoidales, oscillateur
mécanique

Nolre point de vue

La premiere partie de ce chapitre apporte des compléments sur le calcul des dérivées.
Les notions de nombre dérivé, de tangente et de fonction dérivée ont été abordées en classe de Premiere.

La premieére activité permet de réactiver ces connaissances afin de faciliter la compréhension des démonstrations que
nous avons choisies de faire, des formules de dérivation des fonctions vu et u” (n entier relatif non nul).

Ces notions sont également indispensables pour étudier, dans le cadre de 'approfondissement de 'accompagnement
personnalisé, un exemple de fonction dérivable en un point, & dérivée non continue en ce point ('une des propositions
du programme).

Dans la derniére question de l'activité 1, ainsi que dans 'exercice 139, conformément au programme, nous avons, a
partir d’exemples, mis en évidence une expression de la dérivée d’une fonction composée.

La seconde partie de ce chapitre définit les fonctions sinus et cosinus.

Le sinus, le cosinus et la tangente d’un angle dans un triangle rectangle ont été étudiés au college, le sinus et le cosinus
d’un nombre réel en classe de Seconde, les équations trigonométriques en classe de Premiére.

Nous nous appuyons sur ces connaissances pour introduire les fonctions sinus et cosinus en faisant le lien avec le

. s o sinx » , . - s
cercle trigonométrique (activité 2), donner un encadrement de afin d’en déterminer la limite en 0 (activité 3),

aborder la résolution des inéquations trigonométriques (activité 4).

Il nous a paru utile de compléter le cours par I'étude de la fonction tangente (exercice 112).

De nombreux exercices de tous niveaux viennent a la suite du cours.

Nous avons veillé a proposer des exercices faisant intervenir la logique (proposition directe, réciproque ou contraposée),
et d’autres en lien avec la physique (mouvement d’un pendule, modélisation d’un signal carré...).

Les deux TP utilisent des logiciels de géométrie dynamique : I'un permet de comparer deux routes joignant deux points
du globe terrestre, I'autre de modéliser un phénomene naturel, celui des marées.
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Les notions abordées dans le chapitre 3

1. Compléments sur la dérivation
3. Limites et inéquations trigonométrique

2. Fonctions sinus et cosinus

Voir livre page 421 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Aclivilés

Actlivite 1 De Is secante 3 Ia tangente

L'objectif de cette activité est de rappeler la notion de nombre
dérivé en un point. La fonction f étudiée est de la forme Ju. Les
éléves sont amenés a déterminer f’(a) en calculant la limite du
taux d'accroissement de fentre a et a + h lorsque h tend vers 0 et
aen déduire une expression de f’(a).
1.Comme A(a; f(a)) etM(a+ h; f(a+h)):

r(h) = fla+h)—f(a) _J(a+h) +h1 —Na* +1

(a+h)—a
2. 0n multiplie le numérateur et le dénominateur par :

Ja+h2+1+Va? +1.
On obtient, apres calculs :
f(h) — 2a+h

5 Va+hZ +1+Ja? +1
Ll_rg r(h) = ﬁ donc festdérivableenaetf’(a) =

a .
a2 +1

“%radmet une tangente au point A dont le coefficient directeur
estégal af'(a).

3.f(x) = g(u(x)) avec u(x) = x2 + 1 et g(x) = Vx..
u'(a)=2aetpourx=0,g'(x)= ﬁ donc:

N I
g/uta)) = 2Ju(a)  2Ja? +1
oy — 1 .y '
4.f'(a) = 2a><—2 . =u'(a) x g'(u(a)).

Aclivite 2 Point par point, I courbe
d’'une fonction

L'objectif de cette activité est de faire le lien entre les définitions du
sinus et du cosinus d’un nombre réel données en classe de Seconde
et les fonctions sinus et cosinus. L'utilisation du logiciel GeoGebra
permet de construire « point par point » les courbes représentatives
de ces deux fonctions.
Dans la seconde partie, I'objectif est de faire une conjecture sur la
fonction dérivée de la fonction sinus.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :
03_TS_activite2_1s.ggb, 03_TS_activite2_2c.ggb
et 03_TS_activite2_3d.ggb (GeoGebra).
Partie A
1.Comme M est le point du cercle trigonométrique associé au
réela, yy =sina.
2.P apour coordonnées (a; sin a).
3. Ouvrir le fichier 03_TS_activite2_1s.ggb.
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Sélectionner le mode Déplacer , cliquer gauche sur le point M
et déplacer le point sur le cercle.

Pour recommencer I'animation : cliquer droit sur P, dans
propriétés : décocher puis cocher la case Trace .

I 2

Comme P(a; sin a), la courbe tracée est celle de la fonction sinus
sur l'intervalle [0 ; 2x[.

4. Pour que le logiciel trace la courbe représentative de la
fonction cosinus, P doit avoir pour coordonnées (a; xy).
Ouvrir le fichier 03_TS_activite2_2c.ggb, activer la trace du
point P, puis déplacer le point M sur le cercle.

Partie B

1. m est le coefficient directeur de la droite T.

2.T est latangente a6 au point A donc son coefficient directeur
m est égal a f'(xy).

3. Ouvrir le fichier 03_TS_activite2_3d.ggb.

Activer la trace du point M, puis déplacer le point A sur la courbe.
a. Comme m = f'(x,), les coordonnées de M sont (x, ; f'(xa)).
La courbe tracée est celle de f'.

b. On reconnait la courbe de la fonction cosinus.

c. On peut conjecturer que la fonction dérivée de la fonction
sinus est la fonction cosinus.




Actlivité 3 D'un encadrement vers une limite

L'objectif de cette activité est de calculer la limite de SIDX en o,

en partant d’un encadrement que nous permet de conjecturer
I'utilisation du logiciel GeoGebra. Le calcul de la limite nécessite
I'utilisation du théoreme des gendarmes, étudié dans le chapitre 2.
Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 03_TS_activite3.ggb (GeoGebra).

1. M est le point du cercle trigonométrique associé au réel x,
donc l'angle COM a pour mesure x (en radians).

MC
sinx = OM =MC donc MC =sin x.
MB

2. Dans le triangle OMB rectangle en M, tan x = oM = MB
donc MB =tan x.

3. Ouvrir le fichier 03_TS_activite3.ggb.

Sélectionner le mode Déplacer , cliquer gauche sur le point M et
déplacer M sur le cercle. On observe que lorsque x appartient

3}0;%[,sinx<x<tanx.

4. En divisant chaque membre par sin x qui est strictement
positif, on obtient 1 <

smx cosx

En comparant les inverses de ces trois réels strictement positifs,

on en déduit que cos x < M <1.

5. D'aprés le théoréme des gendarmes Ilm sinx _ q,

x>0
6. Si — % <x<O0alors0 < —x< % . D’aprés la question 4,

sin(—x i
cos(-x) < % < 1etdonccosx < % <1
D’aprés le théoréme des gendarmes, lim 10X — 1,

x—0 X
x<0

lim $I0X _ |jm SINX _ 1 donc lim 30X — 1,
x—0 X x—0 X x=0 X
x>0 x<0

Aclivité 4 D'une equalion vers uneinequalion

En classe de Premiére, les éléves ont appris a résoudre des équations
trigonométriques en utilisant le cercle trigonométrique.

EXxercices

L'objectif de cette activité est de rappeler qu’une équation a une
infinité de solutions et partant de la courbe de la fonction (ici
cosinus), de bien faire « visualiser » que I'ensemble des solutions
d’une inéquation trigonométrique dépend de l'intervalle dans
lequel on se place.

Pour la question 3, nous recommandons d’inciter les éléves a
«graduer» le cercle avec des réels appartenant a 1-n ; ml, puis
avec des réels appartenant a [0 ; 27[, en s’aidant éventuellement
de la lecture des graduations de I'axe des abscisses du repére de
la question 2.

1. Les solutions données par Xcas sont & et - .

L'équation cos(x) = 0,5 a une infinité de solutions :

%+k2n et —%+k2n, avecke Z.

2.a.b.c.

w/m
{9, ]

5/ 0
L

2n X

d.Surl-m;m: S= }n—
5

sur(o; 2nl: 5=[%; 3%
3.a.b.c.

3n
2
On retrouve les résultats donnés dans la question 2.

POUR DEMARRER

—— et g)=——
21 TIN5
EN voirlivre page 421.

SN 1 oy 3
Bl =75y et dW= 55
oy X 3x
nf(x)—m et g'x) = Bl
N 700 =2(x+1) et g'(x) =30+ 1)

I F) =-4(x+1)% et g'(x)=-5 (—x+1)*

Ea f’(x)—6(2x+ 12 et g'(x) = 42x + 1)(x2 + x)3.
N = ZXH) et g = oy
W 0= et 9= e
KN r0= 22 L et go= TR

EEN 700 =v'(x+1) et g()=v'(x-2).
12 | f(x) =2v'(2x) et g'(x) =3v'(3x).
EEN 700 =-v'(-x) et g'(x) =-2v'(-2x).
E3 700=3v3x+2) et g'(x) = -2v'(-2x + 3).
m 1.Sur[-4;+>[, 4+x=0 donc fest définie surl.
2. lim f(x) = +o».
X—+0 1
2VA+x

x | -4 +

I

+ o0
f /

0
A 1.5ur]-«;2),2

2. lim f(x) =

X—>-%

3.Surl-4;+[ f'(x) =
4,

- x = 0donc fest définie sur .
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3.Surl-o0; 2[, f(x) = — =

4.

I

e
\ 0
m f’(x) =-sinx et g'(x) =-cosx.

m fx)=1+2sinx et g'(x) =5+ cos x.
m f/(x) =cosx—xsinx et g'(x) =sin x + x cos x.

EXN fx)=-sinx+cosx et g’'(x) = cos x + sin x.

EXN 7 =-2sinxcosx et g’'(x) = 2cos x sin x.

EZX voir livre page 421.

(23 FT= xcosx —sinX o g0 = —Xxsinx —cosx ,

XZ

EZN fx) = -sin(x + 2) et g'(x) = cos(x - 3).

EXN £0 =-3sin(3x) et g'(x) = -2sin(2x).

m f/(x) = 3cos(3x) et g'(x) = 4cos(4x).

EXA 1) =-3sin(5+3x) et g'(x) =-9cos (1 - 9x).

m Voir livre page 421.

(20 IR f(-x) = —f(x) : la courbe représentative de f est
symétrique par rapport a l'origine du repere.

2. g(-x) = g(x) : la courbe représentative de g est symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées.

3. fest représentée par 6, et g est représentée par €.

4. On retrouve les courbes de I'énoncé.

EX 2. f(—x) = f(x) : on compléte 6, sur [-i; 0] par symétrie par
rapport a I'axe des ordonnées.

3. f(x + 2m) = f(x) : on compléte 6, sur [n; 3] par translation
de vecteur 2mi.

EEN 1. Pour tout réel x, cos x < 1 donc cos x + x < 1 + x.

2.g(x) < 1+xet lim (1+x)=-0,donc lim g(x)=-
X——-% X——-%

3. Pour tout réel x, -1 < cos x, donc -1 +x < g(x).

Comme lim (-1+x) =
X—+%

EX iim (2+5‘%)

+oo, lim g(x)=
X—+%

=3 et lim (5—“%):4.

x—0 x—0
EX lim S|nx =_1et lim 2siNX _5
x—=0 x—0 X
m Voir I|vre page 422.
EA a.f0=0 b.f(x) >0
c.fx)<0 d.f(x) <0
e.fx)=0 f.f(x)>0

Ea Pour justifier les réponses 1 et 2, on
utilise le cercle trigonométrique.

2n
JT

_21 ¢ 21, 2%
3 ot -3

1. Dans ]-=t; mt], (E) a pour solutions :

" "
o
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2. (1) a pour ensemble de solutions}—z?n;zTn[
3.cosx+0,5>05ur} 2; zg[et
cosx+0,5<05ur} n,—%"[uﬁ“,n}
B

2.cosx—%>05ur} % %[et

Cos X — g <Osur}—n;—%[u}%;n}

Ea 1.5:[0;%[U}7T“;2n[.
2.cosx—§>05ur[0;%[ U}%‘Qn[ et
cos X - ‘/25<OsurH T[

B v.5= o v in]
2.sinx—g<05ur}—n;ﬂ[u }375;1:}
etsmx—g>05ur}ﬂ 37[
£ 1.s=[o0; 2
2.sinx—§<05ur[0;%[ UF’—”;Zn[
etsinx—g>05ur}£'3—n[.

m Voir livre page 422.

42 | a.sinx+§>Osur}—n;—2—n[U}—£;n]

3 3
et sinx+§<05ur}—2?n;—%[.
b.sinx+§>Osur[0;4Tn[U}5Tn;2n[
et smx+§ < Osur]437E 5?”[

m 1.f'(x) =2 -sinx.

2. Pour tout réel x, sinx < 1donc1<2-sinx:f(x) > 0.

53 xTo 2n
() +
T+4n
f /
1

y

5..

0 n 2I1c X

EZN 1. f(—x) = f(x) et f(x + 2m) = f(x).

2. |l suffit d’étudier f sur [0 ; t], on complétera €, par symétrie
par rapport a I'axe des ordonnées puis par translations de
vecteurs 21i et —27i.

3.f'(x) =sinx.

4.Sur[0;m),sinx=0:f"(x) =0.



50 x [o n POUR S'ENTRAINER
7ol o N ol et -
2 f’ tg'() = —=X— .
T S 0= 2J—eg(x) 2 x13
p B 0=
- —(+x)=(=x) T+x -1 [1+x
9= =0 xe Vimx T Gz Vi—x
1 m Voir livre page 422.
— —— Bl 0= 5% et g0 =55
-t _m O T ® 3m 2t 5m 3m X 24) (1_3’1‘)3
2 f! = t g(X)= —— .
52 WEVE s oINS
EEH 1. f(-x) = —f(x) et fx+2m) =f(x). Bl 1.0=2v'(2x-1), g¢(x) =-3v'(=3x) et h'(x) =-V'(5-X).
2. |l suffit d’étudier f sur [0 ; ], on complétera €, par symétrie 2. f) = 2 _ 1
par rapport a l'origine du repére puis par translations de ) T2x-12+1 2x2-2x+1"'
i‘et-2mi. )=—_ =3 )= =1
vecteurs 27i et -27i. g'(x) T et h'(x) Gox7+1

3.f'(x) = 2cos x.

m Voir livre page 422.
.U =
a.sur[0;3 ], Fn = oetsur[ Tim | Fo0 <0 B3 /(0 = 2'(2x) = 2f(2x). H(x) = 3F'(3x) = 3f(3x).
> x | o % T K(x) = —f'(=x) = =f(-x). p'(x)=~f'(1-x)=-f(1-x).
- ER 1. f(-1)=9 et f(1)=-3.
') (2) - 2.g(x) =f(-x)donc g'(x) = - f'(- x)

h(x) = f(2x) donc h'(x) = 2f'(2x) d’ou K’(0,5) = 2f'(1) = -6.
k(x) =f(x-2)donck'(x) =f'(x-2) d'ou k(1) =f'(-1)=9.

/\ B vRaI: 9 = (4X)(2x2 -2 =12x(2x%2 = 1)%.
FAUX: f’ __x
. 58 | W= J2—+1

2
E 375 n 5t 3w X X+l
5 > 5 B3 VRAI: g'(x) = 2f'(2x) = -2 (2x) = -2g(x).
m Voir livre page 422.
ZH 1. fest définie six? +3x-4 = 0.

doug'(-1)=-f'(1)=3etg(1)=-f'(-1)=-09.
"o / \ 0 ’ . y
y

(46 KN x>05ur E et x<05ur[5 E}
9t 6 gt 6'2 x2+3x-4sannuleen-4etenletx2+3x-4=0
2.a. f')= 3C°S(3X) gix). sur]-o;-4]U[1; +[ donc fest définie sur]-oc; —4] U [1; + o[
b. x | o s il et donc aussi sur I.
6 2 .
2. lim (x2+3x-4)=+% et lim VX =+
f’(x) + 0 0 X—-% X—o+»
1 donc lim f(x) =+ «.De méme lim f(x) =+ .
f \ X—=-% X—>+00
0 Iim4 f(x) = IirT: f(x)=0.
X—>- X—>
EA 1.af(—x)=f(x) et f(x+2m)=f(x). x<-4 P
b. Il suffit d'étudier fsur [0 ; ] , on complétera 6, par symétrie 3.f'(x) - 2x+3 |
.  comp rparsy 202 +3x—4
par rapport a I'axe des ordonnées puis par translations de 4
vecteur 27 ou - 21/ |ox |- -4 1 +o0
2.F00) = —Sinx__,
® (2 + cosx)? f’(x) - +

(2+ cos x)2>0etsur[0;n],sinx=0doncf'(x) =0

5 4o
3. o 0 T f \0 / 0 /
ffx) | 0 + 0 23 1. fest définie si-x2+ 3x +4 > 0.

1
f % / -x2+3x+4sannuleen4eten-1et-x2+3x+4>0

sur]-1;4[ donc fest bien définie sur I.

2. lim %—%ﬁ et lim JX =+
x—-1—X%2+3x+4 X—+o
x>-1
donc lim f(x) =+ «. De méme lim f(x) =+ .
x—-1 x—4
x>-1 x<4
3.0 = 2x—3

2A-x2+3x+4)-x2+3x+4
4.Surl,-x2 + 3x + 4 > 0 donc f'(x) est du signe de 2x - 3.

Nla
N
N
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x |- 1,5 4

f'(x) 0

- +
+oo +©

p \ 04 /

m FAUX : f est définie mais pas dérivable en -1.

) =—— |-X
2N FAUX:f(x) = 2x2’,x+1'

m VRAI car lim (1+l):1etdonc lim f(x)=1.
X— - X X— -
T3 FAUX car la limite de fen -1 n'est pasinfinie(lim f(x):O).

x—=1

m VRAI car f'(x) (voir exercice 64) est du signe de —2x2 donc
f'(x) < 0 sur]-o; —-1[ et sur ]0 ; + o[ : f est décroissante sur
]-o0;-1] et sur]O; +o°[.

m f’(x) = —2cos x + 2xsin x et g’ (x) = 2xsin x + X2 cos X.

m f'(x) = —(SI;;I()Z et g'(X): 7Sinxzs(i)r::)l)cosx .
/() = —1=2sinx iy — __4sinx
BN f100 = (2+sinx)? et gt (2+ cosx)?

EZR voir livre page 422.
EZN 7'(x) = -6sin(2x + 5) et g'(x) =1 -6cos(3x).
EZN 1. Cette proposition est vraie d'aprés le cours.
2. La réciproque de cette proposition est :
«Si f'(x) = cos x, alors f(x) = sin x ».
Cette proposition est fausse. Par exemple, f définie par
f(x) =sin x + 1 est telle que f'(x) = cos x mais f(x) # sin x.
m VRAI : f(x) = cos(-x) = cos x donc f'(x) = - sin x.
m VRALI : f'(x) = 2 X 2(-sin x)cos x = —4sin x cos x
et g'(x) = 2 X [-sin(2x)] = —4sin x cos x.
m FAUX:comme f(x) =1 -g(x), f'(x) = -g'(x).
EZA 2. f(-x)=-f(x) :0on complete 6 sur [-27 ; 0] par symétrie
par rapport a l'origine du repére.
3. f(x + 4m) = 0,5sin(0,5x + 21) = f(x) : on compléte 6 par
translation de vecteur 4mi.
y
05T

|
|
a
o
Nja T
;. -+
N|;’
N
N|§‘
w
%
N|§‘
a
b3

EZN 2.f(-x)=f(x):on complete 6;par symétrie par rapport a
I'axe des ordonnées.
3.f(x+ 7 =1 - cos(2x + 2n) = f(x) : on compléte 6, par
translation de vecteur 7ti.

y

z m E
2

ISTE I

m 1. f(x + ) = sin(2x + 27) = sin(2x) = f(x).

g (x + %) = sin(4x +2m) = sin(4x) = g(x).

42

2. f(x + ) = f(x) donc fa pour période 7.

f est représentée par la courbe €.

g (x + %) = g(x) donc g a pour période %
g est représentée par la courbe T.

EXN 1.5T=100- 40 = 60 (en ms) donc

= = _1__1
T—12ms—0,01ZSetdoncf—T =0.012

" - -V =Y.
2.f= % etA=4Ldonc4l f donc L af
_ 340x0,012

4

(ens™).

L =1,020 m.

20 1. Pour tout réel x, h(-x) = f(=x)g(-x) = f(x)g(x) = h(x)
donc cette proposition est vraie.
2. Contraposée de cette proposition : « Si la fonction h définie
sur R par h(x) = f(x) g(x) est telle qu'il existe un réel x tel que
h(-x) # h(x), alors il existe un réel x tel que f(-x) # f(x) ou
g(=x) = g(x) ».
3. Réciproque de cette proposition : « Si la fonction h définie sur
R par h(x) = f(x)g(x) est telle que pour tout réel x, h(~x) = h(x) alors
pour tout réel x, f(-x) = f(x) et g(-x) = g(x) ».
Cette proposition est fausse.
Par exemple, pour f et g définies sur R par f(x) = g(x) = x,
h (=x) = h(x) mais f(-x) # f(x) (et g(-x) # g(x)).
m 1. Pour tout réel x :

fx+2T) = f((x + T+ T) = f(x + T) = f(x)
donc cette proposition est vraie.
2. Réciproque de cette proposition : « Si pour tout réel x,
f(x+2T) =f(x) alors f(x + T) = f(x) ».
Cette proposition est fausse.
Par exemple pour T=m et f(x) = cos(x) :

f(x+2T) =f(x +2m) = f(x)

mais f(x + T) = f(x + 1) = cos(x + 1) = - f(x) = f(x).
|83 RIS pour tout réel x, f(x) = sin(m + x) = —sin x,
donc f(- x) = - f(x).
m VRAI : pour tout réel x, f(x) = cos(n + x) = —cos x, donc
f(- x) = f(x) : €; est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.
m VRAI : pour tout réel x, f(x) = sin(x+£) = cos x, donc
f(—x) =f(x) : 6 est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
m Voir livre page 422.
m Pour toutréelx, -2-x<f(x) <2-x.

fx) <2-xet lim (2-x)=-cdonc lim f(x)=-oo.
X—+® X—>+0

—2-x<f(x)et lim (-2 -x)=+odonc lim f(x) =+,
X—- X—-0

1.Comme pour toutréel x, -1 <cosx<Tetx2+1>0:

-1 < <
x2 +1 9%

x2+1

2, lim ———=1lim +=Odoncd’aprésIethéorémedes
x—+o X2+ xoie X2 +1

gendarmes lim g(x) = 0. De méme lim g(x) =0.

X—+o X—=00

m Voir livre page 422.

EXN 1.1im £(x) = lim SInX = 1, d’aprés le cours.
x—0 x—0 X

lim 1 =+ et Iimsi% =1donc lim g(x) =+ oo.

x—=0 X x—=0 Xx—0
x>0 1 x>0
Pour tout réel x > 0, -1 < sin ; < ldonc-x<hx)<x.



lim (=x) = lim x =0 donc, d'apres le théoreme des gendarmes,
x—=0 x—=0

lim h(x) =

x—=0

2. lim f(x) = 1 : la courbe qui représente f est 6,.
x—=0

lim g(x) =+ la courbe qui représente g est 6.
x—0
lim h(x) = 0:la courbe qui représente h est ¢;.
x—0
3. a.D’apres le graphique, lim h(x) =1.
X—>+0

1 sin-1

b. Pour tout réel x > 0, xsin- = 1".
X

lim L =o0etlim 3NX —1donc lim h(x)=1.
X—+w X—=0 X X—+w

m FAUX : pour tout réel x, x - 1< x + sin x

et lim (x-1)=+odonc lim (x+ sinx) =+,
X—+0 X—+%

(92 IS

lim cos x=1 et lim x=0-, donc lim £93X —
x—=0 x—=0 x—=0 X
x<0 x<0 x<0
E’ a.Pourtoutréelx, 0 <cos?2x =<1
donc-1<cos?x-1<0:f(x) <O0surRetdoncsurl.
b. f(x) = cos3 x + cos? x = cos? x(cos x + 1).
Pour tout réel x, cosx+ 1 =0etcos?x=0:f(x) = 0surR et
doncsurl.

— 00,

m a.2cosx-1 >Osur}—% %[
<ol g5 e]
et2cosx -1 Osur} 3 3
3n.3n [
> 298 . v
b. 2cos x + 2 Osur} 2
et2c05x+«/f<05ur}—n; %[U}%n}
c. —2cosx+~/§>05ur} ;- %[U}%;n}
et- 2cosx+~/—<05ur} %%[
d. —2cos x - ~/_>Osur} ;- %[UPT",TE}
et-2cosx -2 < Osur} 31537”[
B a.2cosx-1>0sur [0%[ U}%;Zn[
-1< T.5m|
et2cosx—1 Osuril3 3
b. 2cosx+~/_>05ur[0 3775[ U:|STTE;ZTE|:
3n.5
< |= . L0
et2cos x+ 2 Osur}4 7
€. —2cos X + 3 > 0'sur %”Tn[
et -2cosx + ¥3 < 0 sur [O %[U}%;Zn[.
- 3n .51
d. -2cos x - ~/_>Osur}4 7
et—2cosx—~/_<05ur[0,37n[u ST;Zn
A a. 1—25mx>05ur} n,%[u}%;n}
T

et —25|nx<05ur}7t sn

(nl_|
|
f_|

o%vu H
cx\?—l
l._|

b. 2sinx + 1 >Osur}

et2sinx+1 <Osur}

25|nx+\/—>Osur} ; %[ U}zTn;TE}
et- 25|nx+~/—<05ur} ;2
d. -2sin x - \/—>Osur} 2R, —E[

et -2sin x-+2 < 0sur jl—n;—

[ U
et- 25|nx+~/—<05u} —[
d. -2sin x - «/—>Osur}

et—2sinx - ~/—<Osur[

m 1. sin(2x) = sin(x) équivaut a 2sinx cosx = sin x
ce qui équivaut a sinx(2cos x — 1) = 0 et donc a sin x =0 ou
cos x=0,5.

Dans ]-it; ], les solutions sont 0 ; ; —% et %

D’ou la réponse apportée par le logiciel en .
2. a. sin(2x) < sin(x) équivaut a sin x(2cos x - 1) < 0.

X - —g 0 % T
sinx - - 0 + + 0
2cosx-1 - 0 + + 0 -

Produit + 0 - 0 + 0 - 0

D'ou la réponse apportée par le logiciel en .
b. sin(2x) - sin(x) = sin x(2cos x - 1).
. _ T LU G —gj
Sur} ; 3[U }0,3[,5|n(2x) sinx > 0.
_I. . i i
Sur} 3,0[U}3,n[,sm(2x) sinx < 0.

3.Dans [0; 2x], (E) a pour solutions 0; 7t ; %et 51

3
; . ST .
f‘I) a pour ensemble de solutions }3 ,n[ U } 3 Zn[.

X 0 % b 5?11 2n
sinx 0 + + 0 - -
2cosx-1 + 0 - - 0 +
Produit 0 + 0 - 0 + 0 -

m sin(2x) — cos(x) = cosx (2sinx — 1)

_n n n 5

x T 2 6 2 6 T
cosx - 0 + + 0 - -
2sinx-1 - - 0 + + 0 -
Produit + 0 - 0 4+ 0 - 0 +
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T F 57 3n 2. f'(x) = 4sin(2x) = 8sin x cos x.
X 0 6 2 6 > 21
3.Sur[0;£}, sin x = 0 et cos x = 0 donc f'(x) = 0.
cosx + + 0 - - 0 + 2
. 4, o
2sinx-1 - 0 + + 0 - - X 0 2
Produit - 0 + 0 - 0 + 0 - f'x) | O + 0
5
X voir livre page 422. f 1 /

3 1. Les solutions de I'équation 2X2-X-1=0sont-0,5et 1.
2. a. cos(2x) = cos x équivaut a cos? x — sin? x = cos x

et donc a 2cos2(x) — cos(x) - 1=0.

b. D'aprés la question 1, 2cos?(x) — cos(x) - 1=0
équivautacosx=-0,50oucosx=1.

Sur [0; 2x[, (E) a pour solutions ZTTE 4?“ etO.

3.a.PX)=2X2-X-1=(2X+ 1)(X-1).
b. cos(2x) — cos(x) = 2cos2(x) — cos(x) — 1
donc cos(2x) — cos(x) = (2cos x + 1)(cos x - 1).

« X 0 ZTTE 4?“ 2n
cosx—1 0 - - -
2cosx+1 + 0 - 0 +
Produit o - o + 0 -

m FAUX. Pour tout réel x, sin x < 1 donc -1 < -sin x

d'ou1=<2-sinx: 2-sinx>0.

2] VRAI: si x appartient }765 56n [ sinx>0,5

etdonc 1-2sinx <O0.

@ FAUX : si x appartienta [0; ], cosx—1=<0etsinx=0
donc (cos x—1)sinx < 0.

A voir livre page 422.

m f(x) =1 -cos?x =sin2x.

1.a. f(-x) = f(x) et f(x + ®) = sin?(x + ) = (=sin x)2 = f(x).

b. f(-x) = f(x) : s est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.

f(x + m) = f(x) : on compléte €, par translations de vecteurs
i et-mi.

2.1'(x)
3. Sur [0%} sin x = 0 et cos x = 0 donc f'(x) = 0.
4,

= 2sin X COS X.

p
X 0 P
f'ix)| 0 + 0

1

f /
0
y
1
3 -m oz o m m  3m X

2 2 2 2

T 1.a. f(—x) = f(x) et f(x + ) = F(x).

b. f(- x) = f(x) : €; est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.

f(x + m) = f(x) : on compléte €, par translations de vecteurs
i et -mi.
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I 1. (0 =

2. Comme f(-x) =

—V3x+ 2sin x = - f(x).
—f(x), il suffit d’étudier f sur [0 ; 2@]. On
complétera 6;sur [-27 ; 0] par symétrie par rapport a |'origine

du repére.
3.f'(x) =3 - 2cos x.
n. 1 .U 1r
a. f(x)>05ur}6 L [etf(x)<05ur[0,6[u} L ,271:}
5.
X 0 % ”?n 2n
f’(x) - 0 + 0 -
0 11«/_15
f \@ / \
6

m 1.f'(x)=1-cosx.

Pour tout réel x, cos x < 1 donc f'(x) = 0 : f est croissante sur
Retdoncsurl.

2, Sur [0; + o[, fest croissante et f(0)
3.g'(x) = =sin x + x = f(x).

Surl,f(x) = 0donc g'(x) = 0: g est croissante sur |.
De plus g(0) =
4. a. Pour tout réel x positif, g(x) = 0 donccosx =1 - %

=0doncf(x) =0

0doncg(x) =0surl.

2
De plus, cos x < 1donc1- X~ <cosx=<1.
b. Pour tout réel x négatif, —x est positif. D'aprés 4. a.

2
1- % < cos(-x) < Tetdonc1- % <cosx=<1.

] 1.a. f(-x) = - f(x).

b. Il suffit d'étudier f sur J = [O;%[ : on completera la courbe
par symétrie par rapport a l'origine du repére.

2, lim sinx=1et lim cos x=0*donc lim f(x) = +oo.

x—% x—>% x—%
x<% x<% x<%
La droite d’équation x = % est une asymptote a ‘6.
2 in2 1
3.f/(x) = COS2 X +sin?x _ .
® (cosx)? (cosx)?
4. T
X 0 2
f'(x) +

+0
f /
0




5.T a pour équation: y=f'(0)x + f(0).
Comme f'(0) =1 et f(0) =0, T a pour équation y = x.
6.f(X)—x= SinX — XCosX

cosx
Sur |, cos x > 0 donc f(x) — x est du signe de sin x — xcos x.
Soit g la fonction définie sur | par g (x) = sin x - xcos x,

g'(x) = cos x — (cos x — xsin x) = xsin x.

Sur}—%;o},xsOetsinxsodoncg’(x)20.

Sur[O;%[,x?Oet sinx = 0doncg'(x) = 0.

Pour tout réel xde |, g'(x) = 0 et donc g est croissante.

x |72 0

I STE

O/

Sur}—%, } g(x) <0doncf(x)-x=<0:%sestau-dessous deT.

0
Sur [0,%[, g(x) = 0doncf(x) —x = 0:%;estau-dessus de T.
y

\Nl?—l
Na

IEE] FAUX car f(-x) = - x + 205 x = f(x).

Correctif : Il se peut que dans certains manuels, il soit indiqué «est
sa courbe représentative » par erreur sur la 2¢ ligne de I'énoncé.
[114] VRAI f'(x)=1-2sinx.

Sur [ 66 } sinx = 0,5 donc f'(x) < 0 : fest décroissante.

fFH vRrAl La tangente a 6, au point d'abscisse 0 a pour
équation y = f'(0)x + f(0). Comme f(0) = 2 et f'(0) = 1, une
équationest:y=x+2.

m FAUX. f(x) —x = 2cos x. Surl =}% ;3775[, cosx < 0etdonc
f(x) < x.Sur |, €, est au-dessous de la droite d'équation y = x.
m 1. f est définie si 2x2 + x + 3 = 0. Le discriminant A de
2x2+ x + 3 est égal a-23.A < 0.

Pour tout réel x, 2x2 + x + 3 > 0 donc fest bien définie sur R.
2. |Im (22 +x+3)= +ocetXI|m VX =+

donc Ilm f(x) = +oc. De méme lim f(x) =

X—-% X—>+©
3.f'(x) = 22)‘2(% f'(x) est du signe de 4x + 1

doncf'(x) <0 sur}—c>O ;= %} etf'(x) =0 sur [—%;+ 00[.
4,

X |- -0,25 +

f’(x)

- 0 +
+ 00 Foo
f \ 23 /
%z
m f'(x)= 2cos(2x) — 4x sin(2x) et g'(x) = 2cos(2x).

g)-ot3) -

-2 : les tangentes a 6 et a ‘6, aux points

d'abscisse % sont paralléles puisqu’elles ont le méme coeffi-

cient directeur.
119 KR f'(x)=1-2cosx.

2. Sur [0;%} U[%E;Zn}, f'(x) < O0etsur [%,5?”}, f'(x) = 0.
3.

5

2n

x
o
o |wla

f’(x) - +

0

¢ \ﬁf/?“

+<:»‘w
|

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 422 et le site www.bordas- mdlce fr pour les
corrigés détaillés.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

EH 1. 70 = 7(10x - 4)(5x% - 4x + 1)8.

)= B5X=2 oy _—3(10x—=4)
g = 5x2—4x+1eth(x)_(5x2—4x+1)4
2.f'(x) = 6(-2x + 2)(= + 2x + 3)°.

—5(=2x+2)

—x+1
h'e) = (=x2+2x+3)°

9= Saaxas o
E 1.f'(x) =1-2sin x.

n o1
X 0 6 6 2n
0

f’(x) + 0 -
+

2.f'(x) =1+ 2sin x.

] 5t n
T 6 6 I
f’(x) + 0 - 0 +

3.f(x) =1+ 2cos x.

X 0 Z?N
0

An
3 2n
f’(x) 0

f /?M \41: J—/

4.f'(x)=1-2cosx.

X -7 -

O |wla

f’(x) +

wi:l
+
&
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P> Fonctions a dérivées non continues

> On peut conjecturer que fest continue en 0, mais il est difficile
de faire les autres conjectures.

> En , le logiciel calcule la limite de fen 0.
Réponse du logiciel : lim f(x) = 0.
x—0

Pour tout réel x >0, -1 <sin % < 1donc—x2< f(x) < x2

D’aprés le théoreme des gendarmes, Iimof(x) =0.

X0
On démontre de méme que Iim0 f(x)=0.

*<0
lim f(x) = lim f(x) =f(0) = 0 donc fest continue en 0.
x—0 x—0
x>0 x<0
_f(0+h)-f(0) _fth) _, . (1

) t(h)= =5 —hsm(F).
En , le logiciel calcule la limite en 0 de ce taux d'accroissement.
Pour tout réel h > 0, —-h < hsin 1<n
D’aprés le théoreme des gendarmes, Limot(h) =0.

h>0
On démontre de méme que Lim0 t(h)=0.

—

h<0

lim t(h) = lim t(h) = 0 donc fest dérivable en 0 et f'(0) = 0.
h—0 24)00
h>0 <

> En , le logiciel calcule la dérivée de f:

f'(x) =2xsin 1_ cosl.
X X

En @ le logiciel calcule la limite en 0 de f'(x).
Réponse du logiciel : il n'y a pas de limite.
On suppose que f’ est continue en 0.

f’ est continue en 0 donc lim f'(x) =f'(0) = 0.
x—0
1

Comme lim (2x sinf) =0, celaimplique que lim cos 1o
x—0 X x—0

x
Or lim cos% # 0 donc f' n'est pas continue en 0.
x—0

> Non.Ici lim f'(x) # 0 alors que f'(0) =0.

x=0
i 1.

Courbe représentative de f Courbe représentant f’

2. On peut conjecturer que f est continue en 0, mais il est
difficile de faire une conjecture sur la dérivabilité de fen 0 et
sur la continuité de f' en 0.

1

3. Pourtout réel x > 0,-1 < cos~ < 1 donc -x2 < f(x) < x2

1
Comme lim (-x2) = lim x2 = 0, d'aprés le théoréme des
x—0 x—0
x>0 x>0

gendarmes lim f(x) = 0. De méme lim f(x) = 0.
x—0 x—0
x>0 Xx<0
lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 0, donc f est continue en 0.

x=0 x=0
x>0 x<0

f(0+h)—£f(0) _ f(h)
h ~ h

= 1.
. -hcosh

46

Pourtout réel h > 0,-1 < cosL<1etdonc-h<h cos%s h.
Comme lim (-h)=limh=0, lim f(h) =0.

h—0 h—0 h—0 h

h>0 h>0 h>0
Pour toutréelh <0,-1< cos%< 1letdonc-h= hcos%z h.
Comme lim (-h) = limh=0, lim Mz 0.

h—0 h—0 h—0

h<0 h<0 h<0
lim flh) _ lim flh) _ 0, donc fest dérivable en 0 et f'(0) = 0.
h—0 h—0 h
h>0 h<0

4. f'(x) = 2xcos % +sin % Supposons que f’ est continue en 0

et montrons qu’on aboutit a une absurdité.
Puisque f’ est continue en 0, alors lim f'(x) =f'(0) = 0.
x—0

Comme lim (2xcosl) =0, cela implique que lim sin 1-o

x—0 X x—0 X
D’aprés la définition de la limite d'une fonction en 0 a droite,
I'intervalle ]-0,1 ; 0,1[ contient toutes les valeurs de sin%
lorsque x est suffisamment proche de 0, c’est-a-dire lorsque x

appartient a un intervalle de la forme 10 ; af.

1

Soit un entier k tel que xo = appartienta]O; of, k existe

2kn+%

o . ariogr sy 11
toujours : il suffit de prendre un entier supérieur a o 4
Alors, sin xi =1, donc sin xi n‘appartient pas a ]-0,1;0,1[:

0 0

on aboutit a une absurdité.
On en déduit que ' n'est pas continue en 0.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Choisir I3 route Ia plus courte

L'objectif de ce TP est de déterminer, dans le cas particulier de deux
points situés sur un méme paralléle du globe terrestre, quelle est,
de la route loxodromique et de la route orthodromique, celle qui
est la plus courte pour joindre ces deux points.

L’utilisation du logiciel Geospace permet, dans un premier
temps, de faire une conjecture. On démontre ensuite que
comparer ces deux trajets nous améne a comparer les
réels sin(kx) et ksinx, ce que I'on fait dans les derniéres
questions, en étudiant la fonction qui a un réel x, associe
sin(kx) — kx.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

03_TS_TP1.g3w et 03_TS_correctionTP1.g3w (Geospace).

A. Avec un logiciel

1. Ouvrir le fichier 03_TS_TP1.g3w.

a. Pour créer le rayon du cercle c: Créer ; Numérique ; Calcul
géométrique puis Rayon d'un cercle (Nom du cercle : c et Nom
durayon:r).

Faire de méme pour créer le rayon R (Nom du cercle: C et Nom
durayon :R).

b. Pour créer I'angle AID : Créer ; Numérique ; Calcul
géométrique puis Angle géométrique (Angle (3 pts): AID et Nom
de la mesure : a).

Faire de méme pour créer I'angle AOD (Angle (3 pts) : AOD et
Nom de la mesure : b).



c.{=aretL=>bR.
Pour créer ¢ puis afficher sa valeur :

Créer ; Créer numérique puis Calcul algébrique (Expression du
calcul : ar et Nom du calcul : 1) ;

Créer ; Affichage puis Variable numérique déja définie (Nom de
la variable numérique : ).

Faire de méme pour L.

2. En cliguant gauche sur le point |, le déplacer sur I'axe (Oz),
puis faire de méme avec les points A et D, en les déplacant sur
le cercle c.

3. On peut conjecturer que le plus court trajet est L.

B. Etude théorique

1.a. Le triangle ADI est isocéle en I. Soit J, le milieu de [AD]. La
médiane (lJ) est aussi la bissectrice de I'angle AID et également
la hauteur issue de I.

Dans le triangle AlJ rectangle en J, sin (2)
donc AD = 2rsin(4

isoceleenO,AD = 2R5|n(b)donc AD= 2r5|n(2) 2R5|n(g).

A)J _ AD
Al 2r
.De méme, dans le triangle AOD

b. 2r5|n( ) 2R5|n(b)doncR5|n(g) sm(%).

2. Comme € = ar et L = bR, I'inégalité (1) est équivalente a

3Ly a~ b,
ar>bRetdoncaR><2 > 5

3.a.0<bsndoncOs%s%DemémeOs%s%.
Deplus,0<#s1 (car0<rSR)donc0Sﬁx%S%-

b

Lx9et 5 appartiennent a [0;%} et la fonction sinus est

R 2
strictement croissante sur cet intervalle donc I'inégalité (2) est

R> 2)>5'"(g)

b. Comme #sin ( 2) sm(b) I'inégalité (3) est équivalente a

sm(R 2) > Rsm( )(4)
On en déduit que I'inégalité (1) est équivalente a I'inégalité (4).
4, f'(x) = k cos(kx) — k cos x = k(cos(kx) —
k<1etx=0donckx=<x.

kx et x appartiennent a [0;%

équivalente a sm(

CosS X).

} et la fonction cosinus est
décroissante sur cet intervalle donc cos(kx) = cos x.

k étant positif, on en déduit que f'(x) = 0 et donc fest croissante
sur [0%}

Comme f(0) = 0, pour tout réel x de [0;%} f(x) = 0 et donc
sin(kx) = ksin x.

5.Sir=R, ¢ =L (carles deux trajets sont confondus) sinon,
etx=

R 2'
sin%. D'apres la question 3. ceci

en utilisant le résultat de la question 4 avec k =
on obtient sm(# x%) = #
équivauta € = L :le plus court trajet est L.
TP 2 Un modele mathematique

pour les marées
L'objectif de ce TP est de modéliser un phénoméne naturel (celui
des marées) par une fonction trigonométrique dont I'expression
est f(x) = acos(bx +¢) +d.
En utilisant le logiciel GeoGebra, on fait varier a, b, c et d.
L’observation des différentes sinusoides tracées par le logiciel
permet de visualiser I'influence des réels a, b, c et d sur 'amplitude,

la période et le « déphasage » de la courbe. On calcule ensuite
ces réels afin que la courbe représentative de f ait les mémes
caractéristiques que celle des marées.

Dans la derniére partie, il s’agit de déterminer, de maniére
autonome, une fonction modélisant un autre phénomene.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 03_TS_TP2.ggb,
03_TS_correctionTP2.ggb,
03_TS_TP2-D.ggbet03_TS_correctionTP2-D.ggb (GeoGebra).

A. Choix d’'un modéle

_10,8+10,6 _ _1,65+1,30

10,7etm,=—"—"—5"——= 1,5.

1.my, 5

A=m,-mp=107-15=9,2.

2. Entre deux marées hautes : T= 19h35 - 7h07 = 12h28.
Entre deux marées basses : T= 13h40 — 1Th14 = 12h26.
T=125h.

3.hy=7h.

B. Observations sur «lerdle»dea, b, cetd

Ouvrir le fichier 03_TS_TP2.ggb. La courbe des marées est tracée.
1.Dans le menu Curseur , construire les curseurs a, b, c et d.
Taper dans le champ de saisie, puis
déplacer les curseurs a, b, c ou d selon les questions posées.
Pour modifier les paramétres d'un curseur : cliquer droit sur
le curseur, puis Propriétés . On peut alors modifier min, max
et Incrément.

2. a. L'amplitude change.

b. La période change.

¢. La courbe est translatée suivant des vecteurs colinéaires a i .
d. La courbe est translatée suivant des vecteurs colinéaires a .
3. (C1) pourra étre vérifiée aprés le calcul de a, (C2) apres le
calcul de b, (C3) aprés le calcul de c et (C4) aprés le calcul de d.

C.Calculdea, b, cetd

1.a.etb. (C1) est vérifice sia=A = 46.

2.a.Si bT=2malors b(x+T) + c=bx+ c+ 2n donc
f(x+ T) =f(x) : (C2) est vérifiée.

b.etc.b= 122—“ =0,5.

3. a. Comme a est positif, f admet un maximum en hy si
cos(bx hy+c)=1etdoncsibxhy+c=0.
b.etc.c=-bxhy=-0,5%x7=-35.

4. a. (C4) est vérifiée si f(hg) = m,
etdoncsiacos(bxhy+c)+d=m.
b.etc.d=10,7-4,6cos(0,5%x7-3,5)=6,1

5. La courbe est trés proche de celle des marées.

D. Faire une prévision

a. Ouvrir le fichier 03_TS_TP2-D.ggb.

La courbe des marées est tracée.

Comme dans la partie B, créer les curseurs g, b, c et d et taper

dans le champ de saisie : | f (x)=a*cos(b*x+c)+d .

mh:9,1;8,7 89etm_31+32 ~30.

A=m,-mp,=89-32=57.

Entre deux marées hautes : 23h24 — 11h03 = 12h21.

Entre deux marées basses : 17h35- 5h13 = 12h22.
T=124hethy=11h.
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A —2n
0—2—285 b—12'4~0,5.
c=-bxhy=-05x11=-55.
d=8,9-2,85cos(0,5x 11 -5,5) =6,05.

f(x) = 2,85c0s(0,5x - 5,5) + 6,05.

“Enauteur a=285

1 b=05
1] g,
| e=.55

2] - == [

er . =08, i 3 ?'-T x .";’ &

a‘ “\ .:}} ..‘-.‘\ g

s) b .r) ’:f

3| \\._’J’,’ % R

u;

|‘n|23453?sarnn:2|aususnmmzn?::ei‘?,gu?g

b. A 15h la hauteur sera d’environ 4,9 m.

CAP VERS LE BAC

Correctif : dans le sujet commenté, le tableau de la réponse du
3.b.est:

[SIE]

o 0 Ol

f(a) + 0 -
f

f 0/ (o) \0

Sujet A

1.x appartienta [0; 1[.

2. Soit A(x), I'aire du trapeze ABCD.

Alx) = (AB+CD)x AH (1+1+2x)~/1— X2
2

V(x) = A(x) x BB' = 2(1 +x)w/1—x2
"(x) = — 2 —2X
3.V(x)—2[1 X +(1+x)2m}

donc V'(x) = 2x 1=X=2x2
) fioxt

4.-2x>-x+ 1s'annuleen 0,5 eten 1.

X 0 0,5 1

V’(x) + 0 -

1,53
"4 ) / \ 0

Le volume est maximal pour x = 0,5 (en métres).

Sujet B

1. Dans le triangle ABD rectangle enB,

BD 4sina.
AD etcoso = d ouBD = oS0l

CD=CB+BD=7+MetAD= 4_
coso coso

sino= "%

+4sm(x
cosQo _ 7

4sino
60000 — 60000 *

60 000 coso.”

_
21250000 =

48

t = _AD 4 ]
2730000 30 ooo coso.

3.t >t équivauta

4sino
60 OOO * 60 000 coso. 30 000 coso >0

etdoncaf(o) > 0.

oy 1 sino, _ 2(1-2sina)

4.flo=2 (cosa)?  (cosa)?  (cosa)
Comme (cos o)2 > 0, f'(cr) est du signe de 1 - 2sino.
5. o 0 % %

(o) + 0 -

3,5-243
f
-0,5 -

f(%) = 0,036. f(%) > 0 donc pour o, = % le lapin a le temps
de traverser.

Sujel C
1.VRAlIcar lim f(x)= lim f(x)=+cc.
x—-05 x—05
x<-0,5 x>0,5
2.FAUX: lim f(x) = 1.
X—>—o0 2 5
3. VRAI: sur ]-o¢ ; ~0,5[, '(x)= Mi“‘)‘(’z‘_];z donc f'(x) > 0 et fest
croissante.
, 2x(4x2 —1)—x2(8x) [4x2—1 _ —x4x2 -1
4.FAUX:f'(x)= = .
UX:F ' 2(4x2 —1)2 V2 (4x2 =12|x|
Sujet D
1.a.
1
0 = T X

2
L'équation (1) a deux solutions dont I'une est 0 car I et A se
coupent en deux points, dont I'un est I'origine du repeére.

b. f'(x) = =~ - cos x.
X 0 % T
f'(x) - 0 +

oa
N
[SIE]

c. fest continue et strictement croissante sur [% H n}.

f(%) = % -1=-0,21 et f(n) = 1,57. 0 est compris entre f(%)

et f(r) donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires, I'équation f(x) = 0 a une unique solution xq

dans [%n}

‘ i.89 = 0nyE
1.9 A0z

2.a.7= 2 sin92c056

’ d'oti 1,89 < xo < 1,90.

=sinB coso.

b.S+T= ¥=6donc5=6—T=6—sinecose.



c.S=T équivauta 0 -sin6cosO =sin6O cosO

etdonca 0-2sin®cos®=0 ouencorea 6-sin(20) =
En posant o = 26, on obtient % -sino=0.

D’aprés la question 1, cette équation a pour solution Xxj.

S=Tpouro=xy=0,90a0,01 prés par exces.

Sujet E

1.Réponse a. 2. Réponse d. 3. Réponse b.
X 4) x=4__ -2 [x-4

1.1 = )2 Vv x T (x-42V x -

f'(x) < 0donc fest decr0|ssante.

2. lim f(x)=1etlim f(x) =+,
X—>+% X—4
x>4

Les droites d’équations respectives y = 1 et x = 4 sont des
asymptotes a €.

EEA 1. Dans [0 ; I, I'équation 2sin x = V2 a pour solutions
T ot 3.
4574

2.f'(x) = v2 - 2sinx.

X 0

[ FNE]
o |~f%
a

F(x) + A

V-2

J_nJ—
f / v \3J_n J—/

E (E) équivaut a cos (2x) - 2cos x = 0.

Soit f définie sur [0 ; ] par f(x) = cos (2x) — 2cos x.

f'(x) = - 2sin(2x) + 2sin x = 2sin x (1 — 2cos X).

Sur [0; 7], sin x = 0 donc f'(x) est du signe de 1 - 2cos x.

X 0 4

o |wla

f'ix) | O

p \ /'

Sur[O;%}, fa pour maximum -1 : I'équation f(x) = 0 n'a pas
de solution.
Sur %;Tt , f est continue et strictement croissante.

Comme 0 est compris entre f(%) et f(m), I'équation f(x) =

une unique solution dans [% ; TE}.
(E) a donc une unique solution dans [0 ; 7t].

POUR ALLER PLUS LOIN

@ 1.g'(x) = 2cos(2x).
Sur [O;E}, 0os2x< % donccos(2x) =0:g'(x) = 0.

Sur[4 2} §<2x<ndonccos(2x)<0'g( X) <

g est croissante sur | 0; Z} et décroissante sur [% %}

2. a. Soit A l'aire du rectangle ABCD.

A=ABxBC=20B x BC=2cos 0 sin 6 =sin(20).

b. Comme l'aire de ABCD est égale a g(6), d'aprés la question
1, l'aire est maximale pour 6 = %

c. BC=sin%=% etAB=ZOB=2cos%=ﬁ.

EE 1.a.f=vouavecu(x) =x2+ 1 et v(X) =sin X.

b. u'(x) = 2x et V'(X) = cos X.

c. f'(x) = 2xcos(x? + 1)= u'(x)V' (u(x)).

2. ¢ Pour f(x) = cos(x2+ 1) :

f=vouavecu(x) =x>+1etv(X)=cos X.

u'(x) =2xetv'(X) =-sin X.

f'(x) =-2xsin(x2 + 1)=u' )V (u(x)).

o Pour f(x) =sin(x3+ 1) :

f=vouavecu(x)=x3+1etv(X)=sinX.

u'(x) =3x2 et v/(X) = cos X.

f'(x) = 3x2cos(x3 + 1) = u'(x)V'(u(x)).

e Pour f(x) =cos(x3+ 1) :

f=vouavecu(x)=x3+1etv(X)=cosX.

u'(x) =3x2et v'(X) = -sin X.

f'(x) ==3x2sin(x3 + 1) = ' (X)V'(u(x)).

3.0n conjecture que (vou) =u'x Vv’ ou.

m 1. Pour tout réel x, -1 < cosx < 1

donc-x-3<g(x) <-x+3.

-X-3=<g(x): T estau-dessous de 6.

T a pour équation y = g'(0)x + g(0) et doncy = -x + 3.

g(x) < -x+3:%;estau-dessous de T.

2. g'(x) = -1 équivaut a -1 - 3sin x = -1 ce qui équivaut a

sinx=0etdoncax=km, ok E Z.

‘64 admet des tangentes de coefficient directeur -1, aux points

d’abscisses ki, ol k € 7.

Une équation de la tangente au point d'abscisse km est :
y =— (x—kn) + g(km) et donc y = —x + 3cos (k)

(car g(km) = —kmt + 3cos(km)).

Si k est pair, cette équation est y = —x + 3.

Test la tangente a ‘6, aux points de coordonnées (kr ; —km+ 3)

ou k est un entier pair.

3. Si k est impair, cette équation esty = -x - 3.

T’ est la tangente a 6, aux points de coordonnées

(krt ; —km - 3) oU k est un entier impair.

2
s 1. a. Sur[—g;g}, P

= 0, donc f est bien définie

4
SUF|:_B Bil
272
2 2
b.f'(x) = %—xz +X —8x
R
_p __P_ _P_ P
X 2 242 232 2
o | - o+ o -]
0 p?
f \ p- §\
- 0

i P
fadmet un maximum pour x = 393

2. a. Soit A (x), I'aire de ces B p
losanges, x appartenant a 4
1= 0;2
20 A <=——>C
. /
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A(x)=20Cx OB = x1 , - x2.

b. Sur |, A(x) = 0,5f(x; Comme 0,5>0, A et font les mémes
variations. D'apres Ia question 1, l'aire est maximale pour
2 2

14 p p p p

=——.Pp = 2 ==

X2«/§ our x 2«/§BD () (4J—) >3

Les deux diagonales ont alors la méme longueur : le losange
qui a l'aire maximale est le carré de périmétre p.

31 1.a. Courbe représentative de f:

]

On conjecture que f n'est pas monotone.
b. f(0)=0;f(0,25)=1+ % =1,8;f(0,5) =
0 < 0,25 et f(0) < £(0,25): fn'est pas décroissante.

0,25 < 0,5 et f(0,25) > f(0,5) : f n'est pas croissante.

fn’est ni décroissante, ni croissante : f n’est pas monotone.

c. Pour tout entier n, up, —u,=f(n+ 1) -f(n) =

d. (u,) est une suite arithmétique de raison .

Pour tout entier n, up,,; — u, > 0 donc (u,) est croissante.
2.a.Pourtoutentiern,n<n+1.

Comme g est croissante, g(n) < g(n + 1) etdoncu, < u,,q: (u,)
est croissante.

b. La réciproque est : « Si u est croissante, alors g est croissante ».
Cette proposition est fausse : dans la question 1, (u,) est
croissante mais f n'est pas croissante.

() L 2T o
ZE 1.a.00) = T Gocos( T t+(p).
b. 6'(0) = 0 donc cos(g) =0: ¢ = %
2.a.0,=5"=2L radianset T=2:

I
2~1,6.

180
ST 2n _T
o(t) = 180sm( t+2) 365|n(nt+2).
b. 6(t + 2) = 6(t) donc 6 a pour période 2.
s __n?
c.O(t) = 36cos(nt+2)— 36sm(m’)

Site[0;1],nt[0; 7] doncsin(rt) = 0:0'(t) < 0.
Site€[1;2], it € [; 2n] donc sin(wt) < 0: 6'(t) =0.

d.

t 0 1 2

e'(t) | O - 0 + 0

R Wi

0 36 \ - /36
36

3. Courbe représentative de la fonction 0 :
y

0,10+

N/
SR

-0,10+

4.a.0(0,5) =0:il est a sa position d'équilibre.

50

b. 6(1) = -0,09 radian : il est a -5° de sa position d'équilibre.
c.0(1,5)=0:il esta sa position d'équilibre.
d. 6(2) = 0,09 radian : il est a 5° de sa position d'équilibre.
e. 6(3) =-0,09 radian : il est a —-5° de sa position d'équilibre.
ZZ] Partie A
1. ¢ passe par les points A(0; 0), B(4; 1) et I(2 ; 0,5) donc
f(0)=0,f(4)=1etf(2)=0,5
Les tangentes a la courbe en A et B sont horizontales donc
f(0)=0et f'(4) =0 avec f'(x) = % bcos (c + %)
a+bsinc=0
a+bsin(c+m)=1

On résout a+bsin(c+%):0,5 qui est équivalent a
%bcosc:o
a+bsinc=0 a=05
a-bsinc=1 " & qonca bsinc =-0,5.
a+bcosc=0,5 bcosc =0
bcosc=0
Commebio,etpource[0;n],a:0,5,c:%et

b=-0,5doncf(x)=0,5- OSSIn(TE‘X g) 0,5- OSCOS(TET)
2. y

.A 1 1 1 1
o 1 2 3 4 x
Partie B
1.9(0)=0,g(4) =1etg(2) = 0,5 donc 6, passe par les points
A Betl
gx = _%x2 + %x donc g'(0) =0 et g'(4) = 0: les tangentes a

la courbe en A et B sont horizontales.
4 vérifie bien toutes les contraintes.

2. y
B
1 o
|/
L ]
-A 1 1 1 1
0 1 2 3 4 X
Partie C
On recherche le maximum de f’ sur [0 '4] :
n X " e X
f'(x)= sm 4 X ot f"(x) = cos 4

Sur[0;2],f"x)=0 donc f' est croissante.

Sur[2;4], f"(x) < 0donc f’ est décroissante.

f' admet un maximum pour x = 2. Ce maximum est égal a
f'(2) == : la pente maximale de 6;est g

On recherche le maximum de g’ sur [0; 4] :

g = ——x2 + %x etg'(x)=- %x + g % (—x+2).
Sur[0;2],g"(x) = 0donc g’ est croissante.
Sur[2;4],g9"(x) < 0donc g’ est décroissante.
g’ admet un maximum pour x = 2. Ce maximum est égal a
g'(2) = £ :la pente maximale de 6 est g
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Les courbes sont de plus en plus « proches » du signal d’origine.

2..50(0) = (1) ; S;(0) = g(1); S,(6) = h() et Ss(t) = k(@).

3.a. etb. Avec le logiciel GeoGebra :

—onregle les graduations sur I'axe des abscisses (de-0,01 a0,05);

- on construit un curseur n (min : 0. max: 50) et dans le champ

de saisie, on saisit les fonctions g et S indiquées dans I'énoncé.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel

numérique premium : 03_TS_exercice145.ggb (GeoGebra).

c i3 n=40

12

11

S — -
9

a

7

6

518

4

"L

2

3

410 ob1 0b2 0.b3 004

On peut également utiliser le logiciel Xcas.

f:=unapply (5, x);
saisir(n);

k:=0;

tantque k<n faire
p:=2k+l;

f :=unapply (£ (x)+(20/ (p*pi) ) *sin (100*p*pi*x) , x) ;
k:=k+l;

afficher (k);

afficher (£);

frantque;
graphe (£ (x),x=0..0.05)

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 03_TS_exercice145.xws (Xcas).

£ 1.a.BC=2BH=2sino. AH=AO + OH = 1 + cos 0.

BCx AH
2

b. Aire du triangle = =sina (1 + coso).

2. a.f'(o0) = cos o1 + cos o) + sin o(—sin o)

f'(0r) = cos o+ cos2 o — (1 — cos2 o) = 2cos? oL + cos o 1.
b.PX)=2X2+X-1=2X-1)(X+1).

c.f'(o) =(2cos o - 1)(cos o+ 1).

d.Surl, cos o+ 1> 0donc f'(a) est du signe de 2cos o, -1.

o 0 5

f'(o) +

T
3
0
33
p 0/4

e. L'aire de ABC est maximale pour o. = %

ABC est alors un triangle équilatéral.
m 1.a.f(x)= 3cosx(2+ cosx)—3sinx(—sinx)

(2 +cosx)?
f'(x) = 3+6cosx—(2+c0osx) _ —cos?x+2cosx—1,

(2+ cosx)? - (2+ cosx)?
(2 + cos x)2 > 0 donc f'(x) est du signe de —cos? x + 2cos x - 1.
b. -cos2 x4+ 2cos x - 1 = —(cos x - 1)2donc f'(x) < 0 : f est
décroissante sur I.
f est décroissante sur | et f(0) = 0 donc pour tout réel x
appartenantal, f(x) < 0.

1 _
2.a.9'(x)= (2 CosS X + oszx]_1_

-1

2cos3x+1-3cos?x
3cos?x

Comme (cos x - 1)2(2cos x + 1) = 2cos3 x + 1 - 3cos? x

g'x) =

b. (cosx-1)2=0etsurl,2cos x+ 1 > 0 et 3cos2 x > 0 donc

g'(x) = 0: g est croissante sur |.

g est croissante et g(0) = 0 donc pour tout réel x appartenant

al,g)=0

3. f(x) <0 : -3sinX_
2+ cosx

gx)=0: 25|nx;— tanx

(cosx —1)2(2cosx +1)
3cos?x

3sinx_ <
2+ cosx
—x=0donc 725mx;—tanx = x.

—x=<0donc

D'ou 3sinx <X<2$|nx+tanx
2+cosx
4, Avec I" encadrement précédent et pourx= % :
V3 +1
< <L <
4+J— 333 ,d’ol10,5233 5 0,5258;

18<<2‘/—+2 1402 < 1 < 3,154
4+J—n 5 ,d’'ou 3,1402 < 7 < 3,1548.

E =0,5233 30,0025 pres par défaut.
T = 3,1402 a 0,0146 pres par défaut.

m Partie A

Correctif : Dans la piste de la question B. 3. b., il faut lire «On

1.42

5075 |: .» et non pas «On montrera que,

montrera que, sur]
surl,...».

1. Soit | Ie milieu de [AB], EF = 1 - 2El.
El

Dans le triangle EIB rectangle en |, tana = B> 2El donc

EF=1-tana.

1
2cos o

- 1B =
coso = EB donc EB

f(0) = EF +4EB=1-tan o+ — 2_ _q42-sino,

osa. coso.
A | B
o
E
K
F
D J C
2.a.f(0) = —coso(cosa) — (2 —sina)(—sino)
(cosa)?
donc f’(a) = M,
(cosa)?
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b. E n
o 0 6 4
f’ (o) - 0
3
f \ 1+J—/
fadmet un minimum en %

. 150(1 ++3) = 409,8. La longueur totale minimale du réseau
est d’environ 410 km.

Partie B

1. Soit |, J et K les milieux respectifs de [AB] [CD] et [LJ].
Par construction : Bl < BE < BK, donci S ES ‘/—-

2. Pour tout réel x appartenantal:

g(x)=4BE+1—2EI=4x+1—2,x2—%.

3.a.g(x) =4x+ 1 -v4x2 —1. g est dérivable sur }% £]
)=4- —AX__ - 4V4x2—1-4x
V4x2 1 J4x2 1
b. Sur }% %}, V4x2-1> 0 donc g'(x) < 0 équivaut a

4V4x2 —1-4x<Oetdoncav4x?-1<x.
Comme x > 0, cette inéquation est équivalente a 4x2 — 1 < x2
etdonca3x?—1<0.

g'(x) < 0 a pour ensemble de solutions : ]%,g}
C. N 1 ﬁ Q
2 3 2
g’(x) ” - 0 +
3

232
g \1+J§/

g admet un minimum en gg(g) =1+43.

On retrouve le résultat de la partie A.

e Prises d'iniliatives

m Comme A(0; 1) et M(x; x?) :
AM= {x2 +(x2 =12 =x* —x2 +1.

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = Vx4 — x2 +1.
, 3_ x(2x2=1)
f'(x) = 2x X __ _ .
I =x2+1  Ix*=x2+1
X -0 —g 0 g +
f’(x) - 0 + 0 - 0 +
+o 1 400
2 2
La distance AM est minimale lorsque M a pour abscisse —%
N2
ou=s
150 D a ¢
a a
a
Ae—s B
X H
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® On pose AH = x, x appartenant a [0 ; al.

Soit f(x), I'aire du trapéze ABCD.

£ = w (@ +xVa —x2.
0= Jaz - Xz Fa+x) =X = =2X2 —ax+a?
Va? - x2 Ja2 - x2
£ = (x+a)(-2x+a)
a2 —x2
Sur [0;al, x + a > 0doncf'(x) est du signe de -2x + a.
X 0 0,5a a
f’(x) + 0 -

0,75v3a?
f @ / ’ \ 0

Le trapeze dont l'aire est maximale est tel que AB = 2a.

e On peut également exprimer l'aire en fonction de o, o
appartenant a }0;%}.

Soit g(a), I'aire du trapéze. g(o)= a? sin o, + a2cos o sin o.

g'(0r) = a?(cos o - sinZ0L + cos2ar) = a%(2cos? oL + cosaL — 1)

g'(0) = a?(cos o + 1)(2cos oL — 1).

n n
o 0 3 P
g’'(a) + 0 -
0,75v3a?
g 0/7 \ .
Le trapeze dont l'aire est maximale est tel que o= %

(AH= acos%: 0,5a et donc AB = 2a).

I soit fdéfinie sur [0; 7] par f(x) = cos x — x2:

f'(x) = -sin x - 2x.
Sur[0; ], -sinx <0et-2x < 0doncf’(x) < 0:fest strictement
décroissante.
Sur [0 ; m], f est continue et strictement décroissante. Comme
f(0) =1 et f(m) = - 1 -2, 0 est compris entre f(0) et f(rr) donc
I'équation f(x) = 0 a une unique solution x, dans [0 ; 7t].

Bz TR
Bz 014 ] d'ou 0,82 < x, < 0,83.

E Onald<x<2.

F
3 D
2
(G
A : B
L
X

D’aprés le théoréme de Pythagore :
DB=+4—x2et AF=+9— x2.




D’aprés le théoreme de Thales : Surlo;2[x>0,4-x2>0et9-x>>0doncf'(x) >0:fest
AL= X et BL = =X strictement croissante sur ]0; 2[.

V4 —x2 Jo—x2' , A .

Comme AL +BL=x, fest continue, strictement croissante sur]0; 2[.
X X __ _ lim =3 et lim =+ jenta 2.

Tt T =X Comme X_)Qf(x) g et )Hzf(x) +, 1 appartlenta}6,+w[

et donc 1 + 1 =1 x>0 X2 . .
[4—x2  Jo—x2 : donc I'équation f(x) = 1 a une unique solution dans 0 ; 2[.
Soit f la fonction définie sur]0; 2[ par f(x) = 1, 1
P a—x  o-x2 1zz | .googg

fr(x) = X n X .24 | 1.003% ] g'oux=1,2320,01 prés par défaut.

(A—x2Wa—x2  (9-x2No—x2
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CHAPITRE

=) runl

() Le programme

UNIIEADUNIED

Fonction exponentielle

Fonction x +> exp (x).

Relation fonctionnelle,
notation e”*.

Contenus | Capacités attendues

Démontrer 'unicité d’'une fonction
dérivable sur R, égale a sa dérivée et
qui vaut 1 en 0.

Démontrer que lim e* =+ et

) >0
lim e¥=0.

x—=>-o

« Utiliser la relation fonctionnelle
pour transformer une écriture.

Commentaires

La fonction exponentielle est présentée comme 1'unique
fontion f dérivable sur R telle que f*= fet f(0) = 1.
L'existence est admise.

On étudie des exemples de fonctions de la forme

x> exp (u(x)), notamment avec u (x) = —-kx ou

u(x) = —kx? (k > 0), qui sont utilisées dans des domaines
variés.

On fait le lien entre le nombre dérivé de la fonction

« Connaitre le sens de variation et la

X
représentation graphique de la fonc- -1

X

exponentielle en 0 et la limite en 0 de
tion exponentielle.

« Connaitre et exploiter
eX
lim — =+ et lim xe*=0.

x>+ x—>-%

2 [SPC et SVT] Radioactivité.
Etude de phénoménes d'évolution.

9 Notre point de vue

54

L’approche de la fonction exponentielle par les équations différentielles est abandonnée dans ce nouveau programme.
Conformément au programme, nous avons introduit la fonction exponentielle comme unique fonction dérivable sur R,
égale a sa dérivée et qui vaut 1 en 0. L'unicité est démontrée. La plupart des démonstrations sont faites. La notation
« exp », indispensable tant que la relation fonctionnelle et ses conséquences n’ont pas été mises en place, est ensuite
remplacée le plus souvent par la notation classique. Les deux notations figurent dans les contenus du programme.
Dans le premier paragraphe figurent la relation fonctionnelle et le sens de variation de la fonction exponentielle.
Un deuxiéme paragraphe est consacré aux propriétés de la relation fonctionnelle qui sont déduites de la relation
fonctionnelle. On introduit le nombre e et la notation e*. Cette partie se conclut par la résolution des équations et des
inéquations. Mais introduire la fonction exponentielle avant la fonction logarithme népérien interdit de résoudre de
maniére exacte les équations e¥ = a (a > 0) sauf dans des cas simples.

Un troisiéme paragraphe est consacré a ’étude des limites. Dans ce paragraphe figurent les démonstrations au
programme. Il se conclut par la représentation graphique de la fonction exponentielle.

Le dernier paragraphe est consacré a I'étude des fonctions du type x — exp (u (x)).

Pour les savoir-faire du cours nous avons privilégié des exercices simples. Des le départ, la définition de la fonction
exponentielle permet d’étudier le sens de variation de fonctions élémentaires. Plusieurs exercices de simplification
d’expressions sont proposés. Les calculs de limites avec la fonction exponentielle introduisent des formes indéterminées.
Les exercices avec les fonctions de la forme e* contiennent des calculs de limites, de dérivées et I'étude d’une fonction.
L’utilisation des TICE a été développée a plusieurs endroits dans le chapitre.



Les notions abordées dans le chapitre 4

1. La fonction exponentielle
3. Limites liées a la fonction exponentielle

2. Propriétés de la fonction exponentielle
4. Fonctions de la forme e

Le QCM et les exercices proposés dans cette page permettent de faire le point d'une part sur le calcul avec les exposants et d'autre
part sur le calcul de dérivées, en particulier de fonctions du type x — f(ax + b) qui seront utilisées dans certaines démonstrations du
cours. L'introduction donne une bréve idée de la modélisation en prenant comme exemple la désintégration radioactive illustrée

par la méthode de datation au carbone 14.

Voir livre page 422 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Correctif: pour I'exercice (I, la réponse du b. est x — —af'(-ax).

Activité 1 Courbes a sous-tangente

constante
Dans cette activité, il s'agit d'introduire la fonction exponentielle a
partir d’'une situation géométrique qui conduit a la condition f’=f
ou f’'=—f. Cela permet de s’apercevoir que les fonctions connues
par les éléves ne suffisent pas et ainsi de motiver I'introduction
d’une nouvelle fonction.
1. On obtient pour équation de T : y = f'(a)(x - a) + f(a) soit
encore y = xf'(a) + f(a) - af'(a).
2. Le point P a pour ordonnée 0. Son abscisse est solution de
I'équation xf'(a) + f(a) - af'(a) = 0.
D'oux=a- fla)

f'(a)

3. L'abscisse de H est égale a a. Donc:

PH =‘a_("_ ;'((f,)))‘ = [Fa) ="

d’apres la condition sur les fonctions f cherchées.

4. Pour tout réel g, I'égalité précédente conduit a la condition
|f(a)|=|f'(a)|; donc f=f"ou f=-f".

5. Il n'existe pas de fonctions usuelles de la classe de Premiére

fla)| _

qui vérifie cette condition.

Aclivité 2 Suitle de nombres

L’objectif de cette activité est d’obtenir une valeur approchée
de e. Dans la premiére question, une construction géométrique
est proposée. Dans la question 2¢, il s'agit simplement d'utiliser le
fichier AlgoBox fourni.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium: 04_TS_activite2.alg (AlgoBox) et
04_TS_correctionactivite2.ggb (GeoGebra).

1. La figure peut étre obtenue a I'aide d'un logiciel de
géométrie.

a. Le point Ag a pour coordonnées (0; 1).

b. Le ccefficient directeur de la tangente est égal a €°. La
tangente, en Ay, a la courbe 6 représentative de la fonction
exponentielle a pour équation y =x+ 1.

c.Six=0,5alorsy=1,5:le point A; a pour coordonnées (0,5; 1,5).
d. La tangente en un point de la courbe de la fonction
exponentielle a pour coefficient directeur le nombre dérivé de
la fonction, c’est-a-dire I'ordonnée du point. Le point A; a pour
ordonnée 1,5 qui est donc le ceefficient directeur de la droite.
Son équation esty =1,5x+0,75.

e. Le point d'abscisse 1 de cette tangente a donc pour
ordonnée 2,25. Le point A, a pour coordonnées (1 ; 2,25).
2,25 est une premiére approximation du nombre e car
I'ordonnée du point de la courbe % d'abscisse 1 est €', soit e.
Voici les tracés correspondants a cette question :

A2

AD

2. Chacun des intervalles a pour longueur %

a. Sur l'intervalle [xy; x . 1], la tangente qui approche la courbe
€ a pour ceefficient directeur y,. De plus elle passe par le point
Ay (X, ; yi)- Elle a donc pour équation y = y,(x — ;) + yy-
b. On calcule y, ,; en fonction de yy : yi 11 = Vil +1 = Xi) + Y-
Or Xy 41 — X = % donc:

1 — 1

= Lye+y= 1+

Yk+1 n}’k Yk ( n))/k

Pour une valeur de n donnée, l'algorithme fournit une

approximation du nombre e. En outre, il fournit dans un repére
les différents points A,.
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c. Pour n =4, on obtient e = 2,4414063.
Pour n =50, on obtient e = 2,691588.
Pour n =1 000, on obtient e = 2,7182546.

Aclivite 3 Tangente au point d'abscisse O
8 |la courbe de I'exponentielle

L e exp(x)—1
Dans cette activité, on introduit la limite en 0 du rapport%-

On utilise le fichier GeoGebra fourni.

Grdce au curseur qui donne le ccefficient directeur d’une sécante
(AM), on amene cette droite en coincidence avec la tangente T déja
tracée. D'ou l'identification de la limite du rapport avec le nombre
dérivé en 0 de la fonction exponentielle.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium: 04_TS_activite3.ggb (GeoGebra).
Sur la figure sont représentées la courbe de la fonction
exponentielle et la tangente en A, point d’abscisse 0 de la
courbe. On a construit un curseur m fournissant I'abscisse d'un
point M de la courbe, voisin de A. Pour cela, on fait varier le
curseur entre -1 et 1. Enfin, on a tracé la droite (AM). Le logiciel
affiche le coefficient directeur de la droite (AM) lorsqu’on la fait
tourner autour du point A.

1. Latangente en A a pour coefficient directeur €9, c'est-a-dire 1.
2. Lorsque I'abscisse m du point M tend vers 0, la droite (AM)
«tend » vers la tangente en A a la courbe.

exp(x)—1
X

3. Le rapport représente le coefficient directeur

de la droite (AM) si M est un point quelconque de la courbe
d'abscisse x. Lorsque x tend vers 0, la droite a pour position
limite la tangente en A qui a pour coefficient directeur 1. On
exp(x)—1 -1

X

peut donc conjecturer que lim
x—0

Aclivité 4 Radioactlivite

Cette activité permet un lien avec les deux autres matiéres
scientifiques : SPC et SVT, conformément au programme. Elle est
l'occasion d'introduire des fonctions eV particuliéres en étudiant
les fonctions x > e ** avec k strictement positif.

Exercices

1.a.SiN(0) =2 x 102, le nombre de noyaux restants au bout de
100 s est voisin de 1,38 x 1023 et au bout de 200 s, ce nombre
est voisin de 9,54 x 1022,

b. On doit déterminer t tel que N(t) = % N (0), c'est-a-dire

résoudre I'équation e-00037t= 1,

c. On programme une table de valeurs pour la fonction
x> e-0.0037x On obtient:

] il

186 0.5024

0.5006
IBB D.u387
189 D.Y369

187
[FoRM [P [E0T7 con [G LT

Une approximation de la demi-vie du polonium est donc 187 s
soit3min7s.

2. a. Ci-dessous les représentations graphiques des fonctions
fos, fretfs.

e

b. On peut conjecturer que :

- les fonctions f; sont décroissantes sur R ;

- elles ont pour limites +©en - et0en+o;

—-sik < k':pourx <0onaf(x) <f(x) et pourx=0,
on af (x) = f(x).

¢. La courbe représentative de f; est représentée en bleu.

d. Soit k < k'.

Six < 0 alors kx > k’x, donc —kx < —k’x.

Puisque la fonction exponentielle est croissante sur R, on a
donc e™® < e ¥ soit fi(x) < fi- (x).

Six = 0 alors kx < k'x, donc —kx = —k’x.

Puisque la fonction exponentielle est croissante sur R, on a
donc e™® = e¥* soit fi(x) = f;- (x).

N La fonction exponentielle est croissante donc:

a. Vraie. b. Fausse.

EN 1.a.8<A  b.A<B.

2.a.0nax =< 0doncexp(x) < exp(0) soitexp (x) < 1.

b. Soit x > 1 donc exp (x) > exp 1 car la fonction exponentielle
est strictement croissante.

Orexp 1=edoncexp(x) >e.

c.Six =0, -x < x et ainsi exp (-x) < exp (x).

d. Pour x strictement positif, x < 2x donc exp (x) < exp (2x).
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EN a. vraie car exp(x) > O sur R.
b. Vraie carexp (1) =e.
c.Fausse carexp(1)=e#0

d. Vraie car lim exp(x)=0.
X——0

ENirw= exp (x). 2. f'(x) = exp (x) + 2.
B 1.f'(x) = 2x - exp (x). 2. f'(x) = 5exp (x).
I 1. F(x) = 2exp () + 2xexp () = 2(1 +x) exp (x).
2. f'(x) = 2xexp (x) + x2exp (x) = x (2 + x) exp (x).
n La fonction fest un quotient de deux fonctions donc:
£l = 2exp(x)x x —2exp(x)x1 _ 2exp(x)x(x—1) )
x2 x2




n 1. f'(x) = exp (x). La fonction f est croissante sur R.
2. f'(x) = —exp (x). La fonction fest décroissante sur R.
N 1. f'(x) = exp (x) + 3; f'(x) > 0 donc f est croissante sur R.
2. f'(x) = 3exp (x) donc f est croissante sur R.
(10 R W 3exp (x) + 3xexp (x) = 3(1 +x) exp (x). f'(x) a méme
signe que 1 + x donc f'(x) < 0 sur ]-o; -1[ et f'(x) = 0 sur
[-1; +oo[. Ainsi f est décroissante sur ]- ; —1[ et croissante
sur[-1; +oo[.
2. La fonction fest un quotient de fonctions.
, 1xexp(x)—xxexp(x) (1—x)exp(x)
Ponel 0= "expt? = (exp0R
Ainsi f'(x) a méme signe que 1 - x.
Sur]-o0; 1[, f'(x) > 0 donc f est croissante.
Sur]l;+oo[, f'(x) < 0 donc fest décroissante.
EER voirlivre page 422.
EEN A=exp(8); B=exp(3).
m a.exp(-x)exp(x)=1.
b. exp (—x) exp (-x) = exp (-2x).
c. exp (x) exp (2x) = exp (3x).
d. exp (-2x) exp (4x) = exp (2x).

14 | a.M =exp(2). b. exp(3x) exp (2x).

exp (x) exp (x)
exp(=3x) _ -~ exp(=3+x) _ .
“exp2n) P Aoy P

m a. exp (2x) =e?x.
c exp(x+2) ext2

b. (exp (x))3 = (e%3.

exp (=x)exp(2x) _ e—x x 2%

exp (x) ex exp (3x) e3x
m l.edxed=e2, 2.(e3)2xe2=¢8,
e _3 e’ _ .8
3.5 =e’. 4.e3 =e3,
3y a5 4 v @3
7 R
e exe
2 a3
3.e2x(e2)3=¢e4 4, £XE -2
e3xe-

[N 1. exxex=e~,
3.eZxXxe =1,

Bl 1. ev2xex=¢2,
3. (e2x)3 X (e—x)2 = %X,
m Voir livre page 422.
(21 KN L'équation équivaut a 2x = x. La solution est 0.

2. La solution est 0.

m 1. La solution est 0.

2. La solution est 0.

23 B R L’équation équivaut a 2x + 1 =2 - x qui a pour
solution 3

2. La solution est — %

2. (e)2xe*=¢eX

4, (e¥)2x (eX)3=ex,
2. extIxedx=¢et;
4.(e' 2 xe¥=¢e2

(24 KR L'équation équivaut a x2= 4. Les solutions sont -2 et 2.
2. L'équation équivaut a x2 - 1 = 2x. Les solutions sont 1 - Np)
et1++2.

(25 RR L'équation équivaut a 3x = 0. La solution est 0.

2. e > 0, donc I'équation n’a pas de solution.

26 R L'équation a pour solution -1.

2.0n pose X = e, L'équation devient X2 + 2X + 1=0.On résout
eX=-1, équation qui n'a pas de solution.

EA 1. L'équation a pour solution —% et1.

2. On pose X = e*. On est conduit a résoudre les équations

eX= —% eteX=1.lly adonc une seule solution 0.

EX . L'inéquation équivaut a x + 1 < 2. Elle a pour ensemble
solution ]-cc; 1].
2. L'inéquation équivaut a 1 — 2x = x. Elle a pour ensemble
solution J—w;%}

1. L'inéquation équivaut a -x + 6 < 2x. Elle a pour
ensemble solution [2 ; +°[.
2. L'inéquation équivaut a e < e soit —-x < 0 ou encore x > 0.
L’ensemble solution est ]0 ; +o°[.
EA 1. L'inéquation équivauta-3x+ 2 <2x-3ou5 <5x.Elle
a pour ensemble solution ]1 ; +o°[.
2. On sait que pour tout réel x, e > 0. Donc ¥ = -1 pour tout
réel x. L'inéquation a pour ensemble solution I'ensemble R.
m 1. L'inéquation e < e équivaut a -x < 1 ou encore a
x> -1.Elle a pour ensemble solution ]-1; +ol.
2. Ll'inéquation eX < eix équivautaeX<eXouencoreax < -x
soit 2x < 0. L'ensemble solution est ]-o; O[.
EZX voir livre page 422.
EEN A(x) <0Osurl-=;0[,A(0)=0etA(x) > 0sur]0;+ccf.
B(x) est un produit dont un des facteurs est e positif sur R.
Donc B(x) a le signe de 1 — x2 On en déduit :

B(x) <Osur]-o;-1[etsur]l;+0o[;B(x) =0sur[-1;1].
On peut factoriser C(x). C(x) = eX(e*—1). Donc C(x) a le signe de
eX—1.AinsiC(x) <Osur]-o;0[et C(x) =0sur[0;+[.

EZN 1. lim (-2¢0=0; lim (-2¢9) =-o.
X——% X—>+%
2, lim (e¥+3)=3; lim (eX+3)=+x.

X—-0 X—+%

3. lim (1-e9)=1; lim (1-e)=-oo,
X—>—00 X—+%0

EF 1. lim (@ +x)=-c; lim (e +x)=+c.
X——-% X—+®

2. lim (e +2x-1)=-0c0; lim (eX+2x-1) =+,
X X—+%0

oo
EA 1.a.0 s'agit de la forme indéterminée « o —o0 »,

b.On af(x) =x(eX-2).

¢. La fonction f s’écrit alors sous forme d'un produit de deux
fonctions qui ont pour limite + en + o,

Donc lim (xeX-2x) =+,

X—+%

2.0nsaitque lim xeX=0donc lim (xeX-2x) =+0o.
X——% X—>-%

m Voir livre page 422.
EZ 1.0n peut conjecturer que la limite en 0 est +x et la
limite en + o est + o,
2.0nalimeX=1etlimx+1)=1.
x—0

x—0
Donc lim X1 = 4o carx > 0.
x—0
Par suite lim X+ 1ex= 4o,
x—0
x>0
Ona lim X1 -1 Donc lim X+tlex= 4o,
x—+e X x—+0o X
X X . . X
El 1.0na &£-1=-1x€"=1 0p sait que lim &=1=1
2x 2 X x—-0 X
e —1_1
donc lim £ ==,
x—0 2X 2
X . .
2.0na & =1 _xex . Or lim—— =+x et limer=e.
x=1 x-1 x—1X—1 x—1
x>1
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. X
Donc lim £ =+,
x—=1

x—1
x>1
3.lim(e+1)=2etlim(eX-1)=0avece*-1>0.
x—0 x—0
.oeX+1
Donc lim &7 =+
x—0
£ 1 iim & = im x?e*= im—1—=
1. lim & =+,  2.lim x2e¥=0. 3.lim =+00,
x—=0 X x—0 x—>1eX—e

x>0 x>1

EZ8 1.0na f(x) = - 3e*. Donc f'(x) < 0 et ainsi fest décroissante
sur R.
2. (x) =eX+ 1.Donc f(x) > 0 et fest croissante sur R.
(42 KR f'(x) = (1 + x)e*. Donc f'(x) a méme signe que 1 + x.
Sur]-%;-1[, f'(x) < 0 donc f est décroissante.
Sur]-1;+%[, f'(x) > 0 donc f est croissante.
2.f'(x) = e+ (x-2)e¥= (x— 1)eX.f'(x) améme signeque x- 1. La
fonction fest décroissante sur]-o0; 1] et croissante sur [1; +o°[.
m 1.f'(x) = 2 + e*. La fonction f est croissante sur R.
2.f'(x)= TX?;X—)erX _ (1;§3ex.f’
Donc f est croissante sur ]- ; 1] et elle est décroissante sur
(1 +ocl. X(eX +1)—eX x eX
oy €X(eX+1)—eXxeX | e

. r0 = @+102 (42
Donc sur R f'(x) > 0 et f est croissante.
2.F(x) = 1X&" —(‘(;;)—23)%* - (4—ezxx)ex.
f'(x) a méme signe que 4 - x. Donc f est croissante sur ]- = ; 4]
et décroissante sur [4; +oo[.
(45 KD f'(x) = 2eX. Donc f'(x) > 0 sur R et donc fest strictement
croissante sur R.
2. lim f(x)=-3doncladroite d'équation y= -3 estasymptote
ala‘courbe €.
3. La fonction f est continue et strictement croissante sur R.
Ona lim f(x)=-3et lim f(x)=+o.Puisque0E]-3;+o[,

X—-% X—+%

(x) a méme signe que 1 - x.

I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o, d'apres le
corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires.
On a f(0,40) = 0,016 donc f(0,40) < 0 et f(0,41) =
f(0,41) > 0. On en déduit o = 0,40.

On peut aussi utiliser la commande solve de la calculatrice.

0,014 donc

Solvel2e™-3,%,0,1

. 4654651881
o
[Soluefdrdxditand

4.Une équationde Testy=2x-1.
5. Voici les tracés de € et de T obtenus :
Y1=2(e™¥)-3

|

=1
¥=-1

¥
#®

lim e2X=0; lim eX=+x,

46 R
X—- X+

2. lim eX=+o; lim e*=0.

X—-% X+

A 1. lim e3=+%; lim e3x=0.

X—y— X+

X . x
2. lim e3 =0; lim e3 =+,
X—-% X—+%

58

lim (€2 +Xx)=-%; |im (¥ +x) =+

(48 KR
X—-» X—+%

. 2 . 2
2. lim e¥®tl=4ow; |lim eX*1 =400,

X—-% X+
1 2x x+2
N a. limex=+x. b. lim&X =4, ¢ limex1=0.
x—0 x—0 X x—1
x>0 x<1

m 1. f'(x) = 2e2x,
m 1.f'x)=1-ex

2.f'(x) = - 4e~~,
2. f'(x) = cosx esinx,

2 X
BN 1. 700 = (2x - x2)ex. 2.f(0)= (ezzxef])z
BN 1.7(x) =3e3 2.f'(x) =— 272,
Bl 1.700=1e2. 2.f(x) = ex*3,
m Voir I|vre page 422. R
E3 1. f(x) = 262 - 2ex. 2.f(x)= (eX+2)e?x
(ex +1)2

POUR §’ ENTRAINER

(57 KR exp (-7) x exp (2) = exp (-5).

2. exp (3x) x exp (2x) = exp (5x).

3. exp (5 -2x) x exp (-7x) = exp (5 - 9x).
4, exp (4x) x exp (-x - 2) =exp (3x - 2).
EX . exp (—4x) x exp (-2x) = exp (-6x).

2. exp (x) X exp (-3x) = exp (-2x).
3.exp(-3x—-1) xexp(-2 - x) = exp (-4x - 3).
4, exp (-2) X exp (4x) = exp (-2 + 4x).
B 2 _2+2exp(=x)—2  2exp(-x)
22 1+exp(-x) ~  1+exp(-x) ~ 1+exp(-x)
— 2
“1+exp(x)
(60 KN f'(x) = exp (x) + 2. f'(x) > 0 donc f est croissante sur R.

2. f'(x) = exp (x) donc f est croissante sur R.

m 1.f'(x) =-3exp (x) ; fest décroissante sur R.
2.F(x) = L’;( x)
m 1.f'(x) = (-1 - x) exp (x) ; f est croissante sur ]-o; -1] et
décroissante sur [-1; +o°l.

2. f'(x) = (x2 + 2x - 2) exp (x). f est croissante sur |- ; -1 - +/3]
etsur[-1+~/3; +%[ et fest décroissante sur ]-1-+/3 ;-1 +~/3[.

m 1. F(x) = —x2 +2x+1
sur ]—0O 1= «/—] et sur [1 +2 ; +00[ et f est croissante sur
n-v2;1+2L
eX
2.f'(x) = @ +12
m 1.L'énoncé est vrai.
2. L'énoncé réciproque est : « Si la fonction est égale a sa
dérivée alors f est la fonction exponentielle ».
Cet énoncé est faux. Voici un contre-exemple :
soit ftelle que f(x) = 2exp (x) ; on a f'(x) = 2 exp (x)
n’est pas la fonction exponentielle.

E 1. Voir cours.

2. Slh——galorsh(x)
h( )=§9( )=1

Donc h est la fonction exponentielle et g (x) = 3exp (x).

; fest croissante sur R.

. La fonction f est décroissante

donc fest croissante sur R.

= f(x) mais f

_1 -
g =590()=hx).



m T.e3x xe3x=1.

2. 2xH x @-4x-3 = @=2x-2,
3. e %6 x @2x-4 = @x-10,
A 1.ex(e3)2=¢".
2. e x (e¥)2=e?,
3. (e)3x (eX)2=ex
2x+1

e — a3x

[ss ENCAUERY

2 er Xe—4x _ 675X71
* e3xl :

e X2 x @=2x-1 _ . 5x

e3x+2 x @—x-1
69 | L'égalité s'obtient en multipliant le numérateur et le
dénominateur par e* et en utilisant la propriété eXx e*=1.
EZX on utilise la méme démarche qu'a I'exercice 69.
71 | L'égalité s'obtient en multipliant le numérateur et le
dénominateur par e 2 et en utilisant la propriété e x e 2x=1.
EZX voirlivre page 422.
m Pour tout entier naturel n,onau,=a+nr.
Donc el = ed *1" = ed x (e")". La suite (v,) est une suite
géométrique de raison e’ et de premier terme eq.
EZ¥ On utilise le sens de variation de la fonction exponentielle
dans la preuve de I'hérédité.

EA vrAL

EA Faux.

EZA Faux.

EZN vRAL

(79 KB L'équation a pour solution 0.

2. L'équation a pour solution -1.

3. L'équation a pour solution —1.

EI 1. U'équation équivaut a x2 - 5x + 4 = 0.

Elle a pour solutions 1 et 4.

2. L’équation équivaut a x = -x.

Elle a pour solution 0.

3. Comme e>* > 0, I'équation n’a pas de solution.
4. 'équation a pour solution —1.

B8 voir livre page 423.

Ea 1. L'inéquation équivauta 0 < 3x.
L’ensemble solution est [0 ; +c°[.

2. L'inéquation équivaut a -x2 + x < 0.
L'ensemble solution est ]-0; 0] U [1; +oo[.

3. L'inéquation équivaut a e**3 = e~ soit encore 2x +3 = 0.

L'ensemble solution est [—%;+ 00[

EEX voir livre page 423.

(84 R L'inéquation n'a pas de solution.

2. L'inéquation équivaut a e*2 < e* Elle n'a pas de solution.
ESl Aaméme signe que 1 -x.Donc A > 0 pourx < 1.
A<Opourx=1.

B =eX(eX-1). Donc Ba méme signe que eX-1.

Ainsi B <0 pourx <0etB=0pourx=0.

C est la somme de deux réels positifs donc C > 0 pour tout
réel x.

m A a méme signe que x2 - 1. Donc A = 0 pour x < -1 ou
pourx=1etA<O0pour-1<x<1.

B est un quotient dont le dénominateur est strictement positif.

B ale méme signe que 1 e~

DoncB > 0pourx<0etB=0pourx=0.

c= &2 -1
eX

C<Opourx<0etC=0pourx=0.

EZA 1. Les solutions sont -4 et 1.

2.0n pose X = e*. L'équation eX = -4 n'a pas de solution.

L'équation e*= 1 a pour solution 0.

L2 a. L'équation admet une solution unique 0.

b. L'équation admet une solution unique 0.

) A= 2 +eX-2 _(eX+2)(ex-1)

eX eX
Aaméme signe que eX-1.
Pourx<0:A<O0;etpourx=0:A=0.
B=(5eX+ 1)(eX-1). Ba méme signe que eX-1.
Pourx<0:B<0;etpourx=0:B=0.
BN Faux.
EZN Faux.
EEN vRAL

m 1. lim eX=+o; lim e*=0.
X—-% X—+%

.Caméme signe que e - 1.

2. lim 3e¥+3x-4)=-; lim (3eX+3x-4) =+,
X—-% X—+%
3. lim (e*—x+3)=+; lim x(i—ni): 4o
X—-% X—+® X
E 1. lim @x-3)(1-e™) =+%; lim 2x-3)(1 -e™) =+,
X—>—-% X—+®
2. lim xe*=-o; lim xe*=0.
X—>-00 X—+®

3. lim (e +e*+x) =+; lim (e¥+eX+x2) =+,
X—-% X—+%0

4, lim (1 +2x+xeX)=-o; lim (14 2x + xeX) =+,
X—+%

X—>-0
EA 1. lim (X+1+ 3 ):—oo; lim (x+1+ 3 ):+w.
x—-% eX+1 X—>+00 ex +1
2. lim &=2__5. |im &=2_
x—- €% +1 x—+x X +1

3. lim 3xe*=-o; lim 3xe*=0.

X—-00 X+

4. lim (x+3+xeX)=-00; lim (x+ 3 +xeX) =+,
X—-0 X—+%

EZA 0On ales limites suivantes pour x > 0.

. X
a.lim & =+,

x—0 X
b. lim —.— = o0,
x—0eX —1
clim&-=1_1,
x—0 2X 2
98 | lim&*=1_3,
x—0 X
m Voir livre page 423.
I lim&=1-1,
x—0 SINX

m 1. Voir cours.
2. lim (x-e™>) =-cx,

X—-%

E 1.FAUX. 2. VRAL

T3 1. F(0 = (2x+ xVex. 2. Fpo =X =12eX
(x2+1)2

T3 1.f0=2+—= 2.f/(x) = e*-3,
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3 voir livre page 423.

I 1.7(x) = (x+ 1)ex,

La fonction f est décroissante sur ]- ; —1] et croissante sur
[-1; +0e[.

Ona lim f(x)=-1et lim f(x) =+oc.

X—-® X—+%

y

o

ARE

m 1.f'(x) = 1 + e donc f est croissante sur R.
Ona lim f(x) =-«et lim f(x) =

X—-% X+
2.

I 1.r00=

. La fonction f est croissante sur R.

( 2)2
Ona limf(x)=-1et lim f(x)=1.
X—>=% X—+x
2. y
1
H R

.La fonction fest décroissante sur]-o; 0]

I 1.r00= ( )

et croissante sur [0 ; +oo[.

2.a. lim f(x) =+oet lim f(x) =+,
x—-=1 X—>+%

b. La droite (d) a pour équation x =-1.
3. Latangente T a pour équationy = 1.
4. y

I 1.r0= &

et croissante sur [0 ; +oo[.

2. lim f(x) =+ et lim f(x)=+o.
X—>— X—+%

;0]

60

m 1.f'(x) = (1 - x)e*. La fonction f est croissante sur [0 ; 1] et
décroissante sur [1; +[.

2. lim f(x)=-
X—+0

3.

4, La fonction f est continue et strictement décroissante sur
[1;2].Deplusf(1)=e-1etf(2)=-
0 € [-1; e - 1] donc I'équation f(x)
unique o sur [1; 2].
On a f(1,84) = 0,007 donc f(1,84) > 0 et f(1,85) =
f(1,85) < 0.0n en déduit o. = 1,84.
Avec la fonction solve de la calculatrice, on obtient :
solvel (2-Xyxe%-1,%, 1:4
1.8414856
0
5.0naf(x)=0sur[0; o] etf(x) <O0sur]o;+oo[.
(EE] FAUX.
(] VRAL
115 BT

x=2
3 a. lim ex+3=0. b. lim ex2 =e.

X—>+% X—+%

=0 admet une solution

-0,046 donc

1
C lim 2xex =+%.

X—+%
{EH a. lim 3xe*=0. b. lim (1-2x)e!'~2X=+4oo,
xo-e , X—-»
m 1. lim e =+o; lim e*=+oo,
X—- X—+0

. 3x _ . 3x _
2. lim &2 =3 =-3; lim &£=3 _ o
x—-n X +1 x—+e X 41

ex e x
lim oy E =t% lim S TE = =0.
X_>ooex+5 x—>+°cex+5

. 2x +1 .
A 1. lim e x+3 =e2; |lim ex+3 =e2,
X—- X—>+0

2. lim (e -e%-1)=-1; lim (e¥*-e%-1)=+0x,

X—>—00 X—>+%
X
3. lim (3+x)e 2=-; lim (3+x)e 2—0
X—>—00 x4> +oe

4. lim (x+(1 —x)ezx)=—oo; I|m x4+ (1-x)e2)=-

X—-%

X+1

m1 lim X1 ex—+oo lim X ex—1
x—0 X X—>400

lim 3 =+40o; lim %:O

x—0e3* —1 oo 3% —1

2. Les droites d'équations x =0 et y = 1 sont asymptotes a la
courbe représentative de f.
Les droites d’équations x = 0 et y = 0 sont asymptotes a la
courbe représentative de g.

=3, lim €2=1_ wet lim €=1_0,
x—0 X X+ x—-o X
lim —4X_ -2 |im —4X__get lim —3X_ - 4o,
x—0 €% —1 x40 2% —1 x—-x 2% —1
m Les fonctions sont dérivables sur R.
1.f(x) = —-6e76% 2.f'(x) =—2e' - 2x,
3.F'(x) = (-3x + 2)e3x. 4.f'(x) = (6x - 2)e3" - 2x+1

E Les fonctions sont dérivables sur R.



6e3x

1. f'(X) = m 2. f'(X) = (2X2 - 5)62’(.
2x43
EZ] 1. fest dérivable pour x #-3.f'(x) = (xf3)2 x+3.
2. fest dérivable sur R : f'(x) = cos x esinx,
E Voir livre page 423.
£ 1.VRAL 2. VRAL
EX 1.FAUX. 2. FAUX.
X+3
m 1.f(x) = LeH.On af'(x) > 0sur]l;+[doncfest
(1-x)?
strictement croissante sur cet intervalle.
2.0nalimf(x)=0et lim f(x)=e.
x—1 X—>+%
3. y
1
01..:::::::::)(

E On a f'(x) = (2x2 - 2x + 1) e**. La fonction f est donc
croissante sur R.
lim f(x) = - et lim f(x) = +o.

X—>—00 X—+%

E 1. f'(x) = e™>; f'(x) > 0 donc f est strictement croissante

sur R.

2. a. On effectue la démonstration par récurrence.

Soit P (n) : « u, < u, .1 » pour tout entier naturel n.

Initialisation

u; =3 -e2Doncuy < uj.

P (0) est vraie.

Hérédité

Supposons qu'il existe un entier p tel que u, < up, 4.

Puisque fest strictement croissante f(u,) < f(up, ), C'est-a-dire:
Up 1 <Upy

P(p +1) est vraie.

Conclusion

La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire.

Donc d'aprés le principe de récurrence P (n) est vraie pour tout

entier naturel n.

La suite (u,,) est donc croissante.

b. On peut remarquer que, pour tout x, f(x) < 3 et faire une

démonstration par récurrence.

c. La suite (u,,) est croissante et majorée par 3. Elle converge

donc vers une limite inférieure ou égale a 3.

EZl 1.0naf(a+b) = f(a)f(b).

2.a.L'énoncé est vrai.

b. L'énoncé réciproque est : « Si f est une fonction telle que
pour tous réels a et b : f(a + b) = f(a)f(b), alors f est la fonction
exponentielle ».

Cet énoncé est faux. On prend comme contre-exemple la
fonction f de la question 1.

EE] 1.0na f'(x) = 10(=x + 3)e~05x,

Donc f'(x) a méme signe que —-x + 3.

La fonction fest croissante sur [0,5 ; 3] et décroissante sur [3; 8].
2.a.0ndoitavoir f(x) > 0, donc x > 1. La production minimale
est donc égale a 100 bicyclettes.

b. f'(x) s'annule en changeant de signe pour x= 3 et f(3) = 8,925.
Pour obtenir un bénéfice maximal, I'entreprise doit produire
300 bicyclettes.

Le bénéfice est alors égal a 8 925 euros.

m Voir livre page 423.

{EH Fichier associé surwww.bordas-indice.fr et surle manuel
numérique premium: 04_TS_exercice135.ggb (GeoGebra).
1. Voici les tracés obtenus :

900 /o Emz

200
00 =

Q
€-4-2 |02 4 8 8 101214 16 18 20 22 24 26 26 30 32 34 36 38 40 42|
=100
2. m,(t) = 97,4e%%84 donc m',(t) = 8,1816e%984 | a fonction m;,

est croissante sur [0 ; +[. 1 891.2486-0155¢
3.a.m,(H)=—992 - £20¢

m’,(t) > 0 donc m, est croissante sur [0 ; + .

d. 1+12,3e01%5t> 1, donc m,(t) < 992.

e. De plus r“T m,(t) = 992. La droite d’équation y = 992 est
oo

donc m',(t)

asymptote a la courbe.

Age | 0| 5 | 10|15 |20 |25 30 35 40

my(t) | 97 | 148|226 343 | 523 | 795| 1211 | 1842 | 2804

my(t) | 75 | 149 | 275|450 | 638 | 790 | 888 | 941 967

Les nombres figurant dans le tableau sont les valeurs
approchées a 1 g pres.

4, Le tracé de la représentation graphique de m, est le plus
proche des observations faites. La fonction m, est une fonction
«logistique ».

Ed FAUX.

[EZ VRAL

LEE FAUX.

LEE] FAUX.

21 VRAL

8N F(x) =2(e2 - 1). f(x) < Osur]-=;0[ et f(x) = O sur
[0 ; +°[. La fonction admet un minimum en 0.

Ce minimum est égal a f(0) soit 1.

La fonction f est donc strictement positive sur R.

X
A onafx = ( e:j)z . Donc f'(x) > 0 et la fonction f est
X

croissante sur ]-1; +oo[.

Ona lim f(x)=0et lim f(x)=e.
x—-1 X—>+%

@ g'(x) = (x + 2)eX. Ainsig'(x) > 0 sur [0 ; + .
La fonction g est donc strictement croissante et continue

sur [0 ; +o[. En outre g(0) = -1 et lim g(x) = +x. L'équation
X—+%
g (x) = 0 admet donc une solution unique sur [0 ; +o°[.

—_ X
[ 1.0na2x-1+ 2 —oy4 (& +V+2
e

=f(x).
X +1 eX +1 ®
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2. lim f(x)=+xet lim f(x)=-ce.
x>+ X—-%

2
3.0naf'(x) = e +er +1) . Le ccefficient directeur de la
(ex +1)2
tangente au point d'abscisse 0 de la courbe € est égale a f'(0)
soit 1,5.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 423 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

X 2X
I a. lim & =1. b. lim &£— =+
x—+xeeX +1 x—+o X +1
2x
c lim £ =+,
x—+0 X2 + 1

[ a.f(x) = 2x+ 1)ex.
c. h'(x) = (-2x2 - 1)e 2,

b.g'(x) =-(x-1)2e™.
d.i’'(x) =3e3x-3ex,

P> Modéles de croissance de population

Cette rubrique propose deux problémes modélisant des
phénomenes d’évolution, comme indiqué par le programme.
> g’ =0,25 g car g’ est proportionnelle a g avec 0,25 comme
facteur de proportionnalité.

Sig(t) = Ce®%talors g'(t) = 0,25Ce%25t = 0,25 g (1).

> Onah'(t) = 0 donc il existe une constante Ctelle g (t) = Ce%25,
>Sig(0)=1,Ce%=1doncC=1.Doncg(t) = e®2%t,

) On détermine une solution approchée de I'équation €925t =2,
La population doublera au bout de 2,77 ans. Elle triplera au
bout de 4,4 ans environ.

) La population doublera au bout de 5,5 ans environ.
Lorsque t tend vers + o, la taille de la population tend vers 300
rongeurs.

158 8 W fréguence des personnes qui ne connaissent pas la
rumeur est égale a 1 - fet le ccefficient de proportionnalité est
1,15, d'ou la condition "= 1,15f(1 - f).

iy 114e7115t B
2.0naf (0= (oot Ssy = 115700 - f0).

3. La fonction est croissante sur [0 ; +<°[. La limite de la fonction
en+oestégaleal.

4. A midi, t = 4. On a f(4) = 0,5012. Le nombre de personnes
connaissant la nouvelle a midi est égal a 5 012.

5. Au bout de 8 h environ, 99 % de la population connaitra la
rumeur.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Etude d’'un probléeme de tangentes

Dans ce TP, on étudie des propriétés des courbes représentatives
de deux familles de fonctions dépendantes d’'un paramétre k.

62

Ce TP fait appel a l'utilisation d’un logiciel de géométrie.
De nombreux outils du logiciel sont mis en ceuvre.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium:04_TS_TP1A.ggb,
04_TS_TP1B.ggb et 04_TS_TP1B8.ggb (GeoGebra).

A.Etudeducasou k=1

Voir fichier 04_TS_TP1A.ggb.

1. Utiliser l'instruction Fonction dont la syntaxe est
Fonction[expression,xmin,xmax].

2. a. Utiliser I'outil Curseur et saisir les paramétres donnés.
b. Le point M est défini par . On définit de méme
le point N. L'abscisse a est fixée par le curseur.

3.a.0n utilise Iinstruction  Tangente pour construire chacune
des deux tangentes.

b. Pour construire le point d'intersection P de latangente T et de
I'axe des abscisses, utiliser I'outil
Points . On procéde de méme pour le point Q.

Intersection entre deux objets

de l'outil

c. Pour faire afficher par le logiciel la distance PQ, utiliser I'outil
Distance ou Longueur dans la boite des Mesure

d. L'outil Relation entre objets de la boite Propriétés permet

de conjecturer que les droites T et A sont perpendiculaires

quand a varie.

e. On peut conjecturer que la distance PQ est constante et

égale a 2 quand a varie.

4. a. Ladroite T passe par le point M(a ; e?) et a pour ccefficient

directeur €% Son équation est donc y = e9% + e9(1 - a).

La droite A passe par le point N (a ; e) et a pour ceefficient

directeur —e=9. Son équation est doncy =-e %+ e(1 + a).

b. T a pour vecteur directeur 17(1 ; e9) et A a pour vecteur

-

directeur v(1 ; —e™). Le produit scalaire des deux vecteurs est
nul. Les droites sont donc perpendiculaires.

c. Le point P a pour coordonnées (a-1;0) et le point Q a pour
coordonnées (1 + a; 0).

d.OnadoncPQ=|(1 + a) - (a — 1)| =|2|= 2.La conjecture émise
a la question 3. e. est donc validée.

Pour cette partie, on obtient la figure suivante :

|
|
10 f a=02
, 2
I|
.y 8 |
™ . I|I
6 |
4
M /
~.2 /
e
 Nea-2
8 -6 4 2 /PloQ™~2 4 6 8 10 12
2
B.Etudeducasou k=1

Voir fichier 04_TS_TP1B.ggb.
2. Pour la fonction f, entrer[Fonction[e/\(k*x),—S,S]].




Pour la fonction g, entrer [ Fonction[e/A(-k*x),-5,5] ]

3. c. On peut conjecturer que pour une valeur donnée de k,
si a varie la distance PQ est constante. Par exemple si k=0,8,
onaPQ=2,5.

d. Les droites T et A ne sont pas perpendiculaires pour toutes
les valeurs de a.

e. Pour placer le point |, utiliser I'outil
boite Points . On peut conjecturer que I'abscisse du point |
est égale aa.

4. Les conjectures des questions 3. de la partie B sont toujours
valables.

5. La droite T passe par le point M(a ; ek9) et a pour ccefficient
directeur keka,

Milieu ou centre de la

Elle a pour équation y = kekax + eka (1 - ka).

La droite A passe par le point N (a ; e™9) et a pour ccefficient
directeur —ea,

Elle a pour équation y = ke *ax + e ka(1 + ka).

6. Le point P est I'intersection de la droite T et de I'axe des
abscisses, son ordonnée est donc nulle. Son abscisse est
solution de I'équation kekax + eka(1 - ka) = 0.

Son abscisse est % .

De méme l'abscisse de Q est solution de I'équation
—ekax + e=ka(1 + ka) = 0. L'abscisse de Q est % .

7.a. L'abscisse du point | est égale a lx(%+%) =a.

PO =|ak+1_ak=1_ 2.
OnaPQ == kK 1™k
b. Les conjectures des questions 3. c. et 3. e. sont donc bien

validées : I'abscisse du point | est égale a g, abscisse de M et
de N. Pour k fixé, la distance PQ est constante.

8. Lorsque k= 0,5, I'abscisse de P est égale a a - 2 et celle de
Qestégaleaa+2.

Pour une valeur quelconque de g, on place les points M et N.
On construit le point |, intersection de la droite (MN) et de I'axe
des abscisses (les points I, M et N ont méme abscisse a). On
trace le cercle de centre | et de rayon 2. Les points P et Q sont
les intersections du cercle et de I'axe des abscisses. La tangente
T est donc la droite (MP). La tangente A est la droite (NQ).
Voici la figure obtenue tracée a I'aide d’'un logiciel de
géométrie (voir fichier 04_TS_TP1B8.ggb) :

a=18

TP 2 Approximation du nombre e

Dans ce TP, on utilise un logiciel de calcul formel pour effectuer des
calculs algébriques et pour construire un programme fournissant
une approximation du réel e, avec une précision donnée, d l'aide
d’une étude d’'une famille de fonctions.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium: 04_TS_TP2D.alg (AlgoBox),
04_TS_TP2A.xws et 04_TS_TP2D.xws (Xcas).

A. Avec un logiciel de calcul formel

Voir fichier 04_TS_TP2A.xws.

1.a. On obtient respectivement : f;(x) = -e™*(1 + x) ;

f,(x) = —e‘X(1 +Xx+ X—zz) ;o B = —e‘X(1 +Xx+ x2_2 + %3)

b. Pour n =1, on entre [ £1(x):=-exp(-x)*(1+x/1) ]dans le

champ de saisie et on valide par la touche Entrée .

A la ligne suivante, on utilise I'instruction deriver en écrivant

puis on valide.

Puis on simplifie I'expression obtenue en utilisant I'instruction
Simplifier du menu Scolaire  Seconde

Pour éviter de réécrire I'expression obtenue a la ligne

précédente, on la met en surbrillance et on utilise I'instruction
Coller dumenu Edit .

On obtient f';(x) = xe™, f'5(x) = XZS” etf';(x)= ’(3%.

¢. On sait que e* > 0 sur R. Donc f';(x) a méme signe que x.
Ainsi f; est décroissante sur ]-o0 ; 0] et f; est croissante sur
[0; +oof.
De méme f',(x) a méme signe que x2. Donc f',(x) = 0 sur R. La
fonction f, est croissante sur R.
Enfin f'3(x) a méme signe que x3 donc méme signe que x. Ainsi
f; est décroissante sur ]-o0; 0] et f; est croissante sur [0 ; + .
xNe X

n!
b. Puisque n! > 0ete>> 0, f',(x) a méme signe que x".

2.a.On peut conjecturer que ', (x) =

Si n est pair, x" = 0 sur R et la fonction f, est croissante sur R.
Si n estimpair, x" a méme signe que x. Donc f, est décroissante
sur ]-o; 0] et f,, est croissante sur [0 ; +o°[.

B. Propriétés de la fonction f,

1.a. La fonction f; est un produit de deux fonctions.
T () = X x2 xj)_ —x( xj):)@e“.
Ainsif'3(x) =e (1+x+ > t%6) e T+ x+ 2 €

k 1
I=(k-=1)! R ___ 1 |
b.Onren arque que k!'=(k-1)!x k. Donc 1= k=1

. La fonction f, est un produit de deux fonctions.

ol f', (x) = e X0) _ e b )=M.
D'ouf',(x)=e (1+.‘.+ n!) e (1+"'+(n—1)! o
La conjecture faite dans la question A. 2. a. est donc validée.
d.Sios=x<1,x"<TeteX<1.

1

De plus 0 < x", donc0<f", (x) < i

e. La fonction f, est croissante sur [0 ; 1], donc f, (1) = f,, (0).

2.0nagx) =f",Kx - # Donc g'(x) < 0. La fonction g est
décroissante sur [0; 1]. Ainsig(1) < g(0) etf, (1) <f,(0) + #

C. Etude d’une suite
1.0n a successivementvy=1,v;=2,v,=25etv3 = %
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2.0n remarque que f,(0) =-1etf, (1) =-e v,
L'inégalité obtenue dans B. 2. conduita -e v, < -1+ %
D'ou e(1 —i) sv,<e.

n!

3.0nendéduitquee—vnsms%cares3.

4.0na lim n'=+odonc lim (e-v,)=0.
n—+o n—+%

Et par suite lim v, =e.
n—+%

D. Approximation du nombre e a I'aide d’un algorithme
Voir fichiers 04_TS_TP2D.xws et 04_TS_TP2D.alg.

1. On obtient vs :%. On ae-v5=0,0016. Ainsi vs est une

valeur approchée de e a 0,01 prés.
2. a. Voici I'algorithme complété :

Saisir A
V prend la valeur 1
N prend la valeur 0

Tantquee—-V> A
N prend la valeur n + 1
V prend la valeur V + #

Fin Tant que
Afficher n

b. Il est possible de compléter I'algorithme en faisant afficher
une approximation de Vi
Ci-dessous le programme écrit avec AlgoBox :

VARIABLES

V EST_DU_TYPE NOMBRE

N EST_DU_TYPE NOMBRE

A EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME

V PREND_LA_VALEUR 1

E PREND_LA_VALEUR exp (1)

N PREND_LA_VALEUR 0

LIREA

TANT_QUE (exp (1)-V>pow(10,-10)) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE

N PREND_LA_VALEURN +1

V PREND_LA_VALEURV +1/ALGOBOX_FACTORIELLE(N)
FIN_TANT_QUE

AFFICHER N

AFFICHERV

FIN_ALGORITHME

Voici maintenant le programme pour une calculatrice :

=APPROXIM
o

APPROXIM
o

U+1+N1sUe
HhileEnd#

Ul
1
[ 2! [nPr|nCr[RAHLY 3
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Avec Xcas (voir fichier 04_TS_correctionTP2.xws) pour

programmer l'algorithme :

Dans le menu Prg , choisir

Utiliser les instructions figurant dans le menu Scolaire
Programme .

Nouveau programme

Ne pas oublier d’écrire@ alafin de chaque ligne d'instructions.
Voici le programme obtenu :

saisir(A};

n:=0;
tantgue exp(l)-V>A
n:=n+l;

faire

ftantque;
afficher(n};

afficher{V};

Pour exécuter le programme cliquer sur le bouton OK et
entrer la valeur de A.

¢.SiA=10719 on obtient ny = 13 et Vp, = 2,718281828.
Ci-dessous I'écran obtenu avec une calculatrice :

?
18"-18

13
2.718281828
- DizFp -

CAP VERS LE BAC

Le sujet commenté détaille I'étude du sens de variation d'une
fonction et les calculs de limites.

Les cing sujets proposés sont extraits de sujets de bac récents
etils mettent en ceuvre les différentes notions du chapitre ainsi
que les différents types d'exercices : ROC, Vrai-faux.

Sujel A

1. Vrai. 2. Vrai. 3. Faux.
Sujet B

Partie A

1.0na f'(x) = (x+ 2)eX. Donc f'(x) est du signe de x + 2.
La fonction f est décroissante sur ]-co ; =2] et croissante sur
[-2; +oel.
Deplus lim f(x)=0et lim f(x) =+,
X—-% X—>+%

2.

Partie B
1. a. La fonction f; est affine.



b. Pour déterminer les abscisses des points d'intersection, on
résout I'équation x+ 1= (x+ 1)ex.

Cette équation équivautax+1=0oueX=1.

Il'y a deux points d’intersection qui ont pour coordonnées
(-1;0)et(0;1).

Pour tout entier k, fi(-1) =0 et f,(0) = 1.

Les points trouvés appartiennent a la courbe €, pour tout
entier k.

2. L'expression est un produit de deux facteurs : x+ 1 eteX-1.
L'expression (x + 1)(eX — 1) est positive sur ]-o ; —1] et sur
[0; +oo[.

Elle est négative sur [-1; 0].

On étudie le signe de fi 1 (x) — fi(x) = (x + 1)(e*— 1) ekx,

La différence est du signe de (x + 1)(e* - 1).

On en déduit que €, ., est au-dessus de 6, sur ]-o; —1] et sur
[0; +00[. 6, .1 est au-dessous de G, sur [-1; 0].

3.a.0na f'(x) = (kx + k+ 1)ekx,

Donc f',(x) est du signe de kx + k + 1.

b. Pour k =0, la fonction est affine et croissante.

Sik > 0, f, est décroissante sur }—oo ; %} et f est croissante
sur[_kk—1 ;+oc[.
Sik <0, f est croissante sur J—oo;
sur[—kk—1 ;+oc|:.

Sujel C

Partie A
1.f(x) =0 équivautax=e>*doncae* = %

_kk_ 1} et f, est décroissante

2.a.f'(x) = 1+ e Lafonction fest strictement croissante sur R.
b.Ona lim f(x) =->et lim f(x) =+c.

X—- X—+%
En outre f est continue et strictement croissante sur R.

L'équation f(x) = 0 admet donc une solution unique a.
c.Ona f(%) ~-0,1065 et f(1) ~ 0,6321. f(%) <0etf(1)>0,
.

donc o appartient a [2 ; 1]

d.f(x) <Osur[0;a].

Partie B

1.g(x)=xéquivauta 1+ x=x+ xeXsoitxeX=1doncaf(x)=0.

2. o est I'unique solution de I'équation f(x) = 0 donc g (o) = .
1y — _1=xeX .

3.9'x) = m‘ g'(x) est du signe de 1 - xe*.

Or 1 -xeX=-f(x)eXetf(x) <O0sur[0;a].

Donc g'(x) > 0 et la fonction g est croissante sur cet intervalle.

Partie C

1. Soit P (n) la propriété 0 < u, < u, ;1= 0.

Initialisation

Onaug=0etu;=g(ug) = % avec % <oadapresA.2.c.
Donc 0 < up < u; =< .. P(0) est vraie.

Hérédité

Supposons qu'il existe un entier naturel p tel que :
Osup,su,yso.
Puisque g est croissante sur [0; o] :

g0) =glup) s glup) sglo).
DoncOsupysSup, s occarg(O)=%etg(oc)=0L.
Conclusion
P(0) est vraie et la propriété P (n) est héréditaire donc P (n) est vraie
pour tout entier naturel n.
2. La suite est croissante et majorée par o, elle est donc
convergente.
3. Correctif : il faut calculer uy a 10-6 prés a la question b., pas a
la question a.
a. On obtient l'algorithme suivant :

Variables

Al

Initialisation

A prend la valeur 0
Traitement

Pour / variantde 1 a 4

Aprend la valeur 1 +A-
1+eA

Fin Pour
Sortie
Afficher A

b. En programmant sur une calculatrice :

B+R«

For_1+I To 4«
Cl1+AX+=(1+e™A)>*A<
Hext«d

4

Le résultat affiché par la calculatrice :

B8,5671432904
- DisF -

On obtient u, = 0,567143.

Sujet D

Partie A
Voir cours.

Partie B

1.0naf'(x) = (-x—k+ 1)e™*.f'yamémesigneque -x-k+ 1.La
fonction f, admet un maximum pour x= 1 -k car f'; est positive
pour x < 1 - k et négative pourx =1 -k.

2. L'ordonnée du point M est égale a fi(1 - k).

On obtient f(1 - k) = (1 —k+ kle" *k=e-1+k,

3.a.Le point (0; 1) appartient a la courbe T".

La courbe I" est donc la courbe rouge.

La courbe €, est la courbe bleue.

b. On a f,(0) = k. Donc k= 2.

Sujet E

1. On peut conjecturer que la fonction est croissante sur [-3; 2].
2.0naf'(x) = 2xe*" + x2e* 1 - x=xg ().

3.a. lim gx)=+»et lim gx)=-1.
X—+% X——%

b. On obtient g'(x) = (x + 3)ex".
g'(x) a méme signe que x + 3. Donc g'(x) < 0 pour x < -3 et
g'(x) = 0 pour x = -3.
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c. La fonction g est strictement décroissante sur ]-o ; -3] et
strictement croissante sur [-3 ; + .
On obtient le tableau de variation suivant :

x |[=® -3 +o0

+00
1/7

—edo

d. Sur]-o;-3],g(x) <O0.
Sur [-3; + [, g est continue et strictement croissante.
De plusg(-3) <Oet lim g(x) =+0o.
X—+%

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation
g (x) = 0 admet une unique solution o dans [-3 ; + %[ et donc
dans R.
Onremarque que g(0,2) <0carg(0,2)=-0,011etg(0,21) >0
carg(0,21) = 0,003.
On en déduit que 0,2< o <0,21.
e.Surl-o;0[:g(x)<0,etsurlo;+%[:g(x) >0avecg(a)=0.
4. a. f'(x) = xg (x). Donc f'(x) est un produit de deux facteurs :

f'(x) = 0sur]-oo; 0] etsur[o;+o[; f(x) <O0surlO; ol
b. Donc la fonction fest croissante sur ]-o0; 0] et sur [0t ; + o[ et
elle est décroissante sur]0; of.
c. La conjecture est erronée.
[ 1.0naX2+X-2=(X+2)X-1).
2. 0n peut écrire e2X + ¥ -2 = (¥ + 2)(e¥ - 1).
Puisque e + 2 > 0, e + eX- 2 améme signe que eX- 1.
Onadonce®+eX-2<Opourx<OeteXX+eX-2=0
pourx = 0.
3.0naf'(x) =e2X+ex-2,
Donc f est décroissante sur ]-0 ; 0] et elle est croissante sur
[0; +oo[.
m 1. Voici I'écran obtenu :

2.0naf'(x) =eX-1,donc fest décroissante sur ]-=; 0] et elle
est croissante sur [0 ; +oo[.

La fonction fadmet un minimum en 0 égal a 1.

Donc f(x) = 0 pour tout réel x. Ainsi la conjecture de la
question 1. est justifiée.

Les problémes proposés dans cette rubrique sont plus difficiles.
Plusieurs d’entre eux font intervenir des situations dans d’autres
domaines que les mathématiques : SPC, SVT et économie.
& 1. voir cours.
2.0n ales égalités suivantes :

(exp (x))2 = exp (x) X exp (x) = exp (x + x) = exp (2x).
2 1.pour que la courbe % passe par O, on doit avoir f(0) =0
donc2 +b=0.Ainsib=-2.
De méme f'(0) =3,donc2 +a=3.
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Donca=1.D'ouf(x) =2eX+x-2.

2.f'(x) = 2eX+ 1.f'(x) > 0 sur R donc la fonction f est strictement
croissante sur R.

3. On obtient le tracé suivant :

IE 1. a. La courbe % est symétrique par rapport a l'origine
du repére.
b. lim f(x) =-cet lim f(x) =+cc.

X—-% X—+%
f'(x) = e"+72efx' Donc f'(x) > 0 et fest croissante sur R.
c. Pourx<0:f(x) <0,etpourx=0:f(x) =0.
d.Onaf'(0)=1.
Voir figure a la fin de la question 2.
2. a. La courbe ¢’ est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.

b. lim g(x)=+xet lim g(x) =+c.
X—-% X—+%

gx) = Lﬁ = f(x) donc g'(x) a méme signe que f(x). Ainsi g
est décroissante sur ]-o; 0] et croissante sur [0 ; +[.
c.Onaf(x)-g(x)=-e*donc lim (f(x) - g (x))=0.

X+

Les courbes 6 et ¢’ sont tres proches lorsque x tend vers l'infini:
on dit que ces courbes sont asymptotes.
d.g'(0)=0.

3.f()+g(x) = W:ex'

9200 - = EXA2be —eN t2 e g

I 1. lim D(t)=15.

o
2.D'()= %. D(t) > 0 et D est strictement croissante
sur[0; +0o°[.
t 0 4o
D’ (t) +

15
b i/
7

3.Une équationde Testy = 304,

147

N



2. On peut conjecturer que f est croissante sur [-5 ; 4] et que
I'équation f(x) = 0 admet une solution sur cet intervalle.

3. a. L'équation e* = 1,1 admet une solution unique o dans R
et o= 0,09.

b.f'(x) =eZ-2,1eX+ 1,1 =(eX-1,1)(e*¥-1).

La fonction f est croissante sur ]-0; 0] et sur [of; +°[.

Elle est décroissante sur]0; ol.

Onaf(0)=0.

c.flo) = %(e"‘)2 -2,1e%+ 1,70+ 1,6.

On sait que e*=1,1 donc f(o) =-0,105 + 1,10

Par suite -0,000159 < f(a) < -0,000158.

Donc f(o) < 0.

d. Sur]-o; o, fadmet un maximum égal a 0.

L'équation f(x) = 0 admet une solution unique 0.

Sur [o; +0[, la fonction f est continue et strictement croissante.
De plus f(o) < Oet Iimwf(x) =+ doncl'équation f(x) =0 admet
une solution uniqsg+

On peut donc conclure que I'équation f(x) = 0 admet deux
solutions dans R.

4. On peut choisir comme valeurs extrémes de I'ordonnée
—-0,00018 et 0,00008.

On obtient le tracé suivant :

3 1.a. lim f(x)=-ccet lim f(x)=0.

X—+%
b. f'(x) = - 0,5(x + 2)e=%>*, f'(x) est du signe de -x - 2.
D’ou f est croissante sur ]-o ; —2] et décroissante sur [-2 ; +o°[.
2.a.Six=2,f(2)=2,20728.Si le prix unitaire est fixé a 200€, le
nombre d'objets est égal a 2 207.

b. On obtient g(x) = ﬁ

@ 1. Dans le cas d’'une capitalisation annuelle, la valeur
acquise est 1000 x 1,065 =1338,23 €.

2. Dans le cas d’'une capitalisation semestrielle, la valeur acquise
est 1000 x 1,034'9=1343,92 €.

3. Si la capitalisation est trimestrielle, le taux est % =15etle

c.Non.

nombre de périodes est de 4 x 5 = 20.

La valeur acquise est donc 1 000 x 1,01520 =1 346,86 €.
Pour une capitalisation mensuelle, puis journaliére, on obtient
respectivement :

1000 x 1,00560 =1 348,85 €

0,06)1 825 _
1000><(1+ 2% 1349,83 €

4. Si la capitalisation est réalisée p fois pendant une année,

le taux correspondant sera de IE Le nombre de périodes est
p X nsurnannées.

S\Pn
On obtient ainsi la valeur acquise C, (1 + ’E) ou Cy représente

le capital initial. i

i
\Pn
5. a.On remarque que C (HIF) =G 1++
n

p

Enposanth==, lim h=+xet
i’ poto
i
. 1 1 h
lim {1+—| = lim (1+7) =e.
p>+oe p h—+o h

.\Pn ’

Dot lim c0(1+L) = Cpen.

p—+e p
b. et c. La valeur acquise par le capital de 1 000,00 € est donc
1 000 x e%96 %5 soit environ 1 349,86 €. A 0,003 € prés, on
retrouve le résultat de la question 3.
@ 1. f définie sur R par f(x) = e¥— x — 1 est dérivable sur R
etf'(x)=ex-1.
On obtient le tableau de variation suivant :

X 0 + 00
f'(x) - 0 +

f \0/

fadmet un minimum égal a 0 en 0. Dong, sur R, f(x) = 0 et par

suite pour tout réel x: eX=x + 1.
2.En posant X=-x, il vient 1 - X< eX

SiX<1alors1 —X>O;doncexsﬁ-
1
3.En posant x = % I'inégalité x + 1 < eX devient % +1=<en.Par
n
suite (l+1) <e.
n
Demémepourn=1,onan+1>1 etﬁ< 1.
Posons X = ﬁ dans l'inégalité obtenue a la question 2.

1

1
On sait alors que e n+1 <

_ 1
n+1
1 1
Doncen+1$"—+10uen+1s(1+l).
n n
1 n+1 X ;
F) .Onadoncbien montré que pourn=1:
n n+l
(1) <e< (1+1)7.
n n

Par suitee < (1+

4.Siu,= (1+%)n,alors u,<e;donce-u,=0.
Enoutree - u, < (1+%)n+1 - (1+%)n,
= (eaf <53

Chapitre4 La Fonction exponenlielle - Tem S specifique 67



D’ou pour toutn = 1,0se_un<%_

5.Comme lim 3= 0, cet encadrement permet de montrer
n—+o

que lim u,=e.
n—+o

{3 1. La différence entre la température du corps et
celle de la salle est a chaque instant t égale a 6(t) - 20 d'ou
0'(t) = -2,08(8(t) - 20).
2.a.C=80.
b. On en déduit 0(t) = 20 + 80e-2%8t sur [0 ; +o[.
3.a.0'(t) =-166,4e298 Donc 0 est décroissante sur [0 ; + .
b. lim 6(t) = 20.

t—+0

c yj

1011

0 5 X

a. e(%) ~60°C et 0(0,5) = 48 °C.
5. On constate que la température tombera a 30 °C au bout
d’une heure environ (6(1) = 29,994).

x\? 2
[EZJ 1.a.0n note que (ez ) =eX et 4(%) =x2
D’ou I'égalité (1).
b.D'ou lim & =+,
x—=+x X N n
2. a.0n remarque que (eﬁ) =eXetn" x (%) =x".
D’ou I'égalité (2).

. X
b. lim & =+4c,
x—+ X"

[EZ] 1.0n a N'(f) = —0,0001 238N e-0:0001238¢
=-0,0001238N(t).
2. Au bout de 20 000 ans, le nombre d’atomes est:
N(20000) = N, e-2476 = 0,084N,.
Il reste 8,4 % des atomes. On en a perdu 91,6 %.
3. La période du carbone 4C vérifie I'équation :
©-0,0001238 —

= N|=

Notons f(t) = e-0.0001238t | ‘équation f(t) = % admet une solution

unique comprise entre 5000 et 6 000.

En effet f(5 000) = 0,538 et f(6 000) = 0,476.

En utilisant la fonction « table » de la calculatrice, on obtient

t=5599 ans.

La fonction In permettra ultérieurement une résolution plus

rapide de cette question.

4. Les fragments d’os trouvés dans la grotte conservent 70 %

de leur teneur en carbone.

L'age t du fragment d’os est donc la solution de I'équation:
00001238t — 9 7,

En procédant comme dans la question précédente, on obtient:

t=2881 ans.
m Partie A

1.0na lim g(x)=-car lim e¥= lim 2xeX =+,
X—>+ X—+0 X—+0
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En -, posons X=2x alors lim X=-oo,

X—>-=
1-e2X-2xeX=1-eX-XeX

Comme lim eX=lim XeX=0, lim g(x)=1.
X—>-x X—>-= X——%°

2.9g'(x) =-4 (x+ 1)e2*. g'(x) a le signe contraire de x + 1.
D'ou le tableau de variation de gavec g(-1) =1+ e2:

x |[=% -1 +00

g’ (x) + 0 -

/9(_1) \ .

1 -

‘)

3.g(0)=0doncg(x) >0surl-o;0[etg(x) <Osur]O;+oof.

Partie B

1. lim f(x) = - car lim (x+3)=-xet lim xe2*=0.
X X——% X——%

lim f(x) = lim x(1+§—e2><) =_oo,

X+ X—+%° X

2.f'(x)=1-e2*-2xe?*=g(x).

x |[~*® 0 + 0
f’(x) + 0 -

f _00/73\_00

3. fest une bijection de [0 ;+ o[ sur ]-o; 3]. L'équation f(x) =0

admet donc une solution unique qui est I'abscisse x; du point |
d'intersection de ¢ et de I'axe des abscisses.

Orf(0,7) = 0,86 et f(0,8) = -0,16 donc 0,7< x; <0,8.

4.,

E Partie A

1.0nag'(x) =eX+ 1 donc g'(x) > 0 sur R et g est strictement
croissante sur R.

Ona lim g(x)=-xet lim g(x) =+,
X——° X—>+0

2. La fonction g est continue et strictement croissante sur R ;
deplus lim g(x)=-cet lim g(x)=+.
X——-%© X—+%
L'équation g (x) = 0 admet une solution unique o telle que:
-1,28<a<-1,27.
3. g est négative sur ]-; o] et positive sur [o; +[.

Partie B

1.0naf(g= (Erxe(e +1)-er(xer)  e*glx)

(e* +12 Ter+12
Donc f'(x) a méme signe que g (x).

Donc sur]-; o, f'(x) < 0 et donc f est décroissante.
Sur [or; +o¢[, f'(x) = 0 et donc f est croissante.

2. f(a) = e%e:1 ;org(o) =0doue%=—o—1.




Ainsif(a):w:aﬂ.

Par suite —0,28 < f(or) < —0,27.
3. a.Ladroite T a pour équation y = % X.
b.fo)—Lx= M.

) 2 2(eX +1)
Six<0,eX-1<0:%estau-dessousde T.

Six=0,eX-1=0:% estau-dessusde T.
4. lim f(x) = 0. La droite d'équation y = 0, I'axe des abscisses,
X—>—-00

est asymptote a €.

5.a. lim f(x) = +oo.
X—+%0

b. X —00 o + 0
f’(x) - 0 +

fl T~

C.

. Prises d'initialives

EZ] Onaf'(x) = sinx ecosx,
Une équation de la tangente en A est :

y=singe x4 e°sd(1 —gsina).
Elle passe par O si et seulement si les coordonnées (0; 0)
vérifient cette équation soit 0 = —asing e 059 4 e=€054,
Puisque e=¢°s9 0, on peut simplifier par e~<°sad’'oliasina = 1.
B4 La tangente T a pour équation y = 6e3(x - a) + 2e39,
L'abscisse de Hest xy =a.

Pour y =0, on obtient |'abscisse de xp =a - %

Donc PH = |xy — xp| = %

La distance PH est indépendante de a.

m On introduit la fonction f définie sur R par f(x) = eX-x-a.
Onaf'(x)=eX-1.

Sur ]-; 0], fest décroissante et sur [0 ; + o[ f est croissante.
On obtient le tableau suivant :

+o0

f’(x) B 0 +

Le signe de 1 - a détermine le nombre de solutions de
I'équation.

Sia > 1,ily a deuxsolutions.

Sia=1,ilyaune solution (x=0).

Sia < 1,iln'y aaucune solution.

E Soit M le sommet d’abscisse x, positive, d'un de ces
rectangles. L'aire o du rectangle est donnée par 54 (x) = 2xe ™",
Ona A"(x) = (2 - 4x2)e>".

Il suffit d’étudier les variations de s{ sur [0 ; +o2[.

Yy

N‘ﬁ

On vérifie que 9 admet un maximum pour x, =
On calcule f"(x) : f"(x) = (4x2 - 2)e™>°.

Q) _

[4)-o

On vérifie que "
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CHAPITRE

5 EUYoHIIES

QLe programme

Contenus | Capacités attendues | Commentaires
Fonction logarithme
népérien
Fonction x + In x. « Connaitre le sens de variation, | On peut introduire la fonction logarithme népérien

les limites et la représentation | gréce aux propriétés de la fonction exponentielle ou a
graphique de la fonction | partir de ’équation fonctionnelle.
logarithme népérien.

Relation fonctionnelle, « Utiliser, pour a réel strictement | On souligne dans les cadres algébrique et graphique
dérivée. positif et b réel, ’équivalence | quelesfonctionslogarithme népérien et exponentielle
lna=b & a=et. sont réciproques I'une de 'autre. Tout développement

théorique sur les fonctions réciproques est exclu.

« Utiliser la relation fonctionnelle | On fait le lien entre le nombre dérivé de la fonction

. In(1+

pour tansformer une écriture. logarithme en 1 et la limite en 0 de In(+x) = *) .

+ Connaitre et elxploiter ; On évoque la fonction logarithme décimal pour son
lim —~ = 0. utilité dans les autres disciplines.
x>t X

2 [SI] Gain lié a une fonction de transfert.

2 [SPC] Intensité sonore, magnitude d’un séisme,
échelle des pH.

Equations fonctionnelles.

G Notlre point de vue
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Pour introduire la fonction logarithme népérien, nous utilisons les propriétés de la fonction exponentielle comme
préconisé par le programme. Nous avons évité bien stir tout développement théorique sur les fonctions réciproques
en faisant simplement observer la symétrie des courbes représentatives de deux fonctions réciproques autour de la
droite d’équation y = x au cours de l'activité 1. Une démonstration accessible est proposée dans la correction, elle
s’adresse aux éleves les plus avancés.

Une introduction de la fonction logarithme népérien a partir de ’équation fonctionnelle est proposée en
approfondissement et s’adresse donc, d’aprés nous, aux éléves les plus avancés.

La relation fonctionnelle du logarithme népérien est introduite dans I'activité 3 en lien avec les tables de logarithmes.
L’importance historique de ces tables et plus tard des régles a calcul mérite alors d’étre soulignée aupres des éléves qui
ont du mal a concevoir les problemes qu’ont pu représenter les calculs sans calculatrice. C’est 'objet, entre autre, du
texte d’introduction page 133. Cette relation fonctionnelle sera particulierement utilisée dans la résolution d’équations
et d’inéquations comportant des « In ». Dans la résolution de ces exercices, il est important d’insister sur la notion
préliminaire de condition d’existence pour ancrer ce réflexe chez les éléves.

Les propriétés de la fonction logarithme népérien : sa dérivée et ses limites sont introduites dans les activités 2 et 4.
La majorité des exercices portent sur I'étude de fonctions comportant un «In » , c’est aussi le cas des deux TP proposés.
Dans ces exercices interviendront particuliérement les notions de composition dans le cadre des dérivées et des
limites et assez régulierement le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires. Puisque bon nombre d’équations
comportant un « In » ne peuvent pas étre résolues de maniére exacte, c’est ainsi qu’on envisage 'existence et le nombre
de solutions a ces équations.



Conformément au programme, dans les recherches de limites, la connaissance des limites :

limxlnx =0 et lim
x=0 x—+%

x>0

Inx
n

= 0 (avec n entier naturel)

, o "4l . : . Inx .
n’est pas indispensable ; I'éléve peut simplement savoir que lim —==0 et effectuer les bonnes transformations

d'écriture pour pouvoir se ramener a cette limite.

X3+

La fonction logarithme décimal est introduite dans l'activité 5. Les exercices utilisant cette notion permettent

d’appréhender son utilité dans d'autres disciplines.

Avanlt de commencer

Voir livre page 423 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Aclivilés

Activité 1 Un aller-retour avec Ia fonction
exponentielle

Le but de cette activité est d'introduire la fonction logarithme
népérien comme fonction réciproque de la fonction exponentielle.
La restriction de la fonction carré aux réels positifs et la fonction
racine sont prises dans un premier temps en exemple pour
présenter la notion de fonctions réciproques. La symétrie des
courbes représentatives des fonctions réciproques autour de la
droite d'équation y = x est ici attendue comme conjecture d partir
du graphique, une démonstration, détaillée, est envisageable pour
les éléves les plus avancés.

1. a. La fonction h est continue et strictement croissante. Pour
toutxe[0;+%[h(x) €[0;+x[;commeme[0;+=[,le
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires assure que
I'équation h (x) = m admet une unique solution sur]0; + o[,
b. La solution de I'équation h (x) = m est Vm.

¢ h(i() = («/;)2 =x et i(h(x) =Vx? =|x| = x puisque x=0.
d. On obtient le tracé de la courbe représentative de la fonction
racine.

e. La droite rouge a pour équation y = x. Cette droite semble
étre un axe de symétrie pour les deux courbes.
Démonstration :

Soiti et h deux fonctions réciproques, et 6, et ¢, respectivement
leurs courbes représentatives.

Soit M et M’ les points de coordonnées, dans un repére
orthonormé, (x; y) et (x'; y’) et soit 54 la symétrie autour de la
droite (d) d'équationy = x.

(MM") et (d) sont perpendiculaires

S(d)(M) =M -
le milieu de [MM'] est sur (d)
X+x' _y+y
2 2
avec u un vecteur directeur de (d), soit u=

{W'-Jzo
=

1
1

X' =x+y'-y=0 X' =
Syx+x'_ y+y < {

2 2 '

/
x < =

y:

Finalement, d'une part, siM € €, alorsy=h(x) etx'=h(y’) donc
ix)=i(h(y") =y’ soit M’ € 6;.

D'autre part, si M € 6; alors y = i(x) et x’ = i(y’) donc
hix')=h(ily") =y’ soit M’ € €,

Donc 6, et ¢; sont symétriques autour de la droite (d).
2.a.e*> 0 pour tour x réel donc e = m n’a pas de solution si
m est un réel négatif ou nul.

b.eX=1ox=0; e=es=x=1; ex=% Sx=-1.

c. La fonction exponentielle est continue et strictement
croissante et pour tout x réel, eXe]0; +°[.

Comme m €10 ; +x[, le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires assure que I'équation eX=m admet une unique
solution sur R.

d. Avec la calculatrice, on obtient : o0 = 0,69.

1
3.a.M'(1 ;O),M’(e;1)etM’(€;—1) .
b. Les deux courbes sont symétriques autour de la droite
d'équation y = x. 1
c.In1=0;lne=1;Ine”’ :InE:—1 etln2=0=0,69.

Activite 2 €n pente douce

Le but de cette activité est de déterminer la dérivée de la fonction
logarithme népérien.

Les deux premiéres questions permettent d’émettre des conjectures
qu’on démontre ensuite dans la question 3 en admettant que la
fonction logarithme népérien est dérivable sur]0; + .

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 05_TS_activite2_1.ggb

et 05_TS_activite2_2.ggb (GeoGebra).

1. a. Le coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de la fonction logarithme népérien au point

. . . " N 1
d'abscisse un réel x strictement positif, semble étre %

b. Dans la cellule €2, on peut taper la formule | =1/A2 |.

Yg—Ya _ Inx—In2

2.a.m= =
Xg— Xa X—2
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Inx—In2 1 .
= = ; cette valeur est le coefficient
x—2 x—2 x=2 2

directeur de la tangente a 6 en A.
c. Conjecture : pour tout xde 10; + [, f'(x) =
3.a.g'(x) = u'(x) eu™,

1
7.

b.g(x)=e"*=x donc g'x)=In"(x)e™*=In'(x) xx ou g'(x)=1.

c.Onag’'(x)=In"(x) xx=1doncIn’(x) = %

Aclivite 3 Additionner pour calculer
un produit

Le but de cette activité est de découvrir la relation fonctionnelle de
la fonction logarithme népérien. Cette relation établie, les éléves
pourront expérimenter I'utilité des tables de logarithmes.

Ce peut étre aussil'occasion de parler des régles a calcul utilisant le
méme principe et qui étaient utilisées il y a encore 40 ans .

1.a.A=3,555;B=3,496;C=4,356;D=3,496;
E=4,356; F =3,555. Il semblerait que :
A=FsoitIn5+In7=In35;B=DsoitIn3+In11=1In33;
C=Esoit In13+In6=1In78.

b. On peut bien sar utiliser un tableur.

On peut conjecturer que :Ina +Inb=In(a x b).

2, elna+inb=glnaxelnb=gxp et en@xb=gxb,donc:
Ina+Inb=In(axb).

3.In(7x153)=In7 +1In15,3 = 1,946 + 2,728 = 4,674 ;
orIn(107,1) = 4,674 donc 7 x 15,3 = 107,1.

Aclivité 4 Droite se confondant avec
une coube

In(1h+ h) lorsque

Le but de cette activité est d’établir la limite de
h tend vers 0.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 05_TS_activite4.ggb (GeoGebra).

1. Le coefficient directeur de (AM) pour h s'approchant de 0

semble étre de 1.

Exercices

EN1.a.8>A b.A> B.
2.a.x+1>x donc In(x+ 1) >Inx.
b.x <1 donc Inx<In1 soit Inx<O0.
c.x>e donc Inx>Ine soit Inx>1.
n1. lim Inx=+ et lim Inx=-cc.

X—+% x—=0
x>0

2. a. Par définition de la limite en +c ou pour x > €199, on a
Inx > 1000.

72

2.8 IMTYA _ In(1+h)—In1_ In(1+h)

T xm=xa~ (+h)-1  h

b. Lim M =1 d'aprés la question 1.
—0

c. Cette limite est le coefficient directeur de la tangente a ‘¢ en
A.

3.a.f'(1) =1, le coefficient directeur de T est donc 1.

b. lim M = f'(1) = 1. Ainsi, on introduit l'idée d'une

h—0
approximation affine de la fonction logarithme népérien au

voisinage de 0.

Aclivite 5 Pour contracter un graphique

Le but de cette activité est d'introduire et de donner une pertinence
a la fonction logarithme décimal.
In(10¢) _ kIn10 _
*7In10 ~ In10 ™
2. Le graphique n'est pas a I'échelle.

Abscisse
5 4
(A) France 4,54 B K
A
, H
(B) Etats-Unis 4,64
4 +
(C) Brésil 3,59 Fip
C
(D) Afrique du Sud 3,68 !
3eE
(E) Congo 3,02 G
(F) Turquie 3,79
(G) Vietnam 2,79 23
(H) Singapour 4,42
(I) Algérie 3,43 11
(J) Burundi 1,95
(K) Norvege 4,79 o4

b. Par définition de la limite en 0 ou pour x < e7'99 on a
Inx < -1000.

EN 1. Fausse, par exemple f(%) =-1.
2. Vraie, f(e)=lne=1.
3. Fausse, In n’est pas définie en 0.

4, Vraie, lim Inx = - donc 6 admet la droite d'équation
x—0
x>0

x =0 comme asymptote verticale.

5. Fausse, lim Inx =+,

X400



n1.Six<0 alors 4 -5x > 4 etafortiori 4-5x>0.
2.5i -2<x<2 alors 4>4-x2>0.
3.Six<Talors1-x>0.

El1.0on doitavoir5—2x>Osoitx<£.

2
2. 0On doit avoir 4x2-25 >0 soit x>%ou X<—§.

3.0ndoitavoir: x>0 et 2-x>0 soit 0 <x<2.
4.0n doitavoir: x>0 et x2-1>0 soit x> 1.
ﬂ1.s={%3}. 2.5={Jel. 3.5:{%}. 4.5={1}.
EA voir livre page 423.
IEM 1. Condition dexistence : x €1-2; 2[; S= {-¥3;+3}.
2. Condition d'existence :

x€1-0;-1[Ul1;+=[; S={-VT+e;VT+e}.
3.5={In3}
4. Condition d’existence:x € 10; +%[; S={3}.

Ela.s=1{ b.S={1;5}.
c.5={1;e} d.S={1;e2%.

El1.5={-1;2). 2.5={e";ed)}= {(% ezj}.
El1.5={-5;3). 2.5={e5;el)}= {(é es)}.

12 BT
X 0 Je +®
1-2Inx + 0 -
2.
X 0 é +®
3+Inx - +
3.
X 0 1 e +%
Inx(1-1Inx) -0 + 0 -
4,
1
X 0 — e +%
e
(Inx)2-1 + 0 - 0 +
EEN voir livre page 423.
m1.Conditiond’existence:xe]0;+00[;S:}O;g .

2. Condition d'existence:x € ]1-;4[ ;S=[3;4[.
e . J3[.._[2.3
3. Condition d’existence : x € }—1, 7[ ;S= [?/ 7[.
4. Condition d’existence :
x€]-00;-1[U]1;+oe[; S=]-0;-3]U[3; +[.
m 1. Condition d’existence: xe R; S=R.

2
3. Condition d’existence: x€1-7;7[;S=1-5;51[.

2. Condition d’existence: x€]-1;1[;S= ]— 1, — l[

2
4, Condition d'existence: x € ]— %; 3[ ;S= [ii 3[.
Al rx=ex-3.

X -0 In3 +

! \3—3In3 /

oy 1T x-1 ., 1 x+2
EAr0=1-5="— g0=1+2x5="";

1
h(x)=1x Inx+x><7=lnx+ 1.
fest décroissante sur]0; 1] et croissante sur [1; +[.
g est croissante sur]0; +oo[.

o 1 . 1
h est décroissante sur |0; s et croissante sur YRl
1

—Xxx—=Inxx1
, 1 , X 1-Inx
m1.et2.f(x):2Inx><;;g(x): ) =—a
x |0 1 +© x |0 +00
T
fx) - 0 4+ g’'(x) +

0| =to—- o
|

\

f\o/g/

EEA voir livre page 423.

EdlA=3In2, B=4In2, C=5In2+1, D=2In2, E=-In2,
F=1-In2, G=2-2In2 et H=6In2+ 3.
mA=2In2+InS, B=2In2+2In5, C=1+4In2+In5,
D:%In2+%ln5, E=In5-In2, F=-In2-2In5
etG=In5-2In2.

EElA=1In4, B=In5 C=In2 et D=1In(3e?).
EENA=-In3, B=-In4 et C=-In100.
m1.B=In6,doncA<B.

2.A=In8 et B=In9, donc A<B.

EXH a. Condition d’existence : x € }— 0; %[ ; S={-4}L
b. Condition d'existence:x e ]1;+%[; S={5}.
¢. Condition d’existence:x € 1-5;+x[; S={8e -5}

d. Condition d'existence:x € 15;+»[; S={7}.

E& a. Pour x > 0 et y > 0, le systéme est équivalent a

X+ty=4 doncS={(2;2)}

xy =4 x+y=5
b. Pour x > 0 ety > 0, le systeme est équivalent a {xy -6
doncS={(2;3);(3;2)}

. ;o 1
ma.Condltlondexmence: xe}g; +00[; S=11;+00][.
b. Condition d’existence :

x€1-0;+0[ ; S=]-o; —V2[ U |¥2; +[.
c. Condition d'existence:x € ]-=;5[; S=]-0;-71.

d. Condition d'existence: x € 12;+%[; S=[3;+0[.
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EXN lim f(x) =-w et lim f(x) = +.

x—0 X—+%
x>0

limgx)=-xet limgkx) =

x—0 X—+®

x>0

limhKx) =+xet limhx =-

x—=0 X—+®

x>0

EXN lim f() =-w et lim f(x) =
x—0 —+0
x>0 *

EX lim f()=0; lim () =—; lim f(x) = +%; lim f(x) =
x—0 x—1 x—=1 X—+®
x>0 x<1 x>1

EIN lim f(x)=- et lim f(x)=0
x—0 X—+%
x>0

m Voir livre page 423.
ma. lim (eX+ Inx) = -% avec lim eX=e%=1 comme la
x—=0 x—0
x>0 x>0
fonction exponentielle est continue sur R.
b. lim (/x +Inx) =

X+

c lim —+oc avec lim Inx=Ine =1 comme lafonction
X—e 1_| xX—e
x<e x<e

logarithme népérien est continue sur]0; +[et Inx <1 pour
0<x<e.

X
d. lim ———— = +x avec I|m Inx=Ine2=2 comme la
xse2 —2+Inx x—e?
x>e? x>e?

fonction logarithme népérien est continue sur ]J0 ; + [ et
Inx > 2 pour x > e2,

m1.x><(2—|nTXj=

—Inx="f(x).

. . Inx .
2. lim f(x)=+%; lim —— =0d'aprés le cours donc:
x—0 X—>+® X
x>0 |
) nx
im (2-175) -2
X—+% X
et avec larégle sur la limite d’'un produit: lim f(x) =
X—+%

EA. lim fx)=+ et lim f(x) =

x—=2
1 x<2
2.f(X) TZ
3.
X |- 2
fr
—0o0

EF 1. lim f() =+ et lim f(x) =

X 4% Xx—-3
1 x>-3
2 0=5 06 " x+3 "
3.
x | -3 +

400
f _w/r

EZA voir livre page 423.

EZ 1. lim f() =+ et lim f(x)=0.
x—0 X—>+%
x>0 ,I *
2.1 =2 =
I e
1+
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EXN a. Condition d'existence : x € 1-%;2[ ; S = {2 -e3},
b. Condition d’existence :
x€ J-o; —V8[U V8 +oo[; S={-3;3}.

c. Condition d’existence :

X€E }—g,O[U]OHw[; S={-1;4}

d. Condition d'existence : x € ]-0; -2[; S={-4}.
e. Condition d’existence: x € R; S={-2+In3}.
f. Condition d’existence :

In2
x€]-0;-1[U]-1;+»[; S:{m}.

m a. Condition d’existence:x € 12;+»[; S=0@.
b. Condition d’existence :x € R; S={In(e2-1)}.
c. Condition d’existence : x € 12; +o[; S={3}.
d. Condition d’existence :

x€1-2;2[Ul4;+%[; S={1;5}.
e. Condition d’existence: x e R; S=0.
f. Condition d’existence : x € ]—o; 0[ U

m Voir livre page 424.

m a.5=a.
d.S= {L,e}

m a. Condition d’existence :

e |-dol; 5= B2t 4a
x 3, =5+

b. Condition d’existence:x € ]1-2;+>[ ; S=1-2;-1[.
c. Condition d’existence :
XER; S=]-;-3]

13;400[; S=0@.

b.5=0.
e.5=0.

1
c.5={ﬁ,e}.
f.5={0;In3}

U[3;+o[.

<]l

e. Condition d’existence: x ER; S=[1-1In3;+oe][.

d. Condition d’existence: x € ]-1;1[;

f. Condition d’existence :

XER; S=]-o0; —V4+IN2[ U |V4+In2; +oo[.

m a. Condition d’existence : x € }%, + m[; S= }%, 1}.
b. Condition d’existence :

Xx€l-»;-e[Ule;+»[; S=
c. Condition d’existence :

x€]-00;-3[U]-1:+%[; 5=]—1; 26_3[.
1-2e

[-2e;-e[U]e; 2el.

d. Condition d'existence : 1
x€10;+[; S:]O; fln(He*Z)].

H1.La réciproque est vraie : si Inx >3 alors x > e3.

2. Correctif : dans certains livres, il manque la condition
« Soit x > 0. » au début de la question.

Silnx est négatifalors0 <x<1.



ma. Condition d’existence: x €10 ; +>[; S=]10;In2[.

b. Condition d’existence : x € }% +°°[; S= }% 1} .

c. Condition d’existence:x € R; S=]-o0;In4].
d. Condition d’existence: xe R; S=]-;In2].
[EZA a. Condition d'existence :

x€]0;+x[; S=10;e2]U[e3; +co[.
b. Condition d’existence :

x€]0;+%[; S=10;e'[U]e3; +[.
c. Condition d’existence :

XER; S=]1-;0[U]In4;+x[.

d. Condition d’existence: x e R;S=1-In3;In2[.

m 1.p(x):04:>x:—% oux=4.

p(x)>0<:>xe}—oo;—%[ul4;+0<:[.

1
2.a.5={e7;e4}. b.S=]In4;+o[.

c. Condition d’existence :

xe}—w;%[u 12;+o[; 5={7%; 4} .
EX Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
05_TS_exercice50.0ds (OpenOffice), 05_TS_exercice50.xls
(Excel 2003) et 05_TS_exercice50.xIsx (Excel 2007).
1. La suite semble décroissante et minorée par 1.
2. On démontre par récurrence la propriété P(n) :
«1=<u,,1 < u,»pour n entier naturel quelconque, en utilisant
dans la preuve de I'hérédité le fait que la fonction logarithme
népérien est croissante sur ]0 ; +oo[.

3. (u,) est minorée par 1 et décroissante, elle est donc
convergente.

m FAUX, condition d'existence:x € ]10; +[; S={2}.
EAVRAI:S={In4).
m FAUX, condition d’existence :

x€10;+[; S=]e2;e’[.

ErAUX -1 <-ex<-03©1In03<x<0.
Edlrp=1-1=%1.

X
fest décroissante sur]0; 1] et fest croissante sur [1; +[.

Ea.

X 0 e +

u (x) - 0 +

2.a.f'(x) = u(x).
b.

f \_e/

Ea.

X 0 e—; +
u(x) - 0 +
2.a.f'(x) = ux).
b.
5
X 0 e 2 + ©
] \ /
—2e

m 1. Vraie.

. - . 1
2. a. La réciproque de la proposition est : « si f'(x) = X alors
f(x) =Inx».
b. Cette proposition réciproque est fausse.

1

Un contre-exemple: g(x) =Inx + 3 et g'(x)= %

|59 R P tangente a € au point d'abscisse e a pour équation
1 . N

y=gx elle passe donc par I'origine du repére.

2, La tangente a € au point d’abscisse 1 a pour équation
y =x -1, elle coupe donc I'axe des ordonnées au point
d'ordonnée -1.

m Voir livre page 424.
|
[N 1. fest la fonction définie sur 10 ; + o] par f(x) = %

Fg = %sz—lnXXZX _1-2Inx

x4 x3

+ o

\

2.0nan+1=n=2comme fest décroissante sur[2; +x[, il
vient:f(n+1) <f(n) <f(2)doncw,,; <w,.

x
1= &

f /'

f(1)=0

On en déduit que (w,,) est décroissante a partir du rang 2.

E1.fx=a+s, f(1)=1 donc a+b=1(E).

f'(2) =0 donc a+%=0 soit 2a+c=0(E,);

f(2)=2In2 soit 2a+b+cIn2=2In2 etavec (E;) on obtient
a+cln2=2In2-1.
2.a=-1;b=2etc=2doncf(x)=-x+2+2Inx.

3.f'x)=-1+ % . fest croissante sur ]0 ; 2] et décroissante sur
[2;+0oo[.
m 1. FAUX, f'(x) = 2x X Inx + x? X%=x(2|nx+ 1).

donc f'(1)=1 et f(1)=0.Latangente a ‘6;au point d'abscisse 1
a pour équationy =x-1.
2. VRAI, f’(%ej =0 donc la tangente a 6; au point d'abscisse

1 .
—— est horizontale.

Je
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) 1 1T -1-x
3 VRAI, f'(x) =% 2

X
10 ; +oo[ soit f est strictement décroissante.

Deplus lim f(x) =—oet lim f(x) =+ .Comme fest continue
X—+® x—0

donc f’(x) < 0 sur

x>0
sur ]0; +[, le corollaire du théoréme des valeurs intermédi-

aires assure que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution
sur]O;+ol.

EdA=4n2=4a.

B=2In3+In2=2b+a.
=In3+2In2+2In5=2a+b+ 2c.

D=-In3-In2+In5=-a-b+c

E=2In5-3In3=-3b+ 2c.

F=2+In5+2In3-5In2=2-5a+2b+c.

G=3In5+2In2-In3-4=-4+2a-b+3c.
=In3+3In5+2In2-1=-1+2a+b+3c.

ma.lnx+ln (1+l):|n(xx(1+l)):ln(1 + X).

b.In (Vx+ «/—)+In(~/ T+Vx)=In(x+1-x)
donc In (Vx+1=vx)+In(¥x+T+vx)=In1=0

m Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 05_TS_exercice67.alg (AlgoBox).
Pourn=3, onobtient a=3In2=1In8.
Pourn=10, on obtient a=101In2=1In(2'0) =
EX1.72=kd? & In(T2) = In (kd3) donc::
T2=kd3? < 2InT=3Ind +Ink.
2. D’aprés le 1., dans un repere du plan les points M de
coordonnées (InT; Ind) sont alignés sur la droite d’équation

In1024.

y= %x—lnk.

Z3 a. Condition dexistence : x €14 ; + [ ; I'équation est
équivalentea x2-6x+5=0 donc S={5}.
1

b. Condition d’existence:x € ]-;0[ U }77 + 00[ ; I'équation

1
est équivalentea 2x2-17x-9=0doncS= {—7; 9}-

EZN a. Condition dexistence : x €132 ; + [ ; I'équation est
équivalentea x2-34x=0 donc S={34}.

b. Condition d’existence : x € |- ; 2[U]32; +[; I'équation
est équivalente a x2-34x =0 donc S={0;34}.
ma.n>42. b.n=47.

L. . 1
m a. Condition d’existence: x € }g; +

c.n=21.
w[ ; l'inéquation est
équivalentea3x2-3x<0 donc S= }%, 1}.

b. Condition d’existence : x €13 ; + [ ;
équivalentea 3x2-3x<0 donc S=@.

I'inéquation est

. . 1 . .
c. Condition d’existence : x € }g, +00[ ; I'inéquation est

équivalente a3x2-3x<0doncS= }% 1}.
m Voir livre page 424.

a T.a. (x-1)2x2+x-6)=2x3-x2-7x + 6 = p(x).
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0 & x=10ux=-2o0uU Xx=

2;—1[u]§;+w[.

2. a. Condition d’existence : x €16 ; + [ ;
équivalentea p(x)=0 donc S=@.

b. Condition d’existence : x €16 ; + [ ;
équivalente a p(x) >0doncS=16; +x[.

N w

b. p(x) =
px) >0 & xe]-

I'équation est

I'inéquation est

EA 1.u,,,=3%u, et u,=2x3"
2.In(upy)) = In(up) =In(3) + In(u,) = In(u,) =In3, donc la suite
de terme général In (u,,) est arithmétique.
3. lim u,=+% etpar composition: lim In(u,) =+cx.
n—+w n—+w
In(101000)—|n2
4.u,> 10190 & 2% 30> 10190 d'of n >%.

1000In10-1In2
Comme % =2 095,3, la plus petite valeur de n

telle que u, > 10"9%0est n =2 096.

m Soit p, le prix de la voiture au 1¢" janvier (2012 + n).

(p,) est une suite géométrique de premier terme

po = 10 000 et de raison g = 0,89. On cherche n tel que

pn <4000 soit 10000 x 0,89" < 4000 ; il vient n = IInnOO,849

donc n = 8. La voiture vaudra moins de 4 000 euros en 2020.

3
EZAVRAL Ina3-1Ina?=1In (%) =Ina

aZS
et Ina®-Ing*=In| —; |=Ina.
a

m FAUX, Inx n’existe pas pour tout réel x.
EXFaux, ona: Upy1=exu, donc:

Vps1—Vp=In(Uup ) - In,)=In(e) +In(u,) - In(u,) =1.
(v,) est arithmétique de raison 1.

W iim 2x+1)=1 et lim (=1 +Inx)=-o, donc lim f(x)=

x—0 x—0 x—0

x>0 x>0 x>0
lim 2x+1)=2e+1etlim(-1+Inx)=0avec-1+Inx<0
X—e X—e
x<e x<e

pour x < e, donc lim f(x) =
X—e

—o0, On en déduit que 6; admet la

x<e
droite d'equation X = e comme asymptote verticale.

EEN1. limf(x) =+%; limf(x) =+ ;lim f(x) = -= et
x—0 x—1 x=1
x>0 x<1 x>1
lim f(x) =
X—+%
2. Comme lim f(x) =+ et lim f(x) = -, la courbe repré-
x—1 x—1
x<1 x>1

sentative de f admet la droite d’équation x = 1 comme
asymptote verticale.

m Voir livre page 424.

m Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 05_TS_exercice84.alg (AlgoBox).

1. a. et b. On démontre par récurrence la propriété P(n) :
«Up < Up,1=4» pour tout entier naturel n en utilisant dans
I'hnérédité le fait que la fonction logarithme népérien est
croissante sur]0; +oo[.

2. (u,) est majorée par 4 et croissante donc elle converge.



3.

v VARIABLES
-u EST_DU_TYPE NOMERE
L EST_DU_TYFE NOMBRE
* DEBUT_ALGORITHME
F-u PREND_LA_VALEUR 1
¥ POUR n ALLANT_DE 1 A 200
-DEBUT_POUR
-u PREND_LA_VALEUR 2+loglu)
LFIN_POUR
AFFICHER u
LFIN_ALGORITHME

On en déduit: € =~ 3,1461.

A a. lim x-2Inx)= lim (X(1—2|nTXD=+DO

X—+% X+

. X
b lim —X 1.
o T+ %)

. Slnx . 5 Inx
c. lim 2= lim | - X——]=0.

X+ X—>+%

b. lim Inx =lim Inx 1
* X - x=1°x+1

=lim x—1 x+1

x=1
x>1

et par composition et d'aprés une limite du cours :
lim (In((x—1)+1))= lim In()g(+1) _

x—1 x—1 X0
x>1

. Inx 1
donc Ix|r;n1 (ﬁ) =5

x>1

c. lim (x=In(x?)) = lim (x(l—ZInTXD:+w.

(In((x—1)+1) ] j

1

X—+% X—+%
| 1+—2
. nx+2 .
A a. lim = lim Inx |_4.
e INX =17, - 1
Inx
. X
b. lim — =0.
x—0 InX
x>0 1 |
1+ (nx) +inx
c. lim (Inx) = lim Inx =-0,
x—+e  1—=Inx X—>+%0 1
Inx
1.a. lim f(x) = lim (Inx(1 - Inx)) = -
x—0 x—0
x>0 x>0

et lim f(x)= lim (Inx(1 -Inx)) = —ce.

X+

b. Comme lim f(x) = -, ¢ admet la droite d’équation
x—0
x>0

x =0 comme asymptote verticale.

3.a.f(x) =0 Inx(1-Inx) =0< x=1o0ux=edoncles
points d'intersection de € avec I'axe des abscisses ont pour
coordonnées (1;0) et (e; 0).

b. La tangente a € au point d’abscisse 1 a pour équation
y=x-1.Latangente a ‘¢ au point d'abscisse e a pour équation

——1x+1
Yy=-3% .

c. Avec le tableau de variation et la question 3. a., on peut dire
que € est au-dessus de |'axe des abscisses pourx €11 ; e[et €
est au-dessous de I'axe des abscisses pourx €10; 1[U]e; +oo[.

4. y

2
B 1. vea: tim PO i ('“_X):o.

X—>+% X2 X—+x X
3
2.FAUX: lim —C = lim | | = oo,
X—+% In(x3) X—+x InX
X
EXVRAI: lim £(0=0; lim f() =< et lim £(x) =+ donc €,
X X— X—
x>0 x<1 x>1

admet la droite d'équation x = 1 comme asymptote verticale.

BN 1. lim (2 +3x+4) = lim (2 +3x+4) = +oet

X+ X—-%

lim InX =+, donc, avec le théoréme sur la limite des fonc-

X—+

tions composées: lim f(x) = lim f(x)=+c.

X—>+% X—-%
2x+3
2.f') = —5———.
® x2+3x+4
X — _% + ©
+ + o©
p \ . /
4

2.a.f’(x)=l—2Inxxi=ﬂ.
X X X
X 0 1 Je e +
flve) —_
f _OO/O/' 0\_00

1

b. Le maximum de fest f(Ve) = 7

EX 1. lim fo=- et lim f(x)=+c.
x—0 X—+%
x>0

2x X (x+1)— x2x1

1v) (x+1)? _ox(x+2) o x+1 _ x+2
2.7 = x2 T x+1)? x2 x(x+1)’
x+1

f est croissante sur 10 ; +o°[.

m Voir livre page 424.
Eda. lim In(-3x-4) =+,

X+
x2+3x—-4

b. lim e

X— -0
tion logarithme népérien est continue sur]0; +o[:
R x2+3x—4
lim In (zij =0.
X+ x2 -1

) 1+ 2x
c limIn =+»,
- X

x—=1 1
x<1

=1let limInX=In1=0,comme lafonc-
X—1
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xX+7
d. lim . =+ et ||m InX=+00, donc, avec le théoréme
x—>-3

>3 . . . xX+7
sur la limite des fonctions composées: lim In o2 =400,
Xx—-3

x>-3
2x 3 v 2x _6

Bl arx= peRe Tl b.g(x)—3><7+2x—7+2x.

oy 2 v 2x
c.h(x)_2x—1+2X- d.k(x)_1+xz+1.
m1.a. lim In(1+eX)=0et limIn(1+eX)=

X——o% X—>+

b. lim f(x) = 0 donc ¢; admet la droite d'équation y = 0
comme asymptote horizontale.
2.f' .

b0 = 1+ x

X —00 + 00

3. fest continue et strictement croissante sur R, de plus pour
XER,f(x) € 10; +c[, donc le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires assure que I'équation f(x) = m pour
m € 10; + o[ admet une unique solution.

1
4.T a pour équation:y = X+ In2.

5.1+ e*>eXdonc In(1 + e*) > In(e*) comme la fonction
logarithme népérien est strictement croissante sur ]0; + %[,
soit f(x) > x, donc 6; est au-dessus de la droite (d).

6. y

EZN 1. Pour un acide : 107 < [H;0*] < 107",
2. Pour une base : 1074 < [H;0*] < 1077.

3. Pour le sang : pH = -10g(3,98x1078) =
légérement basique.

7,4 donc le sang est

m La contraposée de la proposition est : « si a = b, alors
log(a) = log(b) » et cette proposition est vérifiée.

T 1. vRAI:

1
In(1+fj

. 1 . X - In(1+X)

lim xxln(1+7): lim = lim Y =1.

X—+® X—+® o X—0
X X>0
1 _
2.VRAI: lim ((—Y)XInH—x)j = Jim N0+(=0)
x—0 x—0 —X
x<0 x<0
_In(1+ X)
= lim — L =1.
s X
X>0
x+1 -|
X 1. VRAI: F/(x) = =

ex+1 ex-141
2. FAUX, pour tout reel x : f'(x) > 0 donc f est strictement
croissante.
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1. FAUX:

In(5x10®) _In5 _ 3In10

3) = =2 =

log (5x10°) = InT0 " In10 ' 'In10 log5+3.
- _ In(x) _

2. FAUX.XILmWIOg (x) = xll)m+oc In10 -=+4®

IE a. Condition d’existence : x € 11 ; +[ ; I'équation est
équivalenteax2-x-12=0 donc S={4}.
b. Condition d’existence: x € ]1-5; -2[U]1; +o[;
est équivalenteax2-x-12=0doncS={-3;4}.
m a. Condition d’existence : x € 10 ; + [ ; I'inéquation est
équivalentea X2-3X-4=0 avec X=Inx donc:
S=10;e"TU[e*; +o[.
b. Condition d’existence : x € ]-;0[U]3; +[; l'inégquation
est équivalenteax?-3x-4<0doncS=1-1;0[U]3;4].
3 a. lim 3x-x?) =
X—3
x<3
et lim InX= - donc, avec le théoréme sur la limite des
X—0

X>0
fonctions composées: lim (3x-x2) =-
Xx—3

I'équation

0 avec (3x-x2)>0 pour0<x<3

x<3
In(3+x)
b. lim In3+x) = lim —3*X r lim —1+X =let
X+ 1 X—>+% 1+ x X—+%0 3+
3+x
. In(B+x) . InX _ . InB+x)
M T3 T Ty = odene im T =0
106 f'(x)=l—3><2lnx><l= 1-6Inx
X X X
x |0 e% +00
f'(x) + 0 -

f T 7

Voir livre page 429 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

m Condition d’existence : x € 10 ; 5[ ; I'inéquation est

équivalente a -x2+5x-6 <0doncS=]0;2[U]3;5[
m Condition d’existence : x € ] 1; +[; I'inéquation est

équivalente a 4x?> - 4x-3>0donc S= }3 +OC[

B 17700 =1 (1 4 Inx) +x0¢2= Inx + 2.

v 2X+5
2.g')=1+ x2+5x
3.h'(x) = .

eX



P Equations fonctionnelles

> kIn(xxy)=k(Inx +Iny) = kInx + kIny donc les fonctions kIn
sont solutions de I'équation fonctionnelle (1) .

> f(1x1)=f(1)=f(1)+ (1) doncf(1)=0.
Pour toutxde]0; +x[,ona:
gx)=f(xxa)-f(x)=fx)+f(a) - f(x)=f(a)
donc g est une fonction constante sur 10 ; +[.
On déduit g'(x) = 0 et d’autre part :
g'x)=af'(xxa)-f(x) donc f'(x)=af'(xxa).
YR X)) =Ff'(x) - X = 0 donc h est une fonction constante.
h(1)=f(1)-kIn(1)=0-0=0.
) Finalement h(x) = 0 pour tout x de 10 ; + [, donc f(x) = kIn(x).
On a vu pour tout x de 10 ; +o[ : si f = kIn alors f est solution
de I'équation fonctionnelle (1) et si fest solution de I'équation
fonctionnelle alors f = kIn. Donc I'ensemble des solutions de
I'équation fonctionnelle (1) sont les fonctions de la forme kin.

m 1. k(x + y) = kx + ky donc les fonctions linéaires sont

solutions de I'équation fonctionnelle (2).

2.a.Pourx=0ety=0,0onaf(0+0)=f(0)+f(0) donc:
f(0)=2f(0) et f(0)=0.

b. PourtoutxdeR,ona:

g(x) =f(x+a)-f(x)=f(x)+f(a)-f(x)=f(a)

donc g est une fonction constante et g'(x) = 0.

D’autre part g'(x) = f'(x + a) - f'(x), on en déduit :

f'(x + a) =f'(x) d'ou avec x =0, f'(a) = f'(0) pour tout réel a de

10 ; + o[ soit f’ est une fonction constante.

¢. Comme f’ est une fonction constante, soit f'(x) = k ou k est un

réel, on a: f(x) = kx + k' ol k' est une constante réelle. Comme

f(0) =0, on en déduit que pour tout x de ]0 ; + o[ : f(x) = kx.

3.0n avu que pour tout x de R : si f (x)= kx alors f est solution

de I'équation fonctionnelle (2) et si f est solution de I'équation

fonctionnelle alors f (x) = kx. Donc I'ensemble des solutions de

I'équation fonctionnelle (2) sont les fonctions linéaires.

X Correctif: La premiére ligne de I'énoncé doit étre « On cherche
a déterminer toutes les fonctions définies, dérivables sur R, non
nulles et solutions de... » .

1. ekt = ekr x ek donc les fonctions x — e sont solutions
de I'équation fonctionnelle (3).

2
2. a. Correctif : il faut lire f(x) = (f(%)j .

2

fx)=f (% + g) = (f(%)) ,0n s'assure ainsi pour que pour x
réel: f(x) = 0. De plus s'il existe un réel a tel que f(a) =0, alors
pour tout x réel :

fx)=f(x-a)+a)=flx-a)xf(a) =0
ce qui impossible puisque f n'est pas la fonction constante
égale a 0. Donc pour tout x réel : f(x) > 0.
b. L'existence de g est justifiée par la remarque ci-dessus.
gx+y) =1In (Fix +y)) = In(f(x) x £(y)) = In (f(x)) + In(f(y)) donc
glx +y) = g (x) + g(y) soit g vérifie 'équation fonctionnelle (2).
D’aprés I'exercice 119: g est telle que g (x) = kx pour tout x réel
donc In(f(x)) = kx et f(x)=e pour tout x réel.

On a vu que pour tout x réel : si f (x)= e** alors f est solution
de I'équation fonctionnelle (3) et si f est solution de I'équation
fonctionnelle alors f (x)= e ¥. Donc I'ensemble des solutions de
I'équation fonctionnelle (3) sont les fonctions définies sur R par
x— ek ou k est un réel quelconque.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Position relative de deux courbes

Ce TP permet d’étudier la position relative de deux courbes,
d’abord graphiquement puis en démontrant ces résultats a l'aide
de I'étude d'une fonction. On étudie une fonction faisant intervenir
un paramétre; les valeurs de ce paramétre conduisent a envisager
deux types de variation.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

05_TS_TP1.ggb (GeoGebra) et 05_TS_TP1.g2w (Geoplan).

A. Emettre une conjecture
1. a. Pour tracer la courbe représentative 6; de la fonction In,

taperdans le champ de saisie.
b. Construire un curseur g, puis taper |g(x)=a*xA2|dans le

champ de saisie.

2.1l semble que:

—poura > 0,2:%, estau-dessus de 6;;

-pour0,2 >a>0:%gestdabord au-dessus puis au-dessous
et de nouveau au-dessus de €;;

- poura < 0: % estd’abord au-dessous puis au-dessus de 6.

B. Etude de la différence g (x) - f(x)
1.Sih(x) > 0onag(x) - f(x) > 0soit g (x) > f(x) donc 6, est au-
dessus de 6; et de méme si h(x) < 0 alors 6 est au-dessus de 6,
2.a. lim h(x)=lim (ax2-Inx) = +oo.

x—=0 x—=0
x>0 x>0 | |
. ) nx . nx
b. lim h(x) = lim x | ax ——— |or lim —— =0donc:
X—>+00 X—>+% X X—>+%

—-sia>0: limhXx) = +x;
X—+%

-sia<0: lim h(x)= —co,

X+

, 1 2ax2-1
3.a.h(x):2ax—7: x
b.Sia<0:
X 0 +0o0
+ 00
h T
-0
c.Sia>0:
x |0 L +
2a
+ o0 + oo
h \1 /
5(1+|n2a)
C.Etudeducasoua <0

1.Sur 10 ; +°[, h est continue, h est strictement décroissante
eth(x) €]1-2;+x[;0or0 & ]-x;+x[ donc le corollaire du
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théoreme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe un
unique réel aode ]0; + [ tel que h(ar) =0.

2, Correctif : il faut lire « ...donner la position relative de 6 et 6,
lorsque a est un réel strictement négatif ».

Ona:

X 0 o 400

h(x) + 0 -

Donc, lorsquea <0:
- pour 0 < x < o.: 6, est au-dessus de Gy;
- pour x > o.: 6, est au-dessous de €Gy.

D. Etude du casoua >0

1 1
1.h| —— | =5 (1 + In2a) et d'aprés le tableau de variation
()3 Jetdap

du B.3.c., c’est le minimum de h donc pour tout x de ]J0 ; + [ :
h(x 2% (1 +1In2a).

1
2. = (1+In2a)=0<1n2a= -1 <:>a>l-

2 2e
1 1
3.Sia<=—, alors h|—— | <O.
2e (\/24)
Sur }0; L[ h est continue, h est strictement décroissante
V2a

1 1
et h(x) € }h(ﬁ)' +oo[ .0r0e }h(ﬁj, +M[,donc le

corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires assure qu'il

existe un unique réel B de }O; L[ tel que h(B) =0.

N2a
1
Sur |—=; +®| , h est continue, h est strictement croissante
} N2a [

1 1
et h(x) € }h(ﬁ), +oc[ .0r0e }h(ﬁj, +oc[,donc le

corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires assure qu'il
1
existe un unique réel yde |——; + | telque h(y)=0.
q Y ]ﬁa [ que h(y)

Finalement sur ]0 ; + <[, I'équation h(x) = 0 admet exactement

deux solutions : B et y.

4.2.510<a<--.
2e

X 0 B v +

h(x) + 0 - 0 +

Pour 0 <x<P: %, estau-dessus de 6.
Pour B <x <7y: 6,4 estau-dessous de ;.
Pour y<x: 6, est au-dessus de 6.

. 1
b.Sia= TR
X 0 1 +
\2a
h(x) + 0 +
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1
64 est au-dessus de 6, et pour x = ok 64 et 6; ontun point
commun.

. 1 -,
c.Sia> Ty h est positive donc 6, est au-dessus de 6.

TP 2 Plus courte distance
d'un point 3 Ia courbe de In

Ce TP s’intéresse a la distance d’un point a une courbe. On
conjecture un résultat puis on le démontre a I'aide de I'étude
d’une fonction.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

05_TS_TP2.ggb (GeoGebra) et 05_TS_TP2.g2w (Geoplan).

A.Envisager un minimum

1. Avec GeoGebra, taper dans le champ de saisie.

2. a. Aprés avoir placé un point M sur la courbe, construire le
segment [OM] et afficher la distance d = OM.

Tracer la courbe d'équation y = d(x) (pour cela faire apparaitre
le lieu des points de coordonnées (x; d(x))). En faisant bouger
le point M sur %, on crée des points de la courbe d’équation
y=dXx).

b.Ona: 06 <o <0,7.

B. Etude de d(x)
1.d(x) = OM = Jx2 + (Inx)2.

1
2x+2|nx><; X2+ Inx

T INX?E X+ (Inxp

b. Pourx €10; +=[, xyx2 +(Inx)2 > 0 donc d'(x) est du signe
de x2 +Inx.

2.a.d'(x)

3.a. lim g(x)=lim (x2+Inx)=-o
x—0 x—=0

x>0 x>0
et lim g(x)=lim (x2+Inx) =+,
X+ X+

b.g'(x) =2x+ ; > 0. g est croissante sur]0; +o°[.

c. Sur]JO; + %[, g est continue, g est strictement croissante
etg(x) €]-;+%[.0Or0 e ]-m;+»[, donc le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe un
unique réel oo de ]0; +2°[ tel que g(o) = 0.

d. Avec la calculatrice, on obtient: 0,652 < o. < 0,653.

4, a.

x |0 o +0o0

d’(x) - 0 +
b. Le minimum de d est atteint pour x = o. donc o = Xg.
c.Ona g(a)=0 soit 02+ Ina=0 donc Ina=-a? et

dl0) = +(n0” =foi+ (o2’ = o+ o

Onavuqueo >0donc:
dio) =voz x T+ 0?2 =|oVT+o? =oT+02.




C.Tangente au point d’abscisse o
1. Il semblerait que T soit perpendiculaire a (OM) lorsque la
distance OM est minimale.
2.a.Tyapouréquationy = X" T+Ina.
o 1
b. u a pour coordonnées (1 ; E)'

—

c.v=OMa pour coordonnées (o ; Inay) .
- Ino ) N -2
d.u.v=0+—orlnaa=-o?doncu.v=0+—=0.
o o
e.0n en déduit que u'et vont orthogonaux soit Ty et (OM) sont

perpendiculaires, ce qui démontre la conjecture du 1.

CAP VERS LE BAC

Sujel A
s 2x

1. (x) = )
strictement croissante sur [0 ; +o[.
—x2+2x—4
i
est strictement décroissante sur ]0 ; +oc[.
b. Pour x € [2; 3], g est continue et strictement décroissante
deplusg(x) €[g(3);g9(2)].0r0 € [g(3); g(2)], donc le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires assure que I'équation
g (x) = 0 admet une unique solution o sur [2 ; 3] et avec la
calculatrice, on obtient o0 = 2,2.
c.Pour0 <x<2:g(x) >0 puisque g(2) > 0 et g est strictement
décroissante et pour x > 3:g(x) < 0 puisque g(3) < Oetg
est strictement décroissante. On en déduit que o est I'unique
solution de g (x) = 0 sur [0 ; + [ autrement dit o est I'unique
valeur telle que f(x) - x = 0 sur [0 ; + [ soit o est I'unique
solution de f(x) = x sur [0 ; +o°[.
3. a. On démontre par récurrence la propriété P(n) :
« 1 =< u, < a» pour tout entier naturel n, en utilisant dans
I'hérédité le fait que la fonction f est croissante sur [0 ;+ o[ et
que f(or) = o
b. Pour tout n entier naturel : u, ., - u, =f(u,) - u,=g(u,).
Or on va vu que pour tout entier naturel n, u, < a et g est
strictement décroissante donc g(u,) = g(0) soit g(u,) = 0.
On en déduit que (u,) est croissante.
Finalement (u,) est croissante et majorée par o donc (u,)
converge. Notons ¢ sa limite, on a:

donc f’(x) > 0 pour tout x > 0 soit f est

2.a.9'X)=fx-1= < 0 pour tout x > 0,donc g

lim u,=lim u,.;=lim f(u, =f({)

n—+% n—+% n—+%o

comme fest continue sur [0 ; + o[ donc € = f(£) et on en déduit
que ¢ = o d'aprés le 1.c.

Sujet B

1.VRAl:In4xIn+2 =2In2x % In2 =(In2)2

2.FAUX:U'(x) =-1+ %, lim u(x)=-o
x—=0

x>0

. . 1 1 In(2x)Y)) _
etxll)Txu(x)—leTx(Zx(ﬂ—7+ ¥ D——oc

X 0 1 + o

u /'In2 \

— 0 — 0

Donc en appliquant deux fois le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires sur]0; 1[ et sur]1; + [, on montre que
I'équation u(x) = 0 admet deux solutions sur 10 ; + o[,

3.FAUX, f'(x) =Inx+ 1 donc f'(1) = 1 et f(1) = 1. Une équation
de latangente a € au point d'abscisse 1 a pour équation y = x.

n+2 n+1
4. FAUX. Uy 1—-Up=1-1In (W) -T+In (Tj donc:

n+1 n+1)_ (n2+2n+1j

—-u,= X
Uny1=Up |n( n “nh+2 n2+2n
Comme n?+2n + 1> n? + 2n pour tout n entier naturel :

n?+2n+1
n?+2n

2
croissante sur]0; +o[ : In (w] > 0.
n?+2n

>1 et comme la fonction In est strictement

Finalement u,,; - u, > 0,donc (u,) est croissante.

2
5.VRAI: f'() = —— —1+x= X—X et £(0)=0.

T+ x 1+

X 0 4
£ /

0

On en déduit que pour tout xde [0 ; + [ : f(x) = 0.

6. VRAI:

im X3 im — = im =4
ot IN(X2+3) 7 (S In(x>+3) x> INX

x2+3 X

Sujet C

1 :
1.f'x)=—+ —X >

X (Inx)
strictement croissante sur]1 ; +o[.

donc f'(x) > 0 pour x > 1, soit f est

2. lim f(x)=->et lim f(x) =+,
x—1 X—+»
x>1

3.a.T,a pour équation y=f'(a) xx + f(a) —af'(a). T, passe par
le point O si seulement si f(a) - af'(a) = 0.

b.g(x) =0 < f(x) - xf'(x) =0donc:

1 _(nx)’+1_ o

g(x)=0<:>|nx—|nx (InxP

Dot gx)=0&<(Inx)*-Inx-(Inx)2-1=0,
soit g(X)=0&(Inx)*-(Inx)2-Inx-1=0.
cu'(t)=3t2-2t-1.

t —0 _% 1 +00
u'(t) + 0 - 0 +
22 +
T27
u / \ /
_o )
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Sur]-o0; 1[ u(t) < - % donc I'équation u(t) = 0 n’a pas de
solution. Sur]1; +[, u est continue et strictement croissante,
de plus u(t) € 1-2 ; + ] dong, avec le corollaire du théoréme
des valeurs intermédiaires, I'équation u(t) = 0 admet une unique
solution o. Finalement sur R, I'équation u(t) = 0 admet une
unique solution o

d. D'aprés b. , o est aussi 'unique solution de g (x) =0, doncil
existe une unique tangente a la courbe ¢ passant par le point O.

Sujet D

1.f,0=-n-1xInx-xx %=—n— 1-Inx.

2.a.L'abscisse xdu point A, tel que la tangente a €, en A, soit

paralléle a I'axe des abscisses est telle que :
ffo)=0-n-1-Inx=0sInx=-n-1ox=e""

Il existe donc bien un unique point A,

b. A,a pour coordonnées (e="~1; f(e-"-1)), or

fle="-N)=-pe"-T-e"T|n(e"N=-nen-l-enIx(-n-1)

doncf(e="-1)=e "-1.0n en déduit que A, appartient a la droite

A d'équation y = x.

3. a. %, coupe I'axe des abscisses au point B,, d'abscisse x tel

que f,(x)=0< —x(n+Inx)=0

Comme x#0, f,x)=0 < n+Inx=0 & x=e".

Donc %,, coupe I'axe des abscisses en un unique point B,

d'abscisse e™".

b.Onaf’',(e") =-n-1+n=-1,donc le coefficient directeur

de la tangente a €, au point B, est indépendant de I'entier n.

Sujet E
Partie A
X —
f'ix) = e+l -1= d=x ,sur[0; +o[:eX+ x> 0donc
eX+x eX+ X

f'1(x) est du signe de 1 - x. On en déduit que f; est croissante
sur [0; 1[ et décroissante sur [1; +][.

2.f1(x)=ln(ex+x)—Inex=ln(exetxj=|n (1+%j.

lim f,(x) = lim In (1+—):0.

X—+® X—+®
3.

X 0 1 +o0

Ine+1)-1
f, / \
0

Partie B
1. (x) = etk k(1 X) sur [0; +oo[; f, est croissante

e +kx +kx'
surf0; 1[ et décroissante sur[1;+oo[.

2. fi(x) = In(e* + kx) - IneX:In(eX;ka:In(1+k%).

lim f() = lim In (1+k§)= 0

X—+% X—+%
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3.a.
X 0 1 +oo
Infe+k) -1
fi / \
0 0

b. D'aprés le tableau de variation, pour tout x de [0 ; + o[ :
filx) <In(e+k)-1.

OrIn(e+k)—1=In(e+k)—Ine=|n(e:kj=|n(1+§).

Etudions sur [0 ; +[ la fonction g définie sur [0; + [ par:

gx)=x-In(1+x).

1
T+x  T+x’
=0, pour toutxde[0; +[:g(x) =0, en

g'x)=1- on en déduit que g est croissante sur

[0; +oo[ et comme g(0)

k
particulier pour x = o Ce quidonne i In (1 + Ej .

Finalement, on établit ainsi que pour tout xde [0; +o[:

fil) <In (1+£) < g.

4. Pour p <m, 6, est au-dessous de €,

X lim f() = lim (2 =3x+1-2Inx) =+ et
x—0 x—0

x>0 x>0

1 Inx

lim f(x) = lim (X(X_3+7_ZTD =+,

X—>+® X—>+®
. 2 2x2-3x-2
f(x)—2x—3—;—f

croissante sur [2; +[.

EHx2-4x-21
(E;) & eX=-3oueX=7doncS={In7}.

(E,) : Condition d’existence : x €]3 ; +[et I'équation est
équivalente a In((x-1)(x-3))=In(3 x 23) soitx2-4x-21=0,
on en déduit que S ={7}.

. fest décroissante sur]0; 2] et

=0 © x=-3o0ux=7.

EE lim f0)= lim In(x2+x-6)=+c.

X—> -0 X—-%

Ona: lim (x2+x-6)=0avecx2+x-6> 0 pourx <-3donc
x—-3
x<-3

lim (x2+x-6)=-

s e
X +

f'(x) =

) X2+ x—6

strictement décroissante.

B fe3)=eSx (3-Ine3) =0,

f'(x)=2xx (3 =Inx) +x2><_7 =5x-2xInx donc
f'(e3)=5e3-2e3lne3=5e3-6e3=-¢3.

Une équation de la tangente a 6; en x =e3est donc:

y=-e3x+eb.

donc sur ]-o ; =3[, f'(x) < 0 soit f est

POUR ALLER PLUS LOIN

EE 1. Pour N=20,/=100/, et pour N=120,/=10"2f,

2.N= 10|og(1/1021)=10><ﬂ|—2 :111%“_ 10 x 251 =105dB.
EX Partie A

=0; limgX=limx(1-Inx)=-
X—+%

X—>+%

1. lim g(x)
x—0

x>0



2. g est dérivable sur ]0 ; + %[ comme somme et produit de
fonctions dérivables sur 10 ; +o[ :

g'x)=1-1xInx-xx %:—Inx.

3.
X 0 1 +0o0
~-Inx + 0 -
1
g 0 / \ "
Partie B

1. a. b. On peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante
et converge vers 0.

en
2.a.v,,=|nu,,=|nﬁ =Ine"-Inn"=n-nlnn=g(n).

Soit 1 < n < n+1,alors g(1) > g(n) > g(n + 1) comme g est
décroissante sur]1; +[, soit 0 > v, > v, ; donc la suite (v,)
est décroissante.

b. u, = e"», comme la fonction exponentielle est strictement
croissante sur R, on en déduit que (u,,) est décroissante.

3. u,=e""donc u, > 0 soit (u,) est minorée par 0. Comme (u,,)
est décroissante, elle est majorée par son premier terme: u; =e.

4. (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

lim u,= lim e9" =0,

n—+% n—+w
1
X x2=(1+Inx)x2x  _q_
B 1.f0= X . _ =1=2Inx
X X
f est croissante sur [0 ;L et décroissante sur ! P40
’ JE Jg ’ .
2. lim f(x) = lim m =_wet
x—0 Xx—0
x>0 x>0
1 1 Inx
limf(x)=lim | =+—x—| =0.
X—>+% ) x~>+x(X2 X X )

%; admet donc une asymptote verticale d'équation x=0 et une
asymptote horizontale d'équation y = 0.

1
3. Une équation de la tangente a ¢ au point d'abscisse o est
y=e¥x-e
E 1.a.f0=2(a(nx)2 +blnx +¢) + ZX(ZalnTX+§)
ou f'(x)=2a(Inx)?+2(2a+b)Inx+2(b+c).

b.fie)— 2204, f(%) =0 etf(Je) = 0.
o €
2

c.f'le)=2a+2Qa+b)+2(b+c)=6a+4b+2c=4.
f’(%)=2a—2(2a+b)+2(b+c)=—2a+2c=0.

f'(Je) = %+(Za+b)+2(b+c)=52—a+3b+2c=0.
llvienta=2,b=-3etc=2donc:

f(x) =2x(2(Inx)2=3Inx + 2).
2.a.f'xX)=4(nx)2+2Inx-2.
2(Inx+ 1)(2Inx-1)=(Inx)2+ 2Inx - 2 donc

f'x)=2(nx+ 1)2Inx-1).

b. et c. Correctif : a la question c, il faut déterminer les valeurs
exactes des extrema locaux de f.

x 0 1 Ve o
e
Inx+1 - (I) + +
2Inx-1 - - (I) +
f'(x) + 0 - (:) +

T~

X 1. lim h(x)=0.
x—0

x>0

lim h(x) = lim x2(1+%—l><ln—x) = o0,

X—>+0 X+ X X

2.a.hx)=2x+2-Inx.

b.h()=2-+=2"1
X X 1
h' est décroissante sur }0 ; 7] et croissante sur [7; + [
¢. Le minimum de h’ sur]0; +[ est h’ 1 =3+1In2;il est

2
strictement positif donc h’(x) > 0 pour tout x de 10 ; +oo[.

3.

x |0 +0

+ 00
h /—v
0
4. Une équation de la tangente a € au point d'abscisse 1 est
y=4x.
1
E. lim X = lim — =+,

x>+ INX x>+ M
X

2.Pourx=105: X ~ 8686 ; pourx=107: —— =~ 620 421;
Inx Inx

pourx=108: X ~5428681.
Inx
Le théoréme semble valide.

1
Ef 1.a. @O'(X)=2x-4xInx-2x2x x= -4xInx.
¢ est décroissante sur [1; +%[.
b.p(e)=1+e2-2e2=1-¢e2
c. Sur [1; €], @ est continue et strictement décroissante et de
plus o(x) € [1 -e2;2].0r0 € [1-e?; 2], donc le corollaire
du théoreme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe un
unique réel a.de [1; ] tel que @(a) =0.
Avec la calculatrice, on obtient: 1,8 <o < 1,9.
d. ¢ est décroissante donc pour x > e, p(x) < 1 -e2.

On en déduit que sur [1; +o[, o est I'unique solution de
I'équation ¢@(x) = 0.

X 1 o +0o0
¢ (x) + 0 -
2.a. l 2) _
X><(1+X ) INXX2X 14 x2—2x2Inx o(x)
f'(x) = > = —— = >
(1+x?) x(1+ x2) x(1+ x2)
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b. f est croissante sur [1; o] et décroissante sur [0 ; +[.

1
c.Pourtoutxde[1;+>[:0< < — et Inx= 0, donc

| 1+x2  x?

nx

osf(x) < =
X Inx X 1 Inx e

d. lim —5 = lim | - x—— | =0doncd’aprés'encadrement
X+ X—+® X X

du c. et le théoréme dit « des gendarmes » : lim f(x) =0.

X+

3 1.a.0n peut conjecturer que l'origine du repeére est un
centre de symétrie de 6.

b. f(x) + () = In (1‘—") +1n (t—x)

1+ x X
1-x 1+x
In(m ﬁ)—In1—0

c. Ce résultat démontre que f est impaire et donc 6, admet
I'origine du repére comme centre de symétrie.

1- . . .
2. limIn (1—)() = - donc %; admet la droite d'équation
x—1 +Xx

x<1

x=1comme asymptote verticale. Par symétrie de ‘6; autour de
I'origine, on en déduit que ‘6; admet aussi la droite d’équation
x =-1comme asymptote verticale.

ox -2
3.a.f'(x) = 7(1+x)(1—x)'

b.

4.Une équation de Testy =-2x.

_2X2
+x)(1-x)
g est décroissante sur]-1; 1[.

5.a.9'x)=fx)+2=

b. g(0) = 0 donc g est positive sur]-1; 0] et négative sur [0; 1[.

c.Sur]-1;0[ 6; estau-dessus de T; sur]0; 1[, 6; est au-dessous
de T et pourx=0,%; et T s'interceptent.

o 11 Ix=2
@1.f(x)_ﬁ—;—T.

X -1 4 +o

f(4)=2-2In2

2. Le minimum de f: 2 - 2In2 est positif donc pour tout x de
11; +9o[ : f(x) > 0, soit ¥x —Inx > 0donc VX > Inx.
Jx _ Inx 1 _ Inx

1 s .
Commex > 1, ;>0,dou 7>T soit W>T ;

Inx
de plus, pourx > 1, -~ = 0.

1
3. lim —
x—+0 VX
Inx

gendarmes », on en déduit que : lim —— =0.
x40 X

=0, avec l'inégalité du 2. et le théoréme dit « des
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m Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 05_TS_exercice134.ggb (GeoGebra).

1.a. Construire un paramétre m et taper dans le champ de saisie :
(f(x)=(xA2-1)/x-m*In(x) }.

b. Dans le cas m compris entre -2 et 2, les fonctions f,, semblent
strictement croissantes et dans les autres cas les fonctions f,,
semblent ne pas étre croissantes.

c. Toutes les courbes €, semblent passer par le point de
coordonnées (1;0).

11
2. lim f,()=-% et lim £,,(0) = lim x(1——2—mﬂ) =4,
x—=0 X

X—>+%© X—>+%© X
x>0
, xx—(x2-1)x1 m _ x2—mx+1
3.a.f'px) = > - —= 5 .
X X X

b.x2-mx+1=0 et A=m?2-4.

Pour-2 <m<2,A<0doncf’,(x) >0surl0;+x[etf,
est croissante ; pourm=2etm=-2,A=0doncf’,(x) = 0 sur
10; +oo[ et f,, est croissante.

X 0 4

(%) +

/ A

fm

-

Sim>2oum<-2,A>0;l'équation x2 - mx+ 1 =0 a deux

) m—Vm?—4 m+vm?—-4
solutions: x; = ) et x;= 3 .
Doncona:
X 0 X, X3 +o
T T
f'n(x) + 0 - 0 +

1 1
+ 0
. / \ /
-0
12-1
4. a.f,(1) = - min1 =0, donc toutes les courbes €,

passent par le point de coordonnées (1 ; 0).
a’-1

a*-1
b. —mIna=b<:)mIna=T—b donc:

m—L 6'2_1—b (Ina =0 puisquea=1)
“Inal a puisq )

c. Ainsi pour tout point de coordonnées (a; b) ol a > 0 et
a# 1, il n'existe qu'une valeur de m telle que 6, passent par
ce point. Ainsi (1; 0) est bien I'unique point commun de toutes
les courbes 6, .

EH 1. lim f(0)=lim (nx—kx2+1)=-c.
x—=0 x—0

x>0 x>0
Inx 1_Inx
2.a. lim —& = lim —x—=0.
X—+% x40 X X

b. lim f ()= lim (XZ(IZ—?—k+lD=—wcark>0.

2
X—+% X—+% X

1—2kx?

3. f’(x)=%—2kx=



X 0 L + o0
2k
"X) + 0 -
,{L)
" / V2K \
fk(L) _ 1—|n(2k).

2k 2
1-1In(2k)

5. >0<:>k<%.

2
Sik> % alors, pour tout xde ]0; +2[, f,(x) < 0; doncI'équation
f(x) = 0 n'a pas de solution.

Sik= % alors I'équation fi(x) = 0 admet une unique solution :
1
iTE
sik < % alors I'équation fi(x) = 0 admet exactement deux
solutions sur 0 ; +°l.

1
6. 6, passent par le point A de coordonnées (1; 5), donc

=1 itk 1=2 -1
f,<(1)—2 soit k+1—2donck—

5
m Partie A
1.p(X) =6x2+4x=2x (3x+2)
X + 00 = %‘ 0 +x
p’(x) + 0 - 0 +
19 +
p / 27 \ /
—00 _‘I

limf (x) = 4+, donc T" admet une asymptote verticale
x—0
x>0

d’équation x=0.
-1

1 3 2_
2.f'(x) = 2x+X—21 =2x _2e+2e-1_ pl)

TX+x T xX+x x+x’
1+
X
3.Commex24+x>0sur]0;+o[:
x |0 o 4+
f'(x) - 0 +

4, o est tel que p(a) = 0 soit 203 + 202 — 1= 0 donc
1 1 1
3 — = T —_ =
20 (1+ OLJ 1 et finalement 1 + o= 30
1 1
_ o2 LI —02—In2 —
flo) = o +In(1+aj— o +In(2a3) 0?2 —In2-3Ina.

5.5ur]0; +9oo[, fadmet un minimum en o qui vaut f(o) donc
pour tout x de ]0; + o[ : f(x) = f(0).

JTee<t 1 2 —o?—In2—
Or 4sa sz,zsasﬁet flo) =02 —In2-3Ina
1 1 1 1
donc Z—In2—3lnﬁ < f(o) =< 5—In2—3|n§
it 1o 3 <floy=< -
soit I In2 + 3 In2 <f(o) < 5 In2 + 3In2
1+2In2 1+4In2
ou encore =< flo) <
4 2 142In2
Finalement pour tout x de ]0; + o[ : f(x) = .
6.
X |- -1 0 o +o©
+© +© +®
fi \ \ /
-0 f(OL)

2.Sur]-o;0[ px) < - 12—9 donc I'équation p(x) = 0 n'a pas de
solution. Sur ]0 ; + [, p est continue et strictement croissante,
de plus p(x) € -1 ; +[ dong, avec le corollaire du théoreme
des valeurs intermédiaires, I'équation p(x) = 0 admet une
unique solution o. Comme p(1) = 3 > 0, on peut affirmer que
0 < o < 1. Finalement sur R I'équation p(x) = 0 admet une
unique solution o..

3. o est tel que p(ar) = 0 soit 2023 + 202 - 1 =10 donc:
2 = i 2—___
o220+ 2) =1 soit o 2o )

1 1 1 1
: . 5
4.Comme0$as1,4s 2((x+1)$25°'t4$°‘ <
1

N| =

sos

N =

et
5.

Sﬁ|

X -

Q
+
8

p(x) - 0 +

Partie B
1. lim f(x) = lim f(x)=+co.

X—>+® X—>-%
lim f(x) = -, donc I admet une asymptote verticale
x—-1
x<=1

d’équation x =-1.

7. Soit la fonction h définie sur | par h(x) = f(x) - g (x), donc :
1
h(x) = In(1+7).
Pour x>0, h(x) > 0etI estau-dessus de 6.
Pour x < -1, h(x) <0etI estau-dessous de €.

8. (pas a I'échelle demandée)

. Prises d'iniliatives

E Etudions pour tout n entier naturel différent de 0, le sighe
de: f(n)=In(n"*N)=In((n+1)")=(n+1)Inn-nln(n+1).
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. . P Inx
Soit g la fonction définie sur]0; + [ parg(x) = ~
g est strictement croissante sur ]0; €] et strictement décroissante
surfe;+ol.

* Pour n supérieur ou égal a 3, on adonc g(n) > g(n + 1), c'est-

« . Inn In(n+1)
a-dire T> i T

. On en déduit que f(n) > 0 pour tout
entier n supérieur ou égal a 3, c'est-a-dire n"+1 > (n + 1)".
*Pourn=0o0un=1oun=2:n"t1<(n+1)".

EEE] 11 faut montrer que pourtout0<a<b:
a+b Ina+Inb
NN
Etudions le signe de:

_(atb) Ina+lnb _ (a+b 1
D—In( 5 )—f—ln( 5 )—5In(a><b)

doncD=In(a;b) ~In(Vab)ora+b-2vab ={a -vb)? donc
a+b-2Jab = 0 soit #—M?Oouencore:
a;b =ab .
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Comme la fonction logarithme népérien est strictement

) a+
croissante sur]0; +[:In| ——

zb) = In(vab) donc D = 0, ce

qui permet de conclure.

E (uy,) est une suite arithmétique de premier terme uy =0 et

de raison —2 donc pour tout entier naturel n: u, =-2n.
i ‘v = In2 — a-2nxIn2 — qln(272") _ 5-2 _1
Il vient : v, = unxIn2 = @-2nxIn2 — @In(2*") = 3 H_E'

oy _1=-x .
mLf(x)—;—]—T donc:

X 0 1 +00
-1

2.a.Six>y>1,alors f(x) < f(y) comme fest décroissante sur

11;+%[ soit Inx-x=<Iny-y donc Inx-Iny<x-y.

b.Si1> x>y >0 alors f(x) = f(y) comme fest croissante
sur]O; 1[ soit Inx-x=Iny-y donc Inx-Iny=x-y.



CHAPITRE

QLe programme

Contenus

Définition de I'intégrale d’une
fonction continue et positive
sur [a ; b] comme aire sous la
courbe.

Notation J': f(x)dx.

Théoréme : si f est une fonction
continue et positive sur [a ; b],
la fonction F définie sur [a ; b]
par F(x) = J: f(2)dt est dériva-

ble sur [a; b] et a pour dérivée f.

Capacités attendues

Commentaires

On s’appuie sur la notion intuitive d’aire rencontrée au
college et sur les propriétés d’additivité et d’invariance par
translation et symétrie.

On peut mener un calcul approché d’aire (parabole,
hyperbole, etc.) pour illustrer cette définition.

Il est intéressant de présenter le principe de la
démonstration du théoréme dans le cas ot f est positive et
croissante.

Primitive d’une fonction
continue sur un intervalle.

Théoréme : toute fonction
continue sur un intervalle

admet des primitives.

« Déterminer des primitives des
fonctions usuelles par lecture
inverse du tableau des dérivées.
« Connaitre et utiliser les
primitives de u’e¥, u’u”"
(n entier relatif, différent de
—1) et, pour u strictement

s ’

positive,

L
ulu

Une primitive F de la fonction continue et positive f étant

connue,ona: b
ja Fx)dx = F(b)— F(a).

1l est intéressant de démontrer ce théoréme dans le cas
d’un intervalle fermé borné, en admettant que la fonction
a un minimum.

On admet le cas général.

On fait observer que certaines fonctions comme
x— exp(-x?) n’ont pas de primitive « explicite ».

Intégrale d’une fonction
continue de signe quelconque.

Linéarité, positivité, relation de
Chasles.

Valeur moyenne.

« Calculer une intégrale.

« Utiliser le calcul intégral pour
déterminer une aire.

« Encadrer une intégrale.

< Pour une fonction monotone
positive, mettre en ceuvre un
algorithme pour déterminer un
encadrement d’une intégrale.

La formule j: f(x)dx = F(b) — F(a), établie pour une
fonction continue et positive, est étendue au cas d’une
fonction continue de signe quelconque.

L’intégration par parties n’est pas un attendu du
programme.

La notion de valeur moyenne est illustrée par des exemples
issus d’autres disciplines.

2 [SPC] Mouvement uniformément accéléré.

2 [SI] Valeur moyenne, valeur efficace dans un transfert
énergétique.

@ Calcul du volume d’un solide.
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( Notre point de vue

Conformément au programme, nous avons introduit I'intégrale d’une fonction continue positive comme l'aire « sous
la courbe ». Pour illustrer cette définition nous avons, dans l'activité 1, proposé une approche de I'aire sous la parabole
par la méthode des rectangles. L'utilisation des fonctionnalités du logiciel GeoGebra est alors trés performante pour
donner une illustration graphique de 'approche de cette aire par cette méthode.

Dans la premiére partie du cours figurent la définition de I'intégrale d’une fonction positive et 'algorithme permettant
d’encadrer cette intégrale en se basant sur la méthode des rectangles ; dans les savoir-faire correspondants nous avons
présenté l'utilisation de la calculatrice pour déterminer une valeur approchée d’une intégrale ainsi que le programme
correspondant a I'algorithme.

La deuxiéme partie du cours est consacrée a la notion de primitive d’une fonction ; conformément au programme
nous avons présenté la démonstration du théoréme dit « théoreme fondamental » dans I’activité 2 en se basant sur des
comparaisons d’aires (les éléves ne connaissent pas encore les propriétés de I'intégrale). Apres avoir fait cette activité,
les éléves devraient comprendre avec plus de facilité le principe de la démonstration du théoréme présentée dans le
cours. Dans ce paragraphe, nous avons également fait la démonstration du théoréme « toute fonction continue admet
des primitives » dans le cas d’un intervalle fermé borné, en admettant que la fonction a un minimum.

Cest dans la troisiéme partie du cours que nous avons proposé la recherche de primitives d’une fonction et les primitives
des formes remarquables ; nous avons placé dans les savoir-faire des recherches trés classiques de primitives en faisant
apparaitre toutes les formes remarquables.

Nous pouvons alors aborder, dans la quatriéme partie du cours, le calcul des intégrales des fonctions positives puis
la généralisation de la notion d’intégrale a des fonctions continues de signe quelconques ; suivent alors le calcul des
intégrales et ses propriétés. Il est a noter que la méthode d’intégration par parties n’est plus au programme ; nous
I'avons cependant présentée en exercice d’approfondissement 153 pour les meilleurs éléves.

La cinquiéme partie du cours permet d’appliquer le calcul d’intégral a des calculs d’aire ou de valeur moyenne. Dans
les exercices 44 et 45 puis dans le TP2, les éléves ont la possibilité de déterminer une valeur approchée d’une intégrale
par différentes méthodes et d’utiliser les TICE.

Les exercices 30, 99 a 102, et le TP1 concernent les suites d’intégrales avec des questions classiques.

Conformément au programme et pour préparer les éléves a certains calculs qu’ils auront a faire dans le chapitre 11
(Lois de probabilité a densité) nous avons proposé un nombre assez important d’exercices ou les fonctions sont définies
par des intégrales (exercices 30, 49 a 54, 150)

Dans la rubrique Approfondissement de 'accompagnement personnalisé, nous avons présenté I'utilisation des calculs
d’intégrales pour déterminer des volumes de solides. Il est & noter que ce calcul n’est plus au programme, et ne concerne
donc que les meilleurs éléves conformément au programme.

Dans les pages Cap vers le bac nous avons placé des sujets récents en cherchant a recouvrir tous les types de sujets
(Roc, Vrai-Faux, Algo) et toutes les parties de ce chapitre.

Les notions abordées dans le chapitre 6

1. Intégrale d’une fonction positive
2. Primitives d’une fonction continue
3. Recherche des primitives

4. Intégrale d’une fonction continue
5. Des applications du calcul intégral

Avanlt de commencer

Le QCM et les exercices proposés dans cette page permettent de faire le point d'une part sur les calculs des dérivées de fonctions
de différentes formes et d'autre part sur les connaissances de base concernant les calculs d'aires.
Voir livre page 424 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.
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Activité 1 Des calculs d'aire

L’objectif de cette activité est de présenter la notion d'intégrale
d’une fonction continue et positive comme une aire « sous une
courbe » ; elle permet également de découvrir la méthode des
rectangles et d’obtenir ainsi une valeur approchée de I'aire sous
la parabole.

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

06_TS_activite1.ggb (GeoGebra).
1.5d,=39d,=2etdA;=1,5.

2. a. Une aire est toujours positive et de plus la surface
considérée a une aire inférieure ou égale a celle du carré OABC;
I'aire est donc comprise entre O et 1.
b.0<4,=<0,5%et05><,<0,5.
€.053<4=<05+0,5donc0,125 < o < 0,625.

3. a. Lorsqu’on augmente le nombre de subdivisions les
rectangles augmentent, la somme des aires rouges et la somme
des aires vertes sont de plus en plus proches. s semble étre
proche de % . ,

b. Les suites données convergent toutes les deux vers 3

Aclivite 2 Une aire variable

Cette activité permet, sur un exemple, de démontrer que la
fonction F définie sur [a; bl par F(x) = j:f(t) dt est dérivable sur
[a; bl et a pour dérivéef. Les éléves pourront alors comprendre plus
facilement le principe de la démonstration du théoréme du cours.
Correctif : f est une fonction continue sur R et non pas continue
et positive sur R.

1. a. Pour x strictement positif, la fonction fest positive et F(x)
est |'aire, en unités d'aire, de la surface comprise entre la courbe
€, I'axe des abscisses, 'axe des ordonnées et la droite verticale
passant par le point de coordonnées (x; 0). Cette aire se calcule
avec la formule de I'aire d’un trapéze pour les éléves qui la
connaissent ou en ajoutant l'aire d'un rectangle et I'aire d'un
triangle; on trouve F(x) = 0,5x2 + 2x.

b.F'(x)=x+2.

2.a. Pour h strictement positif, F(x + h) - F(x) est |'aire, en unités
d‘aire, de la surface hachurée en rouge sur le livre éléve.

b. Aire (MNPS) = h x x2 et aire (MNQR) = h x (x + h)2.
c.hxx2<F(x+h)-Fx) < hx(x+h)?etx2<r(h) < (x+h)
d. La limite de r(h) lorsque h tend vers 0 par valeurs supérieures
est égale ax2.

e.F'(x) =x2

Activite 3 A Ia recherche de fonctlions

Dans cette activité, I'éléve commence par construire un tableau
donnant la dérivée de certaines fonctions de référence. Il va
ensuite effectuer une lecture inverse de ce tableau lui permettant
de découvrir la notion de primitive.

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le

manuel numérique premium :
06_TS_activite3.ggb (GeoGebra).

1.
Fonction F définie sur | par Fonction dérivée F’

F (XLZRXZ F(x) = 2x
F(T::RXS F'(x) = 3x2
F’(lx:EeX F/x) = ex

F Z% Fi)==1
1=10; +0°[
|F=();)o: Ln ;[ Foo=o

2.a. F(x) =x2.

_1.2
b.G(x)—Zx.
3.a.F(x) =x3.

—1,3
b. G(x) 3¢
4,.F(x) =Inx.
5.a.Pourn=0,y=x-1.
b.Pourn=1,y=1x2-1.

our n y=5x2-5
c.Pourn=2,y=%x3—l-
6. F(x) = 1 xn+1 4 kavec k réel.
n+1

Aclivité 4 La téle el les jambes

L’objectif de cette activité est de découvrir la notion de valeur
moyenne d’une fonction et son interprétation graphique dans le
cas d’une fonction positive.

1. La moyenne arithmétique des quatre altitudes est égale a
1275 metres.

2. a. C'est la recherche de l'aire « sous la courbe » qui peut lui
étre utile.

b. Cette aire correspond a l'intégrale de fentre 0 et 150.
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ol . « 1 (150
c. L'altitude moyenne est alors égale a ﬁfo f(x)dx.

3. Pour évaluer I'altitude moyenne, on peut chercher m tel que
la droite d’équation y = m délimite un rectangle qui a la méme
aire que |'aire sous la courbe. On trouve m environ égal a 1288
métres.

Exercices

+1750

11320
11180

POUR DEMARRER

. Par lecture graphique, | = j f(x)dx =6.
EN 1.fx
L 3
2.A|re—j'0 f(x)dx —joxd);. .
3. Par lecture graphique, _[0 f(x)dx :_[0 xdx =4,5.
n Voir livre page 424.
W 1. soit Fdéfinie sur[0; 1] par f(x) =1-x2.
La surface dont on a calculé I'aire est la surface comprise entre
la courbe représentative de la fonction f, 'axe des abscisses

et les droites d'équation x = 0 et x = 1 ; il s'agit de la surface
hachurée ci-dessous :

0 1' X

2. a. Soit g la fonction définie sur [-1; 0] par g(x) = 1 - x2; par
symétrie par rapport a I'axe des ordonnées, la surface située
entre la courbe 6, I'axe des abscisses et les droites d'équation
x=-1etx=0alaméme aire que la surface précédente.

0 _2.
b. On a donc J'_1(1 - x2)dx = 3

E F0=1x2 G0 = 1

A Fx)=7x;6(x) =
EA Fx)=x3-1.

n F(x) = Inx + 2x, G(x)
BN Feo =
EI voir livre page 424

X3€'tH(X) —x2+ x3.

fx“ et H(x) = 7x - 2x“.

=3Inxet H(x) = EXZ —7Inx.

—%,G(x) x——etH(x) —x*2

90

EEN F(x) = sinx - cosx et F(x) =

N 1.F0=e” et Gx) =
2.F)=e* -1etGx)=ex* -1,
Bl Fo=
m F'(x) = eX + xe* = f(x) donc la fonction F est une primitive
de la fonction fsur R.

EEl F'(x) = e3x + 3xe 3 = f(x) donc la fonction F est une
primitive de la fonction fsur R.

m F'(x) =Inx + 1 = f(x) donc la fonction F est une primitive
de la fonction fsur 10 ; +o°[.

KA i=[’2dx=6-2=4J=["2xdx=9-1=8,
K=['xdx=4etl=["3x2dx=8-1=7.
EEX 1.7 =Inx.

21 -
2. J1 7dx-|n2.

- sm (3x).

ex’-—x

% 02+ 1)%et Gi) = In(x2 + 1).

EEX voir livre page 424.
E [ foodx = [ fx)dx+ [*fx)dx = 8.

21 | 1.I:j'_21xdx=%—%=%et_/:_[_213x2dx:9.

2. K=51=75L=4)=36etM=K+L=435.

m I_J‘tndt—m
23 | 1.I:j'1 ex dx:ez—eetJ:f123e3X dx =eb—e3,

2.K=8/=8(e2-e)etl =5)="5eb-5e3,

EZN 1.F00 = InG2 + 7).
_ (1 2x _
2.l=| 4% —dx=In2.

'[°x2+1

B 1.x2-1est positif sur [1; 5].

2. Donc l'intégrale _[f(x2 —1)dx est positive.



m 1.In x est positif sur [1; 2].
2. Donc flzlnx dx est positif.

3. La calculatrice donne la valeur approchée 0,386 a 0,001 pres
par défaut.

B8 1.5ur[-4;2] f(x) est positif donc J':f(x)dx est positif ;
sur [2; 71 f(x) est négatif donc JZf(x)dx est négatif.

2.5ur[1:5],-2 < f(x) <3donc-8 < jff(x)dx <12.

3. [/ f(x)dx = [ f()dx+ []F(x)dx.
Or pour tout x de [2 ; 5], f(x) est compris entre —2 et 0 et pour
tout x de [5; 7] f(x) est compris entre -2 et -1 ; donc

-10=< [Jf(x)dx<-2.

m 1. In est croissante sur [% ; 1]

2. Pourtout tde [% ; 1}, Int est supérieur ou égal a—In2 donc

1 In2
=_HH<.
j;lntdt >

m Voir livre page 424.

m 1.a.P0urtoutxde[n;n+1],Ls 1< 1.
n+1 X n

b. Donc, en intégrant membre a membre entre netn + 1, on
obtient I'encadrement de /,, donné.

2. D'apres le théoréme des gendarmes, la suite (/,) converge
vers 0.

EXN 1. Soit fdéfinie sur R par f(x) = x2 + 1 ; fest positive sur
R donc F(2) est I'aire de la surface comprise entre la courbe
représentative de la fonction f, I'axe des abscisses et les droites
d'équationx=1etx=2.

1,3y, 4.
2.a.F(x) 3x + X 3

b. F'(x) = x2 + 1; la fonction F est strictement croissante sur R.

3. La dérivée de Fest F'(x) = x% + 1 d'apres le cours.

E . y

-1 0

2. a. Lafonction fest négative sur [-2; 0] donc l'aire, en unités
d'aire, est égale a —_[iZX dx =4.

b. L'aire est celle du triangle coloré, soit 4 carreaux donc
4 unités d'aire.

c. L'aire, en cm?, est égale a 4 cm2.

EEN 1. Correctif: lasurface S est comprise entre la courbe 6, I'axe
des abscisses et les droites d’équation x = 0 (et non pas x=-1) et
x = 1 puisque la fonction est définie sur [0, 1.

. ST . s (!
2. a. L'aire en unités d'aire est égale a _[02x2 dx = % .

b. L'aire, en cm?, est égale a % .

(34 B y

2.a. Sur [0; 1], f(x) est supérieur ou égal a g(x) donc l'aire, en
unités d'aire, de la surface donnée est égale a:

[5(F00 = gOxndx = [ xex =1

b. On retrouve ce résultat en déterminant l'aire de deux

triangles.

EX voir livre page 424.

E 1.v=1[/@xdx=4.
2.V= %ijz dx=1.

3.V= %_[jlezx dx = %(e2 —e2),

EZA 1.fest décroissante sur [-1; 11.

y
K L
\
N o 1MX

2.Aire=_[j1e‘xdx=e—e‘1.
10" o= _1 —
3.a.V=5[ edx=5(e-e).

b. La valeur moyenne de fsur [-1; 1] est la hauteur du rectangle

MLKN qui a la méme aire que l'aire de la surface grise.

EXN 1. fest positive sur [1; 3]. ] est égale a I'aire, en unités
d'aire, de la surface hachurée et J est I'aire de la surface grise.
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2. Les aires sont respectivement égales a 6 et 4 unités d'aire.
Avec la calculatrice, on vérifie que I=6 et J=4.

m 1. Lafonction fest positive sur [-1; 1]./est égale a I'aire, en
unités d'aire, de la surface hachurée et J est I'aire de la surface
grise.

2./=2etJ=1,5.

EIN 1. La fonction fest positive sur [-2; 0]. / est égale a l'aire,
en unités d'aire, de la surface hachurée en oblique et J a I'aire
de la surface gris foncé.

an

o
>

2./=4etJ=3.

3. a. K est l'aire, en unités d’aire, de la surface hachurée
horizontalement: K=4

b. /et K sont égales.

4.a=1etb=2;lanouvelleintégrale est égale a I'aire, en unités
d‘aire, de la surface gris clair.

(41 [N \ y /
N

2./ est égale a l'aire, en unités d'aire, de la surface hachurée
horizontalement, donc /= 4,5.

J est égale a l'aire, en unités d'aire, de la surface hachurée
verticalement, donc J=4.

K est égale a l'aire, en unités d'aire, de la surface grise, donc
K=09.

92

m 1.L"aire de la surface bleue, est environ égale a 0,35 unités
d‘aire.

2.Sur[1; 2], I'aire de la surface rouge est comprise entre 0,5 et 1.
Sur [2; 3], I'aire de la surface rouge est comprise entre 0 et 0,5.
Sur [3; 4], I'aire de la surface rouge est comprise entre 0 et 0,4.

3. Les fonctions fet g sont positives et I'aire colorée est égale a
lasomme des deux intégrales donc a % +1In4, soitenviron 1,72.

m Voir livre page 424
m 1. a. La valeur affichée est 3
b. y

cf
olA

c. Le résultat trouvé est la somme de l'aire du triangle OIC et
du trapéze ICBK.

2. a. Cetalgorithme donne une valeur approchée de I'aire sous
la courbe par la méthode des trapézes.

b. Programme :

Prompt a, b, n
(b-a)in—h

a—x

0—u

For (K,0,n-1)
u+h*(x"2+(x+h)"2)12—u
X+h—X

End

Disp u

c. Pour que ce programme fonctionne pour toute fonction
saisie préalablement dans I'éditeur d’équations, on remplace

(%72 ] par [ Y100 Jet [ (x+h)A2 ] par (Y1 (x+h) ).
m 1. Algorithme :

Saisira, b, r

n prend la valeur 1

u prend la valeur (b — a) x f(a)
v prend la valeur (b — a) x f(b)
d prend la valeur v—u
Tantque d >r

n prend la valeur n + 1

h prend la valeur b-a

x prend la valeur a
u prend la valeur 0
v prend la valeur 0
Pour k variantde 0 a n—1
u prend la valeur u + h x f(x)
x prend la valeur x + h
v prend la valeur v + h x f(x)
Fin Pour
d prend la valeur v —u
Fin Tant que
Afficher u, v




2. Programme:

Prompt a, b, r
1-n
(b-a)*ya —»u
(b-a)*b —»v
v-u—d
While d>r
n+1-n
(b-a)in—h
a—x

0—-u

0-v

For (K,0,n-1)
u+h*{x—u
X+h—x
v+h*x v
End

v-u—d

End

Disp u,v

3. Correctif : la précision demandée doit étre de 0,01 et non pas
0,001 sinon la calculatrice met trop longtemps pour afficher le
résultat.

Poura=0,b=1etr=0,01 ontrouve u=0,66etv=0,67.

3 Faux.
A Faux.
X3 vRrAL

m 1. a. F(2) représente l'aire sous la courbe représentative
de lafonction inverse entre les droites d'équation x=1 et x = 2.

b. F(2) < F(3).

2.F=1

3. a. Fest croissante sur [1; +oe[.

b. On justifie ainsi que F(2) < F(3).

EX 1.Frpg=ex

2. Fest croissante sur R.

3. F(0) =0 donc F est négative sur ]-o0; 0] et positive sur [0 ; + .

m 1. La fonction f définie sur [1 ; +oo[ par f(t) = (Int)? est
continue, donc la fonction F est dérivable sur [1; +o°[.

2.a.F'(x) = (Inx)2

b. F est croissante sur [1; +[.

E Voir livre page 424.

EEN 1,600 = F3x) avec F(x) = [ In(e2 + 7).
2.a.G'(x) =3F'(3x) =3In(9x2 + 1).

b. G est croissante sur R.

(54 RWANE

2. Fest décroissante sur ]- ; 4] et croissante sur [4 ; + o[,

2+1

E 1.f7(t =& (tt L) ; fest croissante sur]1; +oo[.

2.a.54(1,5) < A(2).
b. (1) =0.

3. a. Par des considérations d'aires ou en utilisant les propriétés
sur les intégrales, on prouve I'encadrement donné lorsque
h>o0.

b. Lorsque h < 0, on obtient :

Flxo+h)< Axg + hfz— Alxg)
c. A'(xo) = f(x).
E31.Fr=

2. F; telle que Fi(x) = xInx - x + 1 est la primitive de f qui
s‘annuleen x = 1.

EA 1.F () =In(x+1)+1-1=F(x) doncFest une primitive de f.

2. Ftelle que F(x) =
s'annule en x =0.

< f(xp).

Inx+1-1=f(x) donc F est une primitive de f.

(x + 1)In(x + 1) — x est la primitive de f qui

m 1. F'(x) = cosx — cosx + xsinx = f(x) donc F est une
primitive de f.

2. F, telle que F,(x) = sinx — xcosx — & est la primitive de f qui
s‘annule en x=T.

B 1. F'(x) = 3cos x - 3cosxsin?x = 3cosx(1 - sin2x) = f(x) donc

F est une primitive de f.

2. F, telle que F4(x) = 3sinx - sin3x — 2 est la primitive de fqui

s'annule en x = %

(60 R F'(x =f(x).

2.G(x) = (Inx)2

(61 N F(X =—e X4 (- 3)( x—g)e 3x=3xe"3x.

Donc F est une primitive de fsur R.

Ay _1)a-3xyp 4,3
2.G(x)—3( X 3)e +8e2.
B Fi) = (x— 1)ex+4.

I3 F ——x“+2x2 G(x) =x*-3eXet

14,1
H(x)_4x +18 =7x.

[ Fo)=2¢+11Inx, 60 = Llx? - 3%
etHx) = —5x3 —2x 2,

|66 W%
GA Fix

et H(x) = ——(x2 +4)72,

3 Foo=-Je, 60 =

=6ex3,G(x) = lIn(x2 +1) et H(x) = %sin3x

=3In(x2+x+1),Gx) = ;xﬁ

In(eX+1)

et Hx) =4v2x2 +1.
B Foo = 5062 +2x0°, G0 = 302 - 57
etH(x) = 6(x2 +1)73 .

m Voir page 424.
N 1.7
2.G(x)
3.G;(x) =x2Inx—x2 +1.

EZN 1. cos2(x) = (cos(2x) +1).

2. F(x) =sinx + Zsm(ZxH%x +k.

=2xInx +x-x=f(x).

=x2Inx - x2.
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3. F(x) =sinx + lsin(2x) +1x.
4 2
m 1. En réduisant au méme dénominateur, on trouve :

X _
x2+1 =f(x).

X2 —x+3+
2.Fx)=1x3_1y2 Jinix2 +1).
() 35X +3x+2In(x +1)

3. F(0) = 0 donc la primitive de fdont la courbe représentative
passe par le point de coordonnées (0 ; - 1) est G définie par :
G(x) = F(x) -1.

EZX 1. fest continue sur R donc fadmet des primitives sur R.
2. Les primitives F de fsont telles que F' =f; or fest négative sur
R donc les primitives de fsont décroissantes sur R.
m La fonction f doit étre positive sur [-3 ; -1], négative sur
[-1; 3] et positive sur [3; 5] puisque F’ =f, donc la fonction fest
représentée par la courbe @,
EZ 1.1¢noncé est juste puisque F' =f.
2. L'énoncé réciproque est « Si la fonction F est croissante sur
R, alors la fonction f est positive sur R » ; cet énoncé est vrai
puisque F' =f.
m FAUX car F est la dérivée de f.
EZN vRAIcarF' =f.
EEN 1=18;J=9;K=2In3.
EN 1=-3;J=05;K=e-e"".

3. _1 k=1 (ad_al
m I= 8,_/ In2 P In3;K P (e4-el).
m I=In4-In(e-"+3).
Une primitive de ftelle que f(x) = sin?x cos x est F telle que
F(x)= % sin3x doncJ= %
Une primitive de f telle que f(x) =

F(x):%~13x+1 doncK:%-

est F telle que

1
V3x+1

m Voir livre page 425.

m 1. Algorithme :
Saisir A, B
Calculer 'intégrale de fentre A et B
Afficher cette intégrale

2. Programme:

Prompt A, B
intégrFonct(Y1,X,A,B)—I
Disp |

_ 1 _x=Dx+D+1_
A 1.2x T = P = f(x).

2.FX)=x2-x+In(x+1).
3. [ f(x)dx = F(1) - F(0) = In2.

A Faux.
VRAL

m VRAI : une primitive sur [2 ; 3] de la fonction f définie par
1

f(x) = ﬁ est la fonction F définie par F(x) = In(Inx) ; donc :

39 _ _infIn3
[; <L dx =In(in3)=In(In2) = In(103).

90 | 1./=%(e2 —1) etJ=_71(E‘2 —1).
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2.Par|inéaritéK=I+5J=2+%e2—%e*2 .

EXN 1. |7 00 dx + [ Fx)dx = Fb) - Fla) + F(O) - Fib)
dou [ F(x)dx + [ F(x)dx = F(0) - Fla) = | f(x)dlx.
2.-[_21|x|dx=_[_01(—x)dx+-|.§xdx=%+2=2,5.
BN 1./=3In(1+e?)-Jin2et/+J=1.

—1_1 241
2.J 2|n(1+e )+2|n2.

93 | 1.Lafonctioanéﬂniesur[0; %} parF(X):%ln(HZsinx)
est une primitive de la fonction f définie sur [O ; %} par

f(X — __COSX

= , 142sinx>0 [;E}D 1=Lin3.
13 2sinx car sinx sur| 0 > onc 2 n

n
2.I+J:_[2cosxdx:1.
0
_q_1
3.J=1 2|n3.
3 1.a. Pourtoutxde[0; 1], x2 < xdonc e’ =e~x,
b. 0 < xe ¥ < xe~*.
1 1 . T x2q, 1 -1
2. 0= [ xe~rdx=[ xe"dx ;or [ xe “dx=5(1-e7)
doncOsj;xe*des%ﬁ—e*‘).
EX 1. Pourtoutxde[1;2],0<Inx<In2.
2.2 7
2.0<'|'1 X Inxdxs3|n2.

E 1.Pourtoutxde R, 1<+1+cos2x <+2.
Z.RS_[:u(x)dxgﬁn.

EZA 1. énoncé est vrai puisque _[: 0dx =0.

2. L'énoncé de la réciproque est « Si f est telle que
b

_[a f(x)dx = 0, alors la fonction fest nulle sur [a; b] ».

Cet énoncé est faux, la fonction ftelle que f(x) = x sur [-1; 1]

est un contre-exemple.

EZ3 1. Pour tout réel tsupérieurouégala 1, t2<t2+1<2t?

d’ou I'encadrement proposé puisque la fonction racine carré est

croissante sur [0; +9[ et que Vt2 =t pour t réel positif.

2. Lorsque x est strictement positif, x est inférieur a 2x et
2 2

[ Lde< [
x V2t * J2

posé.

m Voir livre page 425.

2 -
dt < _[X X %dt d'ou I'encadrement pro-

m 1. La fonction f, est continue sur R donc la suite (/,) est
définie.

2. Pourtouttde [0; 1], t" = t"+ donc I, = I, donc la suite
(I,) est décroissante.

3.Pourtouttde[0;1]:1=<1+t+t2=<3,doul'encadrement
demandé.

4. La suite (/,,) converge vers 0.

fE 1. a. f'(x) = -xe* donc fest croissante sur ]~ ; 0] et
décroissante sur [0 ; +[.

b. Le maximum de fsur R est égal a 0 donc fest négative sur R.



2.a.9'(x) = (X)

10; +oo[.
b. g est positive sur ]0 ; +°[ car e < 1 pour tout réel x
strictement positif.

donc g’ (x) < 0 donc g est décroissante sur

3.a.Pourtoutxdel[n;n+1],g(n)=gx) =gn+1).
b.gn)=J,=gnh+1).

c. Pour tout entier naturel n,g(n) = J,=g(n+1) = J,,, donc
la suite (J,) est décroissante.

d. g tend vers 0 lorsque x tend vers +« donc, d'aprés le
théoréme des gendarmes, la suite (J,,) converge vers 0.

X VRAI car fest positive sur [-1; 1].
2 FAUX.
105 RY:YN
T 1. y

5

2.a.fest supérieuragsur([1;2]donc s = Lz (x2=x)dx = o

b. L'unité d'aire est égale a 3 cm? donc l'aire est égale a 2,5 cm?2.

I 1.six>1, anrsx2>1>l'

_e3-4
2.4= 3
o 1. y
C
(ﬁf
A B
‘ 5 ! -
2.50,=8.
_32.
3.4 = 3
&42 4
4,—— ==
"3

m 1. a. Les fonctions f et g sont croissantes sur [O ; %} et
décroissantes sur [% ; n}.
b. g est inférieure a fsur [0 ; m].

C. y

1+
Q@f

einx—tal
2. Jo (smx > + 5
égalea4 -nmcm?
m Voir livre page 425.
(EE] VRAL
EE1 FAUX.
&H 1. V:% (e2-ed).
2. La population augmente en moyenne chaque année de
18 082 personnes.

B 1.F(0)=-e2%+ (-
1 (a2_ca-2
2.V= 2 (e2-5e72).

115] V=b+a+3=7f(a)+f(b)-
2

0 1.0= [ vityde = 17800

_ 890 _
2.a.Valmoy = 20-[ v(t)d 3 297.

b. La vitesse moyenne du mobile entre les instants t =0 et t = 20
est environ égale 2297 m+s-.

m Voir livre page 425.

cos(2x))dx =2- th donc l'aire en cm? est

Xx—-1) % (-1)e2=X=f(x).

EE] 1. On obtient I'encadrement en intégrant membre a
membre I'encadrement de f(x) pour x entre a et b.

2. Pourtoutxde[0; 3] — < f(x) < 1donc —0 sV<1.
3.1<V=<410.
E FAUX : elle est égale a

\-h

gw

EXJ FAUX:elle est égale a n2.

m FAUX:elle est égaleae-1.
B2 1=1,5+3In2,J=05 etK:%(e“—U.

EE 1.F () =Inx+1.
2./=2In2.
124] V:ﬁ.
di_x _x*+1+x2 _¢
. x2+1 x(x2+1) )

_141 2,1
2.I_1+2|n(e +1) 2|n2.

m 1. La courbe représentative de fest au-dessus de la courbe
représentative de g sur]-o; 0] et en dessous sur [0 ; +o°[.

2.4 = —e2 e+§— 1(e—1)2~148

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 425 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

(B J=264;K=3045;L=2(3-1);M=4(n5-In2).

138 JEEE
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E Correctif : il faut déterminer l'aire entre les deux courbes et les
droites d’équation x=0 (etnon pas x=-1) etx= 1, sinon on trouve
A=T-e-e'+ % (e=2 + e?) qui est un résultat trop compliqué
pour une page d’accompagnement personnalisé.

On obtient o = 7e2 —e+l.

2
P Calculs de volumes
>S(2)=mr?2 et z2+r2=R? donc S(z) =mw(R2-Zz2).
dYv= j:nrz dz= f:n(R2 —-2z2)dz= %TERs.
> On retrouve la formule du volume d’une sphére de rayon
.4 p3
R: 3 TR3.
m 1. La section est un cercle de rayon R ; son aire est égale
amR2.
2.V =mnR2h.
- _Z).
1= R(1 |
ire=nr2=nR2(1-Z\ =nR2(1-27+-L 2
2. Aire=mr?=nR ( h) TR (1 hz+hzz )
3.V= f nR?2 (1 - FZ+ h—zzz)dz = —nth
71 1. a. Aire = n(f(x)2.
b
b.V= [ m(f(x)) dx.

_n2,
2.V= >

(a2 _a-2
3.V—2(e e2).

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Etude d'une suite d'intégrales

Dans ce TP, les éleves vont démontrer a I'aide d'intégrales que la
n
. . _ 1
suite de terme général u,, = ZZ)F converge vers e.

Ce TP pourra étre fait en deux parties : I'une en classe et I'autre en
travail de rédaction a la maison.
Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :06_TS_TP1.ggb (GeoGebra),
06_TS_TP1.xlsx (Excel 2007), 06_TS_TP1.xls (Excel 2003) et
06_TS_TP1.0ds (OpenOffice).

A. Premiers calculs et conjectures
On peut conjecturer que la suite (u,) converge vers e.

B. Construction et conjectures
1. a. Construire un curseur k puis saisir I'expression de la
fonction f, dans le champ de saisie.

b. On peut conjecturer que la courbe représentative de la
fonction f,, ; est en dessous de la courbe représentative de
la fonction f;.

2. Correctif : on affiche une valeur approchée des cinqg premiers
termes de la suite.
La suite (/) semble décroissante et converger vers 0.

3. a,semble étre egala 7l

96

C. Propriétés des fonctions f;,
1. fy est décroissante sur [0; 1] et f; est croissante sur [0; 1].

2.7, (0)=0etf(1)= 1 pour tout k non nul.

kl
1

3-fk(X)—fk (X)_W

a k, on obtient I'inégalité donnée.

4.100 = erx - Xlerx — ()~ f(x).

5. fk’(x):ﬁé X(1

santes sur [0; 1] pour tout k non nul.

(— - 1)e1 - x, Puisque x est inférieur

k) donc les fonctions f; sont crois-

D. Etude de la suite (/)

1.ly=e-

2. D'apres la question C. 3. et en intégrant membre a membre
I'égalité pour x entre 0 et 1, on prouve que la suite (/) est
décroissante.

3. a. Les fonctions f, sont positives sur [0; 1]1donc/, = 0; de plus
pour tout x de [0; 1] et tout entier k non nul fi (x) < %fo(x) et
on obtient alors I'inégalité donnée.

b. La suite (/) converge vers 0 d'aprés le théoreme des
gendarmes.

E. Détermination de la limite de la suite (u,,)

1 [0f (0dx = £, ()£, (0) = (1) et
1 . . T,
_[O(fk_1( )_fk(x))dx: /k_1 _/k ; on obtient alors I'égalité
donnée.

PR ! _ 1 .
2.D'apréslaquestion 1. Lo=1- [CFSH eton démontre alors

par récurrence que u, = e - I, pour tout entier naturel n.

3. La suite (u,) converge vers e.

4. Dés u,,, on trouve la méme valeur approchée que celle de
la calculatrice : 2,718281828.

TP 2 Valeurs approcheées d’'une integrale

L'objectif de ce TP est de présenter deux nouvelles méthodes
pour déterminer une valeur approchée d’une intégrale. On
pourra comparer ces méthodes a l'aide du logiciel GeoGebra car
il permet de construire les trapézes mais aussi de calculer une valeur
approchée de sommes.

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium : 06_TS_TP2.ggb (GeoGebra).

A. Méthode des trapézes

1.L'intégrale de fentre 0 et 1 est égale a l'aire, en unités d'aire,
de la surface comprise entre la courbe représentative de f, I'axe
des abscisses et les droites d'équation x=0etx=1.

2. Aire(OAIH) = 1,8 et Aire(HIBK) = 1,3 donc une valeur
approchée de l'intégrale de fentre O et 1 est égale a 3,1.

3. a. b. Aprés avoir construit un curseur n, il faut entrer
[SommeTrapézeSIfloﬂln] ] dans le champ de saisie pour
faire afficher les trapézes et la somme des aires de ces trapézes.

c. A partir de n = 4 trapézes, |'aire de la somme des trapézes est
environ égale a 3,13. Il faut attendre n = 9 pour que la valeur
approchée affichée soit environ égale a 3,14.



d. Correctif : Il faut déterminer le nombre minimal de rectangles
inférieurs.

Il faut entrer [Sommelnférieure[f,0,1,n]] dans le champ de
saisie pour faire afficher les rectangles inférieurs et la somme
des aires de ces rectangles inférieurs. A partir de n = 83
rectangles, l'aire de la somme des rectangles est environ égale
a 3,13. Il faut attendre n = 478 pour que la valeur approchée
affichée soit égale a 3,14.

4. a. Le trapéze construit sur la base [x, ; X,..1] a pour hauteur

%, sa petite base a pour longueur f(%) et sa grande base a

pour longueur f(ﬁ) d’ou la formule donnée en sommant l'aire
n
des n trapézes.

b. Dans la somme précédente, seuls les termes f(0) et f(n) se
retrouvent une seule fois d’oli la deuxiéme formule donnée.

n-1
c. Pour calculer Zf(%) il faut entrer
k=1

[ Somme[Séquence(f(k/n),1,n-1)] ] dans le champ de
saisie ; dans le fichier GeoGebra on a renommé ce nombre en

I'appelant interm (pour intermédiaire).

De méme, il faut entrer | (f(0)+f(1))/2 Jdans le champ de saisie

(on I'arenommé demi pour demi-somme dans le fichier), puis

il reste a entrer [ (demi+interm)/n | dans le champ de saisie

pour faire afficher T.
On obtient : T= 3,142 pour n = 100.

B. Méthode de Simpson
1. En utilisant I'affichage donné par le logiciel de calcul formel,
on obtient la formule :

J:g(x)dx =b g a(g(a)+ 4g(a;b)+g(b)).

2.a. I;f(x)dx :j;g(x)dx et

o= Yoo (3] 0] -2412052

donc [ f(x)dx = 3,13.

b. On remarque qu'il fallait au moins 83 rectangles pour obtenir
cette valeur approchée, qu’on obtient ici avec un simple
partage de l'intervalle [0 ; 1] en deux intervalles.

3.a. Sur chaque intervalle [x;; X, 1] I'aire sous la courbe 6, peut
étre approchée par l'aire sous la parabole passant par les trois
points donnés dans I'énoncé. Or cette aire est égale a:

e X, —X X, +x
X: g(x)dx=7’<”6 k(g(xk)+4g(—k 2“1)+g(xk+1)j

Xkt _1 Xt X
. g(x)dxfa(f(xk)+4f(f +f(x, )|
On obtient alors la formule donnée en utilisant la relation de

Chasles et les n égalités précédentes.
b. On entre dans le champ de saisie :

‘ Somme[Séquence[f(k/n)+4f(k/(2n)+(k+1)/(2n))

+f((k+1)/n),k,0,n-1]1/(6n)
On place le curseur sur 10 afin d'obtenir une valeur approchée
de Spourn=10.
On obtient : S= 3,142 alors que T= 3,14 et R= 3,04.

On pourra expliquer aux éléves que des techniques mathématiques
qu'ils apprendront plus tard permettent de démontrer que cette
intégrale est exactement égale a .

CAP VERS LE BAC

Sujet A

Partie A
Voir cours page 172.

Partie B
1.a. lim f;(x) =+o.
X+
b. f; est croissante sur [0 ; + .

c. f; (0) = 0 donc f; est positive.

2. a. On vérifie que F'(x) = f;(x).

b.l,=2In2-1.

3.a.5ur[0;1,0<x"<1doncO0<In(1+x")<In2.

En intégrant membre a membre entre 0 et 1, on obtient :
0</,<In2.

b. La suite (/,,) est décroissante.

c. De plus, la suite (/,) est minorée par 0 donc elle est

convergente.

4.a.9'(x)= ﬁ < 0 donc g est décroissante sur [0 ; +22[.

b. g(0) = 0 donc g est négative sur [0 ; +oo[.

c. Pour tout x positif, In(1 + x) < x d'apres la question précédente

doncIn(1 + x™) < x" pour tout x positif.

do</< # donc la suite (I,) converge vers 0.

Sujel B

; ~lim (=X x) - - _X.
1.a. Xlﬂlf(x) XIme( 2Xe 0 avec X )
La droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe €.
b.f'(x) = %(1— %x)e_)z( ; fest croissante sur [0 ; 2] et décrois-
sante sur [2 ; +oo[.
2. a.fest positive donc F est croissante sur R.
b. Par définition F est la primitive de f qui s'annule en 0 ; or
G'(X)=f(x) et G(0)=0doncG=F.
c. limF(x)=limG(x)=1.

X+ X+

d. D'apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I'équation F(x) = 0,5 admet une unique solution dans [0 ; +o].
Par la méthode du balayage, la valeur approchée par excés a
102 prés de o est 3,35.
3. Puisque fest positive sur [0 ; +0oo[ :

oA, = jo”f(x)dx =G(n)-G0)=1-¢e2—
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Algorithme :

n prend la valeur 0

A prend la valeur 0

Tant que A < 0,99
nprendlavaleurn+1 ,
Aprend lavaleur1—e 2 — ge 2

Fin Tant que

Afficher n

Sujet C

1. VRAL
2. FAUX: I'intégrale donnée est égale a —In(In 2).
3.VRAI car F'(x) = ———— > 0.

X4+ x+1

Sujet D

1.a.F(x) =4In(e*+ 7).

b. La valeur moyenne m est égale a in7 4 (In14-1n8).
2. f,(0) = 0,5 pour tout n, donc le point A appartient a toutes

les courbes.

3.a.L'abscisse de I'unique point d'intersection de la courbe €,,
et de la droite d'équationy =2 est x=—_ In7,
b. Cette intégrale représente l'aire, en unités d'aire, de la surface

située entre la courbe €, 'axe des abscisses, et les droites
. . In7
d'équationx=0etx=—-
n

4.un=%(ln14—ln8)=

Sujet E

1-In(x+3)
(x +3)2

b. lim f(x)=0

X—+%

l.a.f'(x)=

c. f’(x) < 0 car x + 3 > e pour tout x positif ; f est donc
décroissante sur [0 ; +o°[.

2. a. Puisque fest décroissante, pour tout xde [n;n+1]:
f(n+1)<fx) <f(n).

b. En intégrant membre a membre les inégalités précédentes
pour x entre netn + 1, on trouve :
f(n+ 1)< u,<f(n).

c. D'aprés le théoreme des gendarmes, lim u, =0.
3.a.F'(x) =2f(x). e

b.l,= % [(In(n +3))2- (In3)2].

4. a.D'aprés la relation de Chasles : S, = /,,.

b. La suite (S,,) diverge vers +x.

28 |
143 JUES
A surn ; €], Inx est inférieur a 1 donc (Inx)"*' < (Inx)"; en
intégrant on trouve /. </,.

m f est positive sur [0 ; 1], donc l'aire, en unités d'aire de la
surface considérée est égale a _[ 4X dx =2In2.

98

1.

A F'(x) =3x2Inxet jff(x) 3

A 1.1=in(3) etr+J= [Ixdx=3.

21 3-3u(3)

—2a3
dx—3e +

POUR ALLER PLUS LOIN

m 1.f(x)=-e*:f'(0)=-1et f(0) =1, dol une équation
de latangente a la courbe au point d’abscisse O esty =-x+1;
cette tangente est la droite A.

2.a.h(x)=e*+x-Tdonch’(x)=-e>+1.

b. h est décroissante sur ]-; 0] et croissante sur [0 ; +[.
3. h est positive sur R donc la courbe 6, est au-dessus de A.
4.a. _[;h(x)dx = %— e 1.

b.A= [f(x)
ZX Partie A

1.%+t_2=%>05ur[1;+w[.
3.
2

_1_1_g-a
dx y=7-e"

2. _ - 2
j t)dt = 2x +2X—

X

3. _|.1X(27t)d _[%dt d'ou —%x2+2x—§<lnx.

Partie B

_1,2 _ i) _
1.L ( 2 X +2x 3 dx=0.
2.0n a l'égalité de deux aires.
3.a.f(x)=Inx.
b. 4 =8In2-3.

E 1.a.fest croissante sur]-o; 0] et décroissante sur [0 ; +o°[.
b. Le maximum de fest 1.
C.

2. a. F(x) est une aire.

b. F est croissante sur R.

c. Dans I'éditeur de fonctions on saisit I'expression
{ intégrFonct(e/(-xA2/2),x,0,x) ]et on obtient la table de

valeurs :

s s e Lt Lo e ey g
PaPa Pt P e Ptk
LALALALA | LA aevn Caman
LRI L ) Ry AT
[ DT (e

i::l'\ulmm;wml-i

-
=

w="7

«/ﬁ

d. Les valeurs approchées précédentes sont proches de =5~



E 1.a.fest décroissante sur]-o0; 0] et croissante sur [0 ; +o°[.
b.

a

2.5 =82=¢e".
(a) 5
3. Enfactorisant ou en développant, on obtient I'égalité donnée.

a.1= (0P dx=5(2)= #

E1 _[nﬂ Tax=—"1_=1-_1 _.

n+1l n nn+1) n

2.a. S, _Zj"” =_[1"+1%dx d’aprés la relation de
Chasles.
b. 5, = =h+1=105

c. S, converge vers 1.

E=] partie A
[PF(x)dx = f(b)~f(a).

Partie B
1. a. La fonction uv est dérivable sur | comme produit de

fonctions dérivables sur | et (uv)’' = u’v + uv’.
b.uv' = (uv) - u'v(1).

2. a. Les fonctions données sont continues sur | comme somme
ou produit de fonctions continues sur R.

b. En intégrant les deux membres de I'égalité (1), on obtient
I'égalité donnée.
3.a.u'(x) =Tetv(x)=eX
b. L'intégrale I;ex dx apparait.
1 1
. J'Oxexdx=e—j0exdx=1.
Partie C
1. l——e +— J=-2etK=1.
T
2.L—e—2,M—752—4etN—(1)—e

2
B 1.s0p=In2=o,.

2.a.C'est I'aire comprise entre la courbe, 'axe des abscisses et
les droites d'équationx=0,5etx=1.

b. Cette intégrale est égale a In 2.
3. a. Les trois intégrales valent In 2.
b. On peut faire la conjecture que, pour tout entier n, I, =In2.

=In@"*N)-In2") =1In2.

@ 1.u;=In2.
bid n+1
2.a.J3sin"xcosxdx:L(£) .
0 n+1\ 2
B 1 En+1
by, -, == (3

_1(BY - 3 _3_1m.3
3(2)— douu, =y, In2 3

inh+1 in" x
3.a. 8IN7"1x_ sin"x _ sin” X’smx—1)<0donc la suite (u,,)
COSX  COSX  COSX

est décroissante.

C.U3—U1=

b. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle est

convergente.
4. a. Pour tout x de [0 ; %}0 < sinxs% ;org €10;1[
donc Kz%.

b. On obtient 'encadrement donné en utilisant les propriétés
de l'intégrale, le réel K et le fait que sur [0 ; %} % <cosx=<1.
c. La suite (u,,) converge vers 0.

156 KR Graphiquement | =J = 0, ce qui se Vvérifie par le calcul
des deux intégrales.

2. a.G(x) = F(x) - F(-x).

b.G'(x) =f(x) + f(-x) =0

c. G est une fonction constante et G(0) =

0 donc G(x) = 0 pour

tout réel x.
B 1.a.f'(x) = .
cos?(x)
_f(m)_ _
b./_f(4) £(0)=1.

cos*x+3sin?xcos?x __ 3 2
cosb x cos*x cos?x

2.a.9'(x)=

b. En intégrant cette égalité entre 0 et % ,on obtient :

g(%)—g(o)=3J—2ld’of12=3J—2l.
_4
c.J= 3"

El 1.0
2 [2(gU0))2 dx +2t [ F(x)g(x) dx + [(F(x)2 dx.

est égal au polynome :

De plus, h(t) est positif pour tout réel t.

2. En écrivant que le discriminant du polynéme précédent est
négatif ou nul, on obtient I'inégalité proposée.

E 1.u2:—

2. a. Pour x compris entre

2 1
3In3+3ln2.

k o k+1
n

1 _
5In2 etu, =—

, on a Inx compris entre
In(’r;) et In(k +1) On obtient alors I'encadrement donné en
intégrant membre a membre entre % et %

b. Correctif : Il faut sommer membre a membre les n - 1
encadrements (et non pas n).

Zgln(n) j Inxdx<21ln( " )donc
2’:,% (—)sj.%lnxdx sé%ln(%) donc
u, < [1Inxdx <u, _Fln(n)
3.a.F'(x)=Inx.

b.—1+1l<y,<-1+14100.
n n n n

4. La suite (u,) converge vers — 1.
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m 1. Soit g définie sur [0 ; +o°[ par:
- __t .
gt)=In(1+1) T+1
g est dérivable et g’(t) = a L _ . Donc g est croissante sur
+

t)?
[0; 4o et puisque g(0) = 0, on en déduit que g est positive sur
[0; +0oo[. Donc on obtient I'inégalité donnée pour tout t > 0.

1

2.a.f(x)=—e *In(1+e*)+ =—eXg(eX).
1+eX
b. fest décroissante sur R.
c. lim f(x)= lim N0+e%) _q
X—+% X+ ex
lim f(x) = lim N0+€) _ i, InA+X) _ o
X—-% X—-0 eX X—0

La courbe €;admet deux asymptotes d'équationy=0ety=1.

3.a.f(x)=-f(x) + —— donc f(x) = —1
X X
demandée. T+e T+e

b. Fix) =x - f(x) - In(1 + eX).
4. /=F(1)-F0)=1+2In2-(1+e MIn(1 +e).

-f’(x), d'ou I'égalité

. Prises d'iniliatives

m En dérivant les deux membres, on obtient f(x) = % .

En remplacant x par a dans I'égalité donnée, on obtient 2Ina=0
donca=1.

{21 L'éleve ayant appris dans I'exercice [JEE] a intégrer par

parties, il pourra trouver I, = ﬁin)cos(nn) - % .

orl=r < Mcos(nn) < n_—1’ donc la suite (/,) converge
n n n

vers 0.
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E La surface cherchée est comprise entre les deux courbes
dessinées ci-aprés ; son aire est égale par symétrie a 4 fois celle
hachurée.

Aire:“xﬁ%’(”“—xzdx:j;2x><x/4—x2dx
372
donc Aire:[—l(4_X2)§] _16.
3 o 3

I on découpe le quadrilatére curviligne en deux triangles
curvilignes ABC et ACD avec A(1; 1), B (% ; w/f) C(1;2) et
D(«/E ; \E)

0 1 X
1
Aire (ABQ) = [ - (2x = Hdx = 1 — Lin2.
fg( x) 2 2

V2
Aire (ACD) = _[12 (%—x)dx = Inz—%, donc l'aire du quadri-

latere curviligne est égale a %Inz.



CHAPITRE

y Agles

QLe programme

NOMDIESKOMP1EXES

Contenus

Forme algébrique, conjugué.
Somme, produit, quotient.
Equation du second degré a
coefficients réels.
Représentation géomé-
trique.

Affixe d’un point, d’un
vecteur.

Forme trigonométrique :

- module et argument,
interprétation géométrique
dans un repére orthonormé
direct ;

- notation exponentielle.

Capacités attendues

« Effectuer des calculs algébriques avec
des nombres complexes.

« Résoudre dans C une équation du
second degré a coefficients réels.

« Représenter un nombre complexe
par un point ou un vecteur.

« Déterminer laffixe d’un point ou
d’un vecteur.

« Passer de la forme algébrique
a la forme trigonométrique et
inversement.

« Connaitre et utiliser la relation
zz =z

« Effectuer des opérations sur les
nombres complexes écrits sous
différentes formes.

Commentaires

On introduit dans ce chapitre des éléments lui donnant une
dimension historique.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; U, V).

La notation exponentielle est introduite aprés avoir montré
que la fonction 6 — cos 0 + i sin 0 vérifie la méme relation
fonctionnelle que la fonction exponentielle.

Les nombres complexes permettent de mémoriser les
formules trigonométriques d’addition et de duplication
vues en Premiere.

@ [SI] Analyse fréquentielle d’'un systeme.

Nofre poinf de vue

Conformément a I'esprit du programme, les nombres complexes sont vus comme constituant un nouvel ensemble
de nombres (activité 1) avec ses opérations propres. Le point de vue historique est abordé dans les activités 1
et 3 ainsi que dans I'approfondissement de la partie Accompagnement personnalisé. L’activité 4 permet d’introduire
une autre fagon de repérer un point et d’aborder ainsi les notions de module et d’argument. Une partie de ce chapitre
aborde également I'exploitation géométrique des nombres complexes.

Les notions abordées dans le chapitre 7

1. Forme algébrique d’'un nombre complexe
3. Affixe, module et argument
5. Notation exponentielle et applications

2. Conjugué et équations du second degré
4. Forme trigonomeétrique et propriétés sur module et argument

GAvanr de commencer

Voir livre page 425 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.
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() Activites

Activité 1 Exltensions des ensembles
de nombres

L'objectif de cette activité est, a travers la résolution d’équations
successives, d'introduire un nouvel ensemble tout en rappelant les
ensembles déja connus par les éléves.

1.a. Pas de solution dans N ; dans Z : S = {- 5}.
b.DansN:S={3};dans Z:5={3;-3}
2.a.Pas desolutiondans Z ;dans Q: S = {l}

2
b.DansZ:Sz@;dans@:Sz{—%;%}»

3.a. Pas de solution dans @ ; dans R: S = {—+2;42}.
b.A=(1+3v3)2-4x33=1-6v3+27=(1-3V3)2
X =~/§etx2=%-
Dans@:S:{%};dansR:S:{%;«E}«

4. a. Pas de solution dans R.
b.x4-4=0=(x2-2)(x2+2)=0.

Dans R, x*-4=0&x2-2=0donc S ={-2;+2}.
c. Correctif : il se peut que dans certains manuels il soit indiqué
l'équation x2 -4 =0, il faut lirex*-4=0.
x2=-1:5S={-i;i.

x2=-2:5={=2i;2i}.
x4-4=0:5={-2;42;-iW2;iv2}.
x-2)2=-1:S={2-i;2+1i}.

Aclivité 2 Inverse d'un nombre

complexe non nul
Dans cette activité trés courte, I'éléve aura la possibilité de
découvrir par lui-méme la méthode pour écrire sous forme
algébrique l'inverse d’'un nombre complexe non nul.
1.a.(3-2i)(3+2i)=9+4=13:le nombre obtenu est un réel.

1 _3+2i_3 2.
b.z=s5i=53 =13t 13"

2.a.(-4+5i)(-4-5))=16+25=41.

_ 1 _-4-5_ 4 5.
bz= s =4~ A
3.a.(a+ib)(a-ib) =a?+ b2
b 1 a—ib

"a+ib  a?+b2
Aclivitée 3 Un probleme de Cardan

Cette activité, outre son aspect historique, permet de résoudre
dans C certaines équations du second degré et de découvrir la
notion de conjugué.
1. a. Soit u et v deux nombres qui ont pour somme 2 et pour
u+v=2
uv=>5
u+v=2 v=2-u v=2-u
{uv:S <:>{u(2—u)=5<:>{u2—2u+5:0
b.(z2-1)+4=22-2z+144=22-2z+5.
€.z2-2z+45 =(z-1)2+4=(z-1)2 - (2i)?
=(z-1-2i)(z-1+2i).
22-27+5=0<z=1+4+2iouz=1-2i

produit 5. Alors : {
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On remarque que les solutions sont complexes conjuguées.
2. a. Soit u et v deux nombres qui ont pour somme 8 et pour
u+v=_8

uv =41

{u+v:8@{v:8—u @{V:S—u

uv=41 u(8—u)=41 u?—-8u+41=0
b.z2-8z+41=(z-4)2+ 25.
€.z2-82+41=(z-4+5i)(z-4-5i).

d.S={4-5i;4+5i.

3. a. Soit u et v deux nombres qui ont pour somme 4 et pour

u+v=4
uv=>5

produit 41. Alors : {

produit 5. Alors :{

b.z22-4z+5=0.
€.22-42+5=0(z-22+1=0=(z-2-i)(z-2+i)=0.
S={2-i;2+i}.
d.2-i+2+i=4et(2-)2+i)=4-i2=5.

Aclivité 4 Vers un aulre repéerage

Dans cette activité, I'éléve va découvrir qu’un point peut étre
repéré dans un repére orthonormé direct par la connaissance de
sa distance par rapport a l'origine O et par une mesure de I'angle
(OF 6[\). Elle peut permettre d'introduire la notion de module et
d’argument d’un complexe.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 07_TS_activite 4.ggb (GeoGebra).
l.a.zp=1+i;z3=-1+ietzc=-1i.
b.A(1;1),B(-1;1)etC(0;-1).

c.OA=+2,0B=+2etOC=1.

d.(d;0A) =2 ; i; 0B) = 3F et i; 00) = - L.

e. Un seul point P vérifiant les conditions : c’est le point A.
2.a. B D A

7'y

<l

F C
b.zp=i,zg=-1etz=-1-i.

Aclivité 5 Vers |a forme trigonomeétrique

Cette activité trés courte permet d'introduire la notion de forme
trigonométrique d’'un nombre complexe non nul.

T.a. |zl = 8 +(-4) =442,

b. Re(2) _ 2 ot IM(2) _ 2

42l 2

c.0=-

ENE]

2.argz==0.



G Exercices

POUR DEMARRER

EW Re(-4)=-4etim(-4) =

Re(3+2i)=3etim(3+2i)=2.
Re(-1+i)=-1Tetim(-1+i)=1.

Re(7i)=0etIm(7i)=7.

EN Lesnombres complexes écrits sous forme algébrique sont
5et-3+4i.

BN 2, =7-2i;2,=3+i;2;=-4-8i.

BN 2, =2+3i;2,=10-4i;z;=12-4i.

R voir livre page 425.

_____ 3. 8,6,
K - 25 25'1%2% 750 25'23 25+ 25"
n21=—5,zz——3| z3=3-5i;
Z‘=_2| 8 ZS 3+2|

KNz, =-io- 2|),zz—1—3i(1 +i);
Z=(1+)(3-110);Z==2L;

4+i’
Z75_3“-5“26 _§+|3I
EN1.z=2-2i
2.z=1+i.
3.z=1.
m 1.z=2—3iouz=%i.
2.z=3o0uz=i.

m Voir livre page 425.
EEN 2, =z55=2+i;25=1+3i;2c=-2i;zp=-2+2i;2=3;
Zg=-1+42iizg=3+2i;z;=1-Ii

13 | y
C
A
B Ee TV
Oof — X
u
D
y
~
| w, w,
— VA
w, —
d W3 _—
< of = -

m Voir livre page 425.

m |zal =2 = |z¢| ; 25| = 2,5 |zc| = 3 = |z¢] ; |zp| = 1 = |z¢] -

KA |2, =13 |z, =542 ;23] = 3; |z4| =

sz=|z|2=9.

EEN zz=)z2=25.

EN 0A=+13;0B=5.

EXN AB=16-2i|=2410;AC=13-4i|=5

BC=[-3-2i|=+13

22 |

A|(B|[C|[D|E|F|G|H|K|L|M|N

3n|_n|m (3| & |z 3n|_m| 3n| x

4| 44| 4|82 Tl 2| 2| 4| 4

23 |

A|lB|c|D|E G|H|K|L|[M|N

o | &2 |Z|2r| . |-2R|_Z|_Z| T | T | 5 5m
3163 313, 613|266

1.%—%=4n:oui.

2._55TTE Z—-18n- 237‘:n0n-

3.%—(—€)=26ﬂ:oui.

EXA Les formes trigonométriques sont celles de z, et z,.
EXA voir livre page 425.

27 RIPE 6(cos(—%)+isin(—%))-
2.z=3-342i

'|Zz|=2?|zs|=‘/§

2arg(z1)— ;arg(zy) =m;arg(z3) =

ENE]

3.z= cosE+isin£-
! 2 2

z,=2(cosm+isinm).

= T icinT).
Z3 «/f(cos4+|sm4)

Ea |z12,| =8 A-112

2|z
|22/ =16; 1211 =2; -2, =
m Voir livre page 425.

EN 2,2, =33; |2 =3; |2 B,
z z 3

2,5 =243; 12,2 =3; 1211 =3; |-z, =3

_I. L\_m.
4,arg(z1) g

=2;]z5=32;

arg (z;z,) = 3—7‘; arg (ﬂ)z

arg (z;%) = —T,arg(zz) n;arg(Z)=—%
)= _T.

arg (-z,) = -2

ma.—L

b. -i.

_1.3

C. 2+I 5 .

d.—¥3_1;
2 2
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c. e,

E a. ‘e3‘—1 etarg(e )

b.le ¥/ =1 et arg (%)= —?“.

WA

Z1=- 1;Zy=- +31;23= 1;Z4=7—
36 | 13 -25i 11+3i;2,=10-12i i
Zz1=-5+12i;z,=15-8i;2z3=34;z,=2 -2iV3.
m15122158334422'~/§
mz1 | ;Z;=-40+20i;z3=5-10i;
z4—~/—(—2«/——3)+3+i(3«/— V2)-
mz1=—%i;zz l+f|,z3—3;{——ii;z4=L+ii.

%i.

3. |4n+1_| |4n+2:_1 jan+3 = _j.

£ 22422 1—12| 122-2,2=9-12i.

45 | A 3, 2-z
Z

13 7__1_5'1—z2
mz—2x+|(5+5x).
miz:—y+ix.

X3 voir livre page 425.
49 4™ 2x 2y
x2+y? x2+y?

mz x—1 —i y

(x=102+y2 (x=12+y2
X Hyly=0 o x
Bl z- X2+ (y-1)? * X2 +(y—-1?
52 _x2+5x+y2—y+6+ X-y+3
TOx 2P+ (- (x+2P+(y -2
X=x+(y-2)(y+1) ,. 3x+y-2
B z- X2 +(y—2)? +'x2+(y—2)2'

x=1
3x=3
E3 {2x+2y:—1<:>{y=—3

2x+2y=y x=2
7

E{ x=3y= 2x+y+2 __4
7

EA 1.2=0x+2) +i(=3x+2).
2.a.zréel & -3x+2= O@X—%
b.zimaginaire pur ©2x+2=0x=-1.

104

_(x=1+iy+1) ]
Bl 1.a.2= 5y

I:’Z_x2—4x+y2+3y+5
T (x=32+(y+2)72

i -x—=2y—1
(x=32+(y+2?"

-x—-2y-1=0
(x)fy) :/(3._2) . C'est une droite d'équation

X+ 2y + 1 =0 privée du point de coordonnées (3 ; - 2).

X2 =2x+y?-y
(58 RV pe T
X+2y—-2=0
(x;y)=(0;1)
C’est une droite d’équation x + 2y — 2 = 0 privée du point
de coordonnées (0; 1).

2. Z réel (:»{

i X+2y-2
x2+(y—1)?

2.a.Zréel <:>{

X2 -2x+y?-y=0
b. Zimaginaire ur<:>{
9 P (x;y)=(0;1)
2 (1Y =5
1Py =3) =5
(x;y)#(0;1)

C'est un cercle de centre le point de coordonnées (1%) de

Zimaginaire pur & {

rayon JE et privé du point de coordonnées (0; 1).

X2 +2x+y2+10y +18 4(x—y—4)
Bl 1.2- (x 1)2y+(y+§) '(x—1)2+y(y+3)2'
2. a. Droite d’équation x - y - 4 = 0 privée du point (1; -3).
b. (x+ 1)+ (y+ 5)2=8: cercle de centre le point de coordonnées
(-1;-5), derayon 242, privé du point de coordonnées (1 ; -3).
Z0 soitaetbdeux réels:

=ibsa-ib=0sa=0etb=0.

(62 RVCYN

X VRAI: l'inverse de H' est ?;' soit 1 - 2i.
64 | VRAI.|2°°4=(4)5°1 = 1.

A z,=2-4i)(-4+50);2,=(5+20)1°;
z3=(1+ i)5(1 —6i)9'z4:1 +i(2 - 5i)3.

_ —i(1-4i)? 1-2i, 1
& - 1+|'2 241 BT3 T4

ma. =(1-iz2)(1+22).
b.Z=2z3-2iz2+1+3i.

3 on remarque que z, = z;.

z1+2,=2,+2;=2Re(z;)

etz; -z,=2z;-2z;=2ilm(z).

m Voir livre page 425.

EN 1.2+ Z=2Re (.

Z+ Z=0& Re(2) =0 < Zimaginaire pur.

2.Posonsz=x+iyavecxetyréels:
Z+Z=0ox+1=0x=-1.

Doncz=-1+iy.

__1_1
mLz_ 3 2|.

-2 .3;
2.2—13+13|.

_ 1,1 __ .
3.z= 2+2|ouz 1+ 2i.
4,z=-i.
mLz:%i.
2.z=2-1.

-3 _4;

3.z—17 17|.



74 | 1-Z=—%i

EAN VRAIcarzz =1z~

E&A vral car zimaginaire pur équivaut a Re (z) = 0 qui équivaut
az+z=0soitz=-z

EZA vRAIcarzréel équivautalm(z) =0 qui équivautaz-z=0
soitz=2z

m 1.2—1—2

2.z=1-2i.
- _86_14,
322937 73"

1_3 1.3
mLz—2 2|ouz 2+2|
2.z=1+2iouz=1-2i
32:_1_‘/§ouz:71+‘/g
: 2
4.z=2 ﬂIOUZ:%+%i‘

m Faire un changement de variable en posant Z = z2.
1.z=J50uz=—50uz=Touz=-1.
2.z=-2iouz=2iouz=-iouz=i.
3.z=-20uz=20uz=-iouz=i.

m Saisir a, b, c.

delta prend la valeur b2 — 4ac

Si delt? = 0 alors —b - Jdelta
racinel prend lavaleur — 5 _— 2a

—b + Jdelta

racine2 prend la valeur 2a

sinon .
. —b —ivdelta
racine1 prend la valeur 2a

—b + ivdelta

racine2 prend la valeurz—a

Fin si

Afficher racine1, racine2
EZ3 1.0n développe.
2.z=1ouz=-1-iW3 ouz=—-1+iV3.
A 1.0n développe.
2.z=iouz=-iouz=4-3iouz=4+3i.
EA voir livre page 425.
B FAUX:z=1-iouz=1+i
VRAI : le discriminant est négatif donc les solutions sont
des nombres complexes conjugués et 3v3 + 3i est bien une
racine de I'équation.
EXEN FAUX:les racinessont 1 +iet2-i.
BN 2.255=-5+5i;z52=-1-i;z52=-6+4i.

EI Saisir zy, zg

z prend la valeur zg — z5
Afficher « Iaffixe du vecteur AB est:»
Afficher z

BN 2.a.253=2-3i=z5.
b. ABCD est un parallélogramme.

3. CEBD parallélogramme équivaut a zg =z 5, soit ze = 1 - 5i.

4.7 = Za*Z {onc B est le milieu de [AE].
& 2

93 B Zpp=2-2i;z5¢=-3-i;Z253=-2+2i;zp5=3+1i.
2.7;3 = -z g donc ABCD est un parallélogramme.

B 1.23=3+i;z52=-6-2i

2.7,2=-27Z.

m Voir livre page 425.

96 | T.zy=zi+zw=-1+7i

1

z + 7 .
2.a.z=L M gy L
| 3 1+2I
2, , _5_:
b-Zg—§ZK|+ZK—§+I-

m ABCD parallélogramme < b-a=c-d.
ESl FAUX:z3=-3 +8i.

Ea VRAI:zz2=1,5-4idonczg=-2z52.
I a.v3

b. 3

n

o
N|ﬁ N\mﬁ

e.

m Saisiraetb
Module prend la valeur VaZ + b2
Afficher module
IZ 1. Cercle de centre O(0) et de rayon 3.
2. Cercle de centre le point (i) et de rayon 5.
3. C'est la médiatrice du segment [AB] avec A(2i) et B(-2 + 3i).
m 1. Cercle de centre Q(-1 + 2i) et de rayon V2.
2. Cercle de centre le point Q'(i) et de rayon 1.
3. C'est la médiatrice du segment [AB] avec A(1 - i) et B(-5 + 3i).
LE OA=2;0B=2v2;AB=[-V3 +i=2.
OA = AB et OA? + AB2 = OB2.
I3 voir livre page 425.
I AB=|-1+2i=+5;AC=

Bc:‘~/§+%+i(§_1)‘:\/§

L JA=|-3-2i|=+73 ;JB=|-2+3i|= 13 ;JC=[3-2i =13
X 1.0M, =2=0M, =0Ms.
2. 73 =7, - z; donc OM;M,M; est un parallélogramme.
De plus OM; = OM3, donc OM;M,M; est un losange.
B 1.(1+V3) =4+ 243,
2.A=—(1+3)",

—1—J§+i1+2~/§ -1-43

5 ouzg= 3 +1

‘«/?—%H(?H)‘ =45;

-1-43
>

Zp=

3. zg =z, donc OB = OA soit
AB=i(-1-V3)| = 1++3.
OAB est un triangle isocele en O (non équilatéral).
m VRAlcarzg=4+2i=2z¢.

B3 VRAI car CD = 245 = DE et CE = 2410.

EE] VRAI car CD = 2V5 = DF et CF = 2+10.

m 1.z=~/§(cos£+isin£)‘

2 2
2.2= %(cosn+i sinT).

3.2=5(cos(~ L) +isin(-Z}).
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4.z=2(cos0+isin0).
_ T isinZ).
m 1.z-5~/§(cos4+|sm4)

2.z=6(c05( 2;5)“5'”( 3 ))

3.z= 4(cos(__)+ i S,n(_%)

_ 3n Sn)
4.z-6(cos4 +|5|n4

5.z= 3~/_(cos—+|5|n37n)

6.z= 2(cos%+|sm56n)

m Voir livre page 425.
— ) yisinf=T)) = 1—i
mz_ﬁ(cos(—4)+|5|n( 4))_1 i.
32 32, 5. 3,i\3.
118] 2+|2,2, 5+
0 -ai;-32 %8 ;g 413,92 02,0 6

5 5"'2 2

m FAUX car arg (-3i) =
EX] FAUX car-5<o0.
M FAUX a cause du signe « — » devant le sinus.

123 K1 |z12,| = x/f;arg (z125) =2%

2.2,y =-1+i —sf_(cos37c +isin%T“).

N\?—l

L |z,2,| = 2;arg(z,2,) = - &
3 1.1 +i|=V2etarg(1 +=1.
51

5— 24
Donc (1 +1) 4J—(cos 7 +isin 4)
=-4-4i.
. 7 _ Tl
2.(1+iV3) —128(cos3+|5|n3)
=64 +i64+3.

3.(2-2iV3)6 =4 096 (cos0 + i sin0) = 4 096.

T n)_ 3, 1;
E1 (cos +|sm6) 2+2|.

1(cosO+|sm0) 1,

31(c05(——)+|s| Tn)) %_gi-
B 1.z=31

\/—(cosﬁﬂsm?—g)
2cos12 ‘/—4‘/— etsmn «/—XJ—

129 R TP 1—«/— «/‘+1
«/—(cos—+|5|n7—n)

12 12
_N2-V6 opinIm_ Y642

12 4 12 4
E)1.2=B+1+i(3-1)

= 2~/§(cos%+i sin-% ).

12
‘/_+‘/_etsm ‘/__‘5.

12 4 12 4
m Voir livre page 425.

2. cos

2.cos =

106

[EE oM =112/l =1 |z-1 +il = |z-2i| : Cest lamédiatrice

de [AB].
{(EZ1 VRAI cararg((1+i)%) =
{E3 rAUX cararg (v3 +1)2011) =_%

m FAUX cararg(4(1+i) =
[EZ FAUX car |(3 + 3i)(2 - 2i)|

” -l>|?-l

12.

EE arg(21997) = 19%= 2811 =1 + 140 X 27, donc z' %7 est

un réel négatif.

139 arg (z219) = % =70m =0 + 35 x 2w, donc z2'% est un

réel positif.

3 sin3x= %(—sin (3%) + sin x).

m a.cosbx= 3i2(1 0+ 15 cos (2x) + 6 cos (4x) + cos (6x)).

b.sin3xcos3x= é (3 sin (2x) — sin (6x)).

143 e‘(g’x) =ie™=sinx+icosx
(39 Z cos(® — x)+isin(E—

etel2 cos(2 x)+|5|n(2 x).

{EL] im0 = —eix = _cosx - i sinx

et el = cos (T + x) + i sin (T + x).

eim=x) = —e~X = _cosx +isinx

et el™ = cos (- x) + i sin (T X).
I FAUX: (e®)2 = ei26,

£3 FAUX: ——e'(" b

22 VRAL

I VRAL

149 1-a-b a:—l—cos(—i)ﬂsm( 725)
~C_a‘ ﬁg 1etar9(b Z) (AC; AB)__%.

2. ABC est un triangle rectangle isocele en A.

ZB—Zc_i B 0s i cink.
ELa. — —2+|2 —cos3+|sm3

4 CB_
1202 Zc CA 1etarg(

2. ABC est un triangle équilatéral.

151K |zl =2 etarg(zy) = %; |z5| =2 etarg (z) = %
2.z5r=2pet 23 =2g.
3.a.(U;a\):%et(U;6§):—

BIC) < (CK; B = I,
Zc 3

b.(OA; OB) = (ii; OB) - (i; OA) = £
4. OAB est un triangle rectangle isocéle en O.
E Voir livre page 425.

Zc—2Z .

] 1.a.2c728 -,
Zp — 28

Zc—2Zp

lzp -2z

_AC _ Z2c=2A) —BD-AC) =_ T,
=8D 1etarg(zD_ZB) (BD; AQ) >



. [AC] et [BD] sont perpendiculaires et de méme longueur.
2.z,3=3+i=2zp2 D'ol ABCD est un parallélogramme. De plus,
ses diagonales sont perpendiculaires et de méme longueur.
Dol ABCD est un carré.

3. Aire ABCD = AB2 = |3 +i[2=10.

Ed1.zg=-2-2i=zp

h—czi-zi( I icink
2.a.d_c 2| 2cos2+|sm2).

b_‘h—f‘—gg getarg(Z C) (CH;CD)= &

c. CDHG est un rectangle (non carré).

Ed 1.c=4-4i3 etd=-4V3 - 4i.

2.|a| =8 =1b| = |c| = |d|. Donc A, B, C et D appartiennent au
cercle de centre O et de rayon 8.

3.a.z,=-4-4iV3 etz,=-43 - 12i=3z,.

b. |z;| = |- 8 + 8i| =128.

|24 = |4 + 443 +i(-4Y3 + 4)| =128,

¢. (AC) est parallele a (BD) et AB = DC.

{2 1.(AB; AC) = (i; AC) - (d; AB)
=arg (z;c') —arg (Zﬁ) = arg(Zc —Zp )
1 28— Zp
=arg (—5) =T
2. Les points A, B et C sont alignés.
] partie A

l.a.zpg=-2+4ietz3=-4+8i
b.z;3=22z;zdoncA, BetD sontalignés.
2.a. 872 _j.

Zc—2Zp
b. ABC est un triangle rectangle isocéle en A.
Partie B
1.zp=-i.
2.7’ =2iez=-2+5i.

i — il 12— Zal _ AM
3.0M' =|z'| = i| x 7=z = BM"
ZA

=arg(z')=arg(i) + argi_—z,
-2

4.(d; OM)
donc (@; OM') = % +(BM; AM) a 27 prés.
5.AM=BM = OM’'=1.

[ FAUX : E_ﬁ(4 + 4i) et ﬁ(—1 - i) donc [EF] et [GH] sont
paralléles mais ne sont pas de méme longueur.

I3 Faux: AB( —h/’)etAc (1 +v3) donc AC = 2 AB.

& 1.z,=-1+2 >

2
3.AB=5,AC=13-4il=5etBC=|3+i|=+10.
\8
A (V2 +iv2)° =(2e'%) =28 x @21 = 28

AR - AC) — Zc—2Zp\ _ 5+i
IE (88 ; AC) = arg(zB—zA)‘arg(7,5+1,5i

|0uzB=—1—§|.

): 0, donc les

points A, B et C sont alignés.

164] On posez=x+iy.
X2 +x+(y-17 i y—1
TNy =12 (X 12+ (y =12

2 2 =
Zimaginaire pur & {X Xy -1 =0
(x:y)#(0;7)
Wyl
Z imaginaire pur @{()H 2) +Hy-0= 4
(x;y)=(=1;7)

C'est un cercle de centre le point de coordonnées (_1.1), de

rayon % et privé du point de coordonnées (-1 1).

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 425 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

m21=—

;Zy=1 +2i;z3=%—%i;

8 .1,
13773
2,=21+13i;2z5=7-24i;2z¢=-21+20i;
z;=34;2g=-23+2i.

- T L isinZ).
mz1—3\5(cos4+|sm4)

z,= x/g(cosz—“ﬂ smz?)n\)

3
z3= ZJ—(cos

-
z,= Sﬁ(co
zs= SJ—(cos(

g5}
£)+i sin(—%))-
30+ sin(~3R}).
z= (cos( ) |sm( ZT)
= 5*/—(cos +isin ?n:)

P> Résolution d’équations du troisieme degré

Y8 =2;¥-27=-3etM25=
{u3+v3:q {u3:q—v3
) p3 =1 p3
3,3 = P 3,3 = P~
v =25 v =25
W =q-v3 W =q-v3
= 3 & 3
(q-vd3v3=E (v3Y —q3+ -0
27
3
)A=q2—4i.0nsupposeA>0.
A 7 _27 q_ f_z__ _a,je_p
=3 4 2NNg T

_da_[@_p? i/" P
)X‘ilz 4 27 N2 tNg 27

4p® 4x153%

2 —

>qg° - 57 =16— 57 =16-4x%x125
=-484=i2x 484 = (22i)2

dYR+iB=2+1let2-i3=2-11i

da=3R 1T +R+1T=2-i+2+isoito=4.
Px3-15x-4=(x-4)(x2+4x+1).
>S=1{4;-2-3;-2+3}.

m 1.(4+i)3=52+47iet(4-i)3=52-47i
2.0.=8.
3.x3-51x+ 104 = (x - 8)(x2+ 8x+ 13).
.5=1{8;-4-+3;-4++3}

A 1.0=1.
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2.3 +6x-7=(x-1)X2+x+7).
3.5={1}

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Configuration géometrique

L'objectif de ce TP est d'utiliser les complexes pour démontrer que
des droites sont perpendiculaires et que des segments ont la méme
longueur.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 07_TS_TP1.ggb (GeoGebra).

A. Construction

1. A l'aide de la commande Nouveau point (outils Points ),

placer trois points A, B et C. Pour obtenir le triangle ABC, utiliser

lacommande Polygone (outil Polygones).

Pour construire le point D, tracer la perpendiculaire a (AB)

passant par A a l'aide la commande Perpendiculaire (outil
Constructions ) puis le cercle de centre A et de rayon B a

I'aide de lacommande Cercle(centre-point) (outil Cercles );

onobtientDaveclacommande Intersection entre deux objets

(outil Points ) : on conserve I'unique point tel que ADB soit

direct. Tracer le triangle ADB avec la méme méthode que pour

le triangle ABC.

La construction du point E suit le méme procédé que pour D.

2. Le point M milieu de [BC] s'obtient avec la commande
Milieu ou centre (outils Points ).

3. Le tracé des droites se fait a I'aide de la commande
Droite passant par deux points (outil Lignes).

4, Pour obtenir les distances AM et ED, utiliser la commande
Distance ou longueur (outil Mesures)et pourI’angIe(Aﬂ;ETf),

utiliser lacommande Angle (outil Mesures ).

B. Emettre des conjectures

1. Correctif : il se peut que dans certains manuels I'aide logiciel en

bas de la page soit erronée, pour enregistrer dans le tableur les

distances AM et ED, cliquer droit sur I'objet pour faire apparaitre
Enregistrer dans le tableur .

Dans la cellule C2, entrer la formule puis la recopier.

2. a. Les droites (AM) et (ED) semblent étre perpendiculaires.

b. Conjecture : AM = % ED.

C. Utilisation d'un repére

1.a=0.

AC:AR) = & ot AE _
2.a.(AC; AE) = 5 etAC—L
b. €=d _;.

c—-a
c.e=ic.

AD:AB) =& ot AB _
3.ab.(AD,AB)—2et D 1.

—a_
b'd—a_l'
c.b=idsoitd=-ib.

_b+c,
4.m= 5
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D. Démonstration des conjectures
1zg=-ib+0etzyy=22C
Donc zgg = -2izzy(1).
2. ED = 2AM en passant aux modules dans (1).
3. En passant aux arguments dans (1), on obtient :
(AM ; ED) = - % .
4. On peut en déduire que les droites (AM) et (ED) sont
perpendiculaires.
E. D’autres propriétés
2. a. (BE) et (CD) semblent étre perpendiculaires.

b. Les distances BE et CD semblent étre égales.
3.a_(d—c): —ib—c _ilic=b) _,
e—b ic—b ic—b

b. arg(ﬁ) = (ﬁ; C_Ij) et ‘ﬁ‘ = % .

c.(ﬁ;CTD)= % et%z].

Les conjectures de la question 2. sont donc validées.

TP 2 Recherche de lieux de points

Dans ce TP, les éléves vont découvrir une nouvelle transformation
géométrique et son effet sur les droites et les cercles.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 07_TS_TP2A.ggb, 07_TS_TP2B.ggb
et 07_TS_TP2C.ggb (GeoGebra).

A. Recherche des points invariants

1.a. Pour créer le point libre M d'affixe z, utiliser la commande
Nombre complexe (outils Points ) et renommer M, le point

créé.

b. Pour créer M’ d'affixe z’ = z2, saisir dans le champ

de saisie.

2. Faire bouger M a l'aide de la commande Déplacer

(outil Pointeur ) afin de le faire coincider avec M'.

3. Deux points invariants par F : les points d'affixes O et 1.

B.Image d’un cercle

1. a. Tracer le cercle de centre O et de rayon 1 en utilisant la

commande Cercle(centre-rayon) (outil Cercles ).

Pour redéfinir le point M comme point du cercle de centre O

etderayon 1, cliquer droit sur le point, aller dans = Propriétés

puis dans Valeur et modifier la définition du point; ici entrer
si le cercle s'appelle c.

b. Pour créer le lieu du point M’, cliquer droit sur le point et

choisir Trace activée , puis faire bouger le point M.

c. L'image du cercle de centre O et de rayon 1 par F est lui-

méme.

2. a. Pour créer un curseur, utiliser la commande Curseur

(outil Propriétés ).

b. Tracer le cercle de centre O et de rayon r puis redéfinir M

comme point de ce cercle comme expliqué au B.1.

e.L'image d'un cercle de centre O et de rayon r > 0 par Fest le

cercle de centre O et de rayon r2.

3. Non.

C.Image d’une droite

1. a. Saisir dans le champ de saisie.



d. L'image de la droite (d) par F est une parabole ayant pour
axe de symétrie I'axe des ordonnées et pour sommet le point
de coordonnées (0 H —%)

2. Correctif : il se peut que dans certains manuels, il soit indiqué a
la question 2.d. « Créer le lieu de M’ lorsque M décrit la droite (d) »;
il faut lire « Créer le lieu de M’ lorsque M décrit la droite A ».

a. b. Aprés avoir créé le curseur nommé b, saisir dans
le champ de saisie.

f. L'image de la droite A par F est une parabole ayant pour axe
de symétrie I'axe des ordonnées.

D. Etude mathématique
l.a.f(2)=z<22-z=0&2(z-1)=0soitz=0o0uz=1.

b. Les points invariants par F sont donc O et le point | d'affixe 1.
2.a.]z2=(|z])2

b.OM=1=|zl=1=|z2|=1=0M'=1:

L'ensemble des points M’ du plan lorsque M décrit 6 est 6.
3.2 = (x+iy)> =x% - y2 + 2ixy.

4.a.X=x2-(x+ b)?=-2xb - b?

etY=2x(x+b).

_X bZ
b.x="%
c.Y= ﬁxz —%. Lorsque M décrit la droite A, M’ décrit la
2
parabole d’équation y = ﬁxz —% .

CAP VERS LE BAC

Sujet A
1.z1=1 +i'zz=i'z3=—%+%i‘

Zp=—= 1 donc Z4 €st b|en réel.

1
2. Un i1 _‘Zn+1|_‘

n
‘\zn|_ ﬁu,,etuo—Z d'ou un—Z(%) .

< A1) < > In20 =
3.0A, 0’“:’(6) 005n= "0 en=0.

4. Zn+1— Zn — =1+i —
Zni T+i
AnAnn _|Znt1=2Zn| _ 1.
oAn+1 Znal
(A iRy ) = arg F21 =2 ) .
Zp41 2

Donc le triangle OA,A,, , ; est un triangle rectangle isocele en
An+1-

Sujet B

1. VRAI car AM = BM.
2. FAUX : arg (z2009) =

donc 22999 est un réel mais négatif.
3. FAUX:I'ensemble (E) est la médiatrice de [OC] avec C le point
d‘affixe 1. Donc (E) est paralléle a I'axe des imaginaires.

4. VRAI : A = —4sin2(%) < 0 donc I'équation admet deux

@:28775 =7m+ 143X 2m,

solutions complexes conjuguées :

z =—cos%+isin%et22=5.
|21 =1za| = 1.

Sujet C

l.a.zy=1-ietz;=1+i.
|2,| = |z :ﬁetarg(zﬂ:—%,arg(zz):f
b. Posons Z=-iz + 3i + 3.

L'équation du b. revient a celle du a.
Donc-iz+3i+3=1-iou-iz+3i+3=1+i,
soitz=4-2iouz=2-2i
2.a.zg=1-ietzc=2-2i
CIA=|-2+il=+5.

De méme IB=+5 =IC

3 _1-2i
d. Zc=2 _=1-2i _
zp—3 7 —2+i
% =1let (ﬁi ; E) = %, donc le triangle IAC est rectangle isocele
enl

e.zg=2(z.—z)=-2-4i.
f.zp=(-2-4i)i=4-2i.

Zp—2Zc _ 2 _; AB-CD) =T
g. T i, donc (AB; CD)
Sujet D
X2 —2x+y2+3y+2 . -x+2y+4
1.Z2= + .
X2 +(y+2)? +(y +2)?

2. a. (E) est la droite d'équation —x + 2y + 4 = 0 privée du point
de coordonnées (0; -2).

b. (F) est le cercle de centre Q(1 ——) de rayon ﬁ et privé du
point de coordonnées (0 ; - 2).
3.a.Me(E)eZ=0o0uarg(2)=0ampres.

(ﬂ;m)=03nprés
M=AetM=B

(E) est la droite (AB) privée du point B.
b.Me (F)<:>Z:00uarg(Z):Eén:prés.

Me(E)<:>M=Aou{

M€ (F) & M= Aou {(BM JAM) = Ean:pres
M=AetM=B
(F) est le cercle de diamétre [AB] privé de B.

=1 él’\\ll/‘ =1:(G) est la médiatrice de [AB].

12— _
4.f(2) -1 =245, donc (f(2)
D'ou If(2) - 1] X |z+ 2i] = V5.
BM=+5 = z+2i| =5 = |f(z) - 1| = 1.

Donc M’ appartient au cercle de rayon 1 et de centre le point
d'affixe 1.

Nz+2)=-2-i.

Sujel E
—=2+i__3.4 9 16 _
lzo=Ftt=-dedietfacl= |+ 32 =1

donc C' appartient a 6.
|z—z _ BM _ MB

[z—z)] ~ AM T MA
. _ 4!
b. (7; OM) = arg(z') = arg (z 2 )

2.a.0M'=|z'| =

donc (d; OM') = (AM ; BM) = & 21 prés.
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Orus= 6[-\ donc (a& m) = (m ; ﬁ/l.) a 2m prés et ainsi
(cﬁm') = (WAWB) a 2w pres.

3.MA=MB=OM =1.

4, Correctif : M est un point quelconque de A.

a. A et N appartiennent au méme cercle de centre O, donc AON

estisocéleen O.

M appartient a la médiatrice de [AB], donc AMB est isocéle en M.

b.L'angle OANest I'image de I'angle BAM par la symétrie d’axe

T, donc les deux angles géométriques ont la méme mesure :
(Ao AN) =-(aAB; AM) +k2m.

¢.AON=7n-20OANet AMB =71t - 2 BAM d'ots AON = AMB et

ainsi (OA ; ON) = (MA ; MB) + k2r.

d. (& ; &G) = (CTA ; W) + k2. De plus M’ et N appartiennent

au méme cercle 6, donc M’ et N sont confondus.

T 7, =1-V5 = 2(cos(~ L) +isin(-Z))

3 3
etz,=1+iv/3 = 2(cos£+i sin%).

3
2] AB=|b-al=|-12 +4i| =+160.

BC =+80 = AC et AB2= AC2 + BC2.
A z=1+iV3.
)+.s.n( T”))

—z:—1—i4§:2(cos(
z=1-i3 = 2(cos(——)+|sm( 3))
RS )

_1_
z 4 4 2

POUR ALLER PLUS LOIN

@ 1.Posons z=x avec x réel :

) x2-x-6=0 _3 _3
S\ 354909 SX=3©2z=3
Posons z=iy avecy réel :
-y2+3y+4=0 B o
(2)@{—y+4=0 oy=4cz=4i

2. En développant chacun des produits, on obtient
respectivement les membres de gauche des équations (1) et (2).
3.5={3;-2+3i;4i;1-1i}.

—1_io T icink
4.7,=1-i ﬁ(cos4+|5|n4).
5. (zp)" a pour argument 2% 7 T k21 aveck € Z.

M, appartient a la droite d’équation y = x équivaut a

N _ T jomou N = _3% 4 forsoitn=1+8koun=—3+8k
4 4 4" "4

21 1.0°-5x03+6x02-5x0+1=1=0.
2
2.(z+%) —5(z+%)+4= 0 redonne (E) avec z# 0.
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3.u;=Tetu,=4.
4.0nrésoutzZ-z+1=0etz2-4z+1=0.

_[1.8.1_ B, B }
5_{2+2|,2 5i:2 V3;2+43}

EH 1.a.Carvn=0m
b.P(u)=0=P(u)=0= Pu)=
2.a.P(1+i)=0.

b. Une autre solution de (E) est 1 —i.
CP@2)=(@z-1-i)z-1+i)(z2-4z+13).
S={1-i;1+i;2-3i;2+3i}.

_ 02T 2n _ 1,43
m1a1 cos3+|sm3 2+2|.
b.j3=e‘2"=1

Y |
Cl+j+j4=1 3

d.-j2=1 +j—l+§l—el3

2.a.MNP eqmlateral direct donc MN = PN et (NP ; NM) = % dou

m-n
n-p
b. Si MNP est un triangle équilatéral direct, alors :
m-n=-j2(p-n)soitm+(-1-2)n+j2p=0.
Or-1-j2=j,d'oum+jn+j2p=0.
Réciproquement, m+jn +j2p=0.
m-n_=i*p=jn=n_-j2p+jn
n-p p—n p—n
D’ou MNP est un triangle équilatéral direct.
187 KR z1=—V2 +2i= (cosT+|sm3‘{r‘)
=B -Ni=2 _3n 3n
etz, =2 —V2i (cos( 4)+|5|n( 4))
2.b.OA=2|=
c.(u;0B) = 3“ donc(u 0l) = 387‘.
d.z1=17§+%ietainsi lz)|=v2-2.

3. En écrivant z, sous forme algébrique et sous forme
trigonométrique, on obtient :

+38i-1_ i

—ei=p

WA

=—j2=e

cos3—n:2;ﬁetsin3—n=2;ﬁ‘
8 2 8 2
1.(1-2)z2' =25
2.a.z'=0.
b.Re(z’) =0 soit:
2n 4n 6n 8r _
1+ cos S +Ccos— S +cos—/— 5 +cos S 0.
8m _ 2n
3.a. 5 =2+ 5
De plus cos (x + 21) = cosx et cos 2x =2cos2x -1, d’ou :
2n 8n 2n 2T
cos 5 +cos==+ 5 =2C0s=> S =4cos 5 -2.
An _ . T 6T _ T
b. 5 =T Set 5 =Tt
De plus cos (- x) = - cos x et cos (T + x) = — cosx, d'ou :
05T 4 05O = _HcosT
5 5 5
4.a.D'aprés 2. b. et 3.,0na:4 cos? 5—2cos§—1—0
b.X1=ietxz=M.
2 2
Or0<%<Edonccos%>0.D'oUcos%=HZ\E‘

189 |z|——etarg(z')z(BT\ﬁ;M/l).
a.OM’—1<:>\z|:1 < AM =BM.



L'ensemble des points M est la médiatrice de [AB].
b.z'=0ouarg(z’')=0équivauta:
M= Aou {(BM;AM)=Oanpres
M=z=AetM=B
L'ensemble des points M est la droite (AB) privée du point B.
c.z'=0o0uarg(z’) = % équivauta:
M=Aou {(BM S AM) = fanpres
M=zAetM= B
L'ensemble des points M est le cercle de diamétre [AB] privé de B.

@ 1. Forme exponentielle avec OA = OB = OC.
a+b __sin(a—p)

2.a.7= b-a “1-cos(B-a)

b. Les droites (AB) et (CH) sont perpendiculaires.

c. HestI'orthocentre du triangle ABC.

3.g:%(a+b+c).

4.g= l h donc les points O,G et H sont alignés.
T tan=2 48 - 2430,

4 %278 8 ‘
- 3J‘ _ 93 +id3 ., =27,
n=ifdin=-giSFin=-G+i%tin=-g
3,43 3,43
2'a'zﬂ+1'an(Z+IT)Z"+(Z+IT)Z""‘
b‘4+. \
dnzng et d0=%.
N s 1(3Y

(d,) est une suite géométrique, d'ol d,, = SR
c.d,=AA, 1.

n+1 n+1

1 1‘(?) 1_(9) 1

Ly =X = lim L, = .
dbh=2*" "5 -3 e mh="F

2
3.a.a,,=arg(%+i§)+an,1=%+an,,:(an)estunesuite
arithmétique.
b.ay=arg(1)=0etq, = 1%

o
c.(O_A;;O_A;)=kn4:>a,,=kn<:>%=kn
(OAy; OA,) = km>n = 6k avec k € N.
2 1.a.P(-1-i).

b. AP(-1 +i) et BP'(1 —i) donc AP =-BP".

pP—a _ 1+i __1;4 PP - AP)=_L
S Ak onc (PP'; >

2.7'=7&2(z-2)=2(z- 2) © z=z:I'ensemble des points
invariants est I'axe des réels privé du point A.
3.a.(z-2)z-2) =|z-2]2donc réel.

2
zZI" -4

b.Z*2 - 2 -4 5> donc réel.

z-2 |72

¢ (AM; BM') = arg (22—4'22) —0amprés.

4.z = 2(Z 2Z) etzay=z-2.

— 2ilm(z) s N

(AM : MM) = ar =Z 3 nprés.
27 )72

5.a.M'est le point d'intersection de la paralléle a (AM) passant
a B et de la perpendiculaire a (AM) passant par M.

A 2.2, =-4-2i=z.

3.2/ =-5&27z2-4z+5=0,doncz=2-iouz=2+i.
4.a.7’+4=72-4z+4=(z-2)>
b.|z'+4|=|z-2|2etarg(z'+4)=2arg(z-2).

¢ MeC=|z-2|=2=|z'+ 4| =4,donc M’ appartient au cercle
de centre J (-4) et de rayon 4.

5. a.z@=2ei§,donc IE=2et(d;IE) =%-

b.zp=-6+2iv3.

z@=—2+2i~/§doncJE’=4et (U;J_E:)=2?Tt

c.

@ Partie A

1.a. \z\—| |etarg(z)

b.(ﬁ/l(z) etOM'(—%) soit?M’ ( | ‘2] doncOM =

T - arg (2).

o —1+Z 1
2.7’ +1 =——=5E-"

Partie B

1. (C) est le cercle de centre A et de rayon 1.
2az+1=Lz-1=2 |z=1|=1 |z-1].

I2| 2| I2|

Orjz-1|=1et|Z| =é, donc |z’ + 1| =zZ'|.

2"+ 1| =|z'| & BM' = 0OM' < M’ appartient a la médiatrice
de [OB].

b. |z’ +1|—\z|:>

3. M’ est Ie point d'intersection de la droite (OM) et de la

médiatrice de [OB].

(EH PartieA

1.a. Posons z = x avec x réel.
(E)@{x2—4x2+7x—4=0

-x24+x=0

|||z—1|—|z|:>\z 1=1

(car |z’ =

ox=1

Doncz;=1.
b. La factorisation est: (z—1)(z-2 - 2i)(z- 1 +1).
2.5={1;2+2i;1-i}.

Partie B
2.21%?=2i donc (&':;Eé):getowoc.
Donc le triangle OBC est rectangle en O.

3. C'est la bissectrice de I'angle BOC.
4.a.d=1-i.

b.zgg=2+2ietzgg=1+i donc OB = 2CD.
De plus (cch%) =

3 1.a.p(-1)=

b.P(2) = (z+ 1)(z?

%, donc OCDB est un trapeze rectangle.

-4z+7).
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. S={-1;2-iW3;2+iV3}
2.b. AB = AC = BC = 2¥3 : le triangle ABC est équilatéral.

c.(CG;CA) = arg( 3+J/§)—arg( |J’)__

d. GAC est un triangle rectangle en C (non isocele).
3.A(-1;0),C(2; V3) et G(-3;0).

4.a.GA(-4;0) et CG(1;V3) :GA-CG=-4x 1+ 0=-4, donc
A appartient a (D).

b. GM-CG = GA+CG & AM-GC =0.

c. (D) est la perpendiculaire a (CG) passant par A.

. Prises d'iniliatives

197 =5 exemple: (z2+1)(z2+2)=0.
] 2=16 -iv2 = 2v2e 6 etarg(z7) = —

Z" réel équivaut a —n% =kn avec k € Z et k < 0 soit n = 6k’

avec k' e N.
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EEE] MNP rectangle en P équivaut & (PM ; PN) =

3

5 am prés
2 _

. s N4 z> . . B . z

equivaut a 3~ imaginaire pur, soit —4—
z-z 1+

imaginaire pur
c'est-a-dire Re (L) =0.
1+z

Posonsz=x+iy.

R 0 X2+ x+y?=
e(1+z) S\ x;y)#(=1;0)
1
efy )0 fbr3T o073
(x;y)#(=1;0)
m Soit A le point d'affixe —i.
On obtient arg (Z +') T 4 k2m, soit (OM : AM) = % + k2.

L'ensemble est le demi- cercle de diametre [OA] privé de O et A.
F soitle repére orthonormé direct (O ; OA ; CD).

a+b+c= arg(s?:r' XSTHX%)
(g8



CHAPITRE

DEUMEHEINaNS N ESPatE

QLe programme

Dans cette partie, il s’agit, d’une part de renforcer la vision dans 'espace entretenue en classe de Premiére, d’autre part
de faire percevoir toute I'importance de la notion de direction de droite ou de plan.

La décomposition d’un vecteur d’un plan suivant deux vecteurs non colinéaires de ce plan, puis celle d’un vecteur de
Pespace suivant trois vecteurs non coplanaires, sensibilisent aux concepts de liberté et de dépendance en algebre linéaire.
Le repérage permet a la fois de placer des objets dans I'espace et de se donner un moyen de traiter des problémes
d’intersection d’un point de vue algébrique.

L’objectif est de rendre les éléves capables d’étudier des problémes d’intersection de droites et de plans, en choisissant
un cadre adapté, vectoriel ou non, repéré ou non.

| Commentaires

Contenus | Capacités attendues

Droites et plans

Positions relatives de droites et de
plans: intersection et parallélisme.
Orthogonalité :

- de deux droites ;

- d’une droite et d’un plan.

« Etudier les positions relatives de
droites et de plans.
« Etablir I'orthogonalité d’une
droite et d’'un plan.

Le cube est une figure de référence pour la représenta-
tion des positions relatives de droites et de plans.

On étudie quelques exemples de sections planes du
cube. Ce travail est facilité par l'utilisation d’un logiciel
de géométrie dynamique.

Géométrie vectorielle
Caractérisation d’un plan par
un point et deux vecteurs non
colinéaires.

Vecteurs coplanaires.
Décomposition d’un vecteur en
fonction de trois vecteurs non
coplanaires.

Repérage.

Représentation paramétrique
d’une droite.

o Choisir une décomposition
pertinente dans le cadre de
la résolution de probléemes
d’alignement ou de coplanarité.

« Utiliser les coordonnées pour:

- traduire la colinéarité ;

- caractériser 'alignement ;

- déterminer une décomposition
de vecteurs.

On étend a Iespace la notion de vecteur et les opérations
associées.

On fait observer que des plans dirigés par le méme
couple de vecteurs non colinéaires sont paralléles.

1l est intéressant de présenter la démonstration du
théoréme dit « du toit ».

On fait percevoir les notions de liberté et de dépen-
dance.

On ne se limite pas a des repéres orthogonaux.

La caractérisation d’'un plan par un point et deux vec-
teurs non colinéaires conduit & une représentation para-
meétrique de ce plan.

<> [SI] Cinématique et statique d’un systéme en méca-
nique.

9 Nolre point de vue

Ce chapitre a été divisé en cinq parties. Les deux premieres parties traitent de la géomeétrie non vectorielle, les notions
de positions relatives de droites et de plans de I'espace et notamment celle du parallélisme sont abordées dans la
premiére partie, tandis que I'orthogonalité fait 'objet de la seconde partie. La notion d’orthogonalité dans I'espace
est une notion nouvelle pour les éléves de Terminale, nous lui consacrons une activité préparatoire, dans laquelle
nous démontrons le théoréme fondamental de 'orthogonalité d’une droite et d’un plan, la premiére partie du TP1
et un theme de 'accompagnement personnalisé pour les éléves qui rencontreraient des difficultés a mettre en ceuvre
les raisonnements mis en évidence dans les savoir-faire. Dans une troisiéme partie, il s’agit d’étendre a I'espace la
notion de vecteur, de définir et d’utiliser celle de vecteurs coplanaires, pour aborder dans les parties quatre et cinq la
géométrie analytique de I'espace, avec notamment la mise en place de systémes d’équations paramétriques pour les
droites et pour les plans.
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Les notions abordées dans le chapitre 8

1. Positions relatives de droites et de plans
2. Orthogonalité dans I'espace

3. Les vecteurs de I'espace

4. Repérage dans I'espace

5. Systémes d’équations paramétriques

Voir livre page 426 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Actlivite 1 0Observations dans un prisme

L'objectif de cette activité est de revoir les positions relatives de
droites et de plans dans I'espace. Pour cela, nous utilisons comme
support un solide que les éléves ont rencontré dans les classes
antérieures. Il s'agit notamment de revoir la notion de droites
non coplanaires, et de bien faire comprendre la différence avec
la notion de droites paralléles.

On aborde également I'intersection de deux plans, et cette activité
se termine par une question portant sur le positionnement de
points pour obtenir deux plans paralléles. Pour cette question,
le professeur pourra s‘appuyer sur un fichier Geospace avec
pour objectif d‘amener les éléves a énoncer une condition de
parallélisme de deux plans.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium: 08_TS_activite1.g3w (Geospace).

1. Les droites (AD) et (EH) sont paralléles car le quadrilatére
ADHE est un rectangle.

2. Les droites (AD) et (CG) n‘ont aucun point commun, elles
ne sont pas pour autant paralléles : ces droites sont non-
coplanaires.

3. Les plans (ABD) et (BDH) sont sécants selon la droite (BD).
4. a. La droite (AB) est incluse dans le plan (ABE), donc |
appartient au plan (ABE).

La droite (CD) est incluse dans le plan (CDH), donc | appartient
au plan (CDH).

b. On construit par exemple l'intersection J des droites (HG) et
(EF), J appartient aux deux plans (ABE) et (CDH) donc (lJ) est la
droite d'intersection de ces deux plans.

5. Les plans (BDG) et (ADH) sont paralléles.

6. M doit étre tel que (LM) soit paralléle a (AD) et N tel que (LN)
soit paralléle a (AE).
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Activite 2 Orthogonalite d’'une droite

et d'un plan
L'objectif de cette activité est de proposer une démonstration d’'un
théoréme du cours. Le principal résultat utilisé est la formule d’Al-
Kashi qu’on utilise dans plusieurs plans de I'espace pour démontrer
finalement qu’une droite orthogonale ¢ deux droites sécantes d'un
méme plan est orthogonale d toutes les droites de ce plan.
1. a. Les droites (d,) et A sont perpendiculaires en A.
b. A est le milieu du segment [EE'].
c. Dans le plan (EBE'), (d;) est la médiatrice de [EE'].
d. BE =BE'".

2, EC=F'C.
‘Re . EC2 —BC2 —BE?
3.a.cosEBC= SBCXBE
crc_ E'C2—BC2 —BE? |
b. cosE'BC = 2BCXBE'

c. L'égalité cos EBC = cos E'BC est une conséquence des
égalités EC = E'C et BE' = BE.

4.a.EBC =EBM.

b. EM? = BE2 + BM? + 2BE x BM x cosEBM.

€. E'M2 = BE”2 + BM?2 + 2BE’ x BM x cos E'BM.

d. L'égalité EM = E'M est une conséquence des égalités
précédentes et de EBM= EB/\C EBM= E/B\C

cos EBC = cos E'BC et BE = BE'.

5.a.I" est la médiatrice de [EE'].

b. On déduit que I'"" est perpendiculaire a A donc que A est
orthogonale aT.

Aclivite 3 Coplanarité de trois vecteurs

L'objectif de cette activité est d'introduire la notion de vecteurs
coplanaires a partir de configurations simples permettant d'établir
des égalités vectorielles.



1.AC =DC = EF = HG.

2.CG =BF = AE = DH et i = AF = DG.
3. a. Le vecteur FG

b.JN = 1 A8 et N =Dl

c.KM = CL.

Aclivilé 4 Les randonneurs

dans le brouillard
L’objectif de cette activité est de découvrir la notion de
représentation paramétrique de droite. Pour cela, on utilise les

notions de trajectoires et de vitesses, le paramétre est alors le
temps exprimé en seconde.

x(t)=5000+ 0,6t
1. {y(t)=-3200+0,9t

z(t)=1800+0,1t
2. Au bout d'une heure, le groupe se trouve au point de
coordonnées (7 160 ; 40 ; 2 160).
3.A10h10.
4. a.Les deux groupes se rencontrent au point de coordonnées
(7520, 580; 2 220).
b.A7h30.

Correctifs: Dans le corollaire en bas de la page 234, il faut lire : « Si deux droites sécantes d’un plan % sont respectivement paralléles a

deux droites d’un plan @, alors les plans % et @ sont paralléles ».

A la page 236, dans la deuxiéme propriété il faut lire « AM = xu + yv'» et non pas « AB=xu+ YV,

Exercices

“ L'intersection des plans (ABC) et (BDC) est la droite (BC).
EN LUintersection des plans (EMN) et (ABC) est la droite (MN).
[EN 1.5iA BetCétaient alignés, les points A, B, C et D seraient
coplanaires.

2. L'intersection de (ABC) et (BCD) est la droite (BC).

- Ae(d)et(d)cPdoncAeP;A’'e(d’)et(d’)CcP doncA'eP'.
AeP NP doncAeA.

R voir livre page 426.

B8 Parrabsurde: supposons qu'il existe un plan % contenant
les points A, B, A’ et B'. La droite (d), c'est-a-dire (AB), est incluse
dans le plan %. De méme, (d’) est incluse dans le plan .
On arrive donc a une contradiction puisque (d) et (d') sont
supposées non coplanaires.

n Les droites (EF), (FG), (EG), (HF), (EH) et (HG).

n A et A’ sont paralléles.

[EN La droite (AB) est incluse dans le plan (ABC) et (AB) est
paralléle a la droite A, donc A est paralléle au plan (ABC).

m 1. Ladroite (AB) estincluse dans le plan % et E n‘appartient
pas a P, donc E n'appartient pas a (AB).

2. La droite (DC) est paralléle a (AB) et (AB) est incluse dans le
plan (ABE), donc (DC) est paralléle au plan (ABE).

EEN 1.Ladroite (BQ) est paralléle a la droite (AD) qui est incluse
dans le plan (ADE), donc (BC) est parallele a (ADE). La droite (BC)
est incluse dans le plan (BEC) donc paralléle a ce plan.

2. L'intersection des plans (BEC) et (AED) est la paralléle a (BC)
passant par E.

m 1. Les plans (ABC) et (EFG).

2. Les droites (AD), (BC), (AQ), (BD), (DQ), (AD), (EF), (FG), (HG),
(EH), (EG) et (HF).

3. Les droites (AB), (BC), (BD), (EF), (FG) et (FH).

EEN ABCestun triangle rectangle en A.

m 1.Sinon A, B, C et D seraient coplanaires.

2. La droite (AD) est orthogonale a la droite (AC) et (AD) est
orthogonale a (AB).

Les droites (AC) et (AB) sont deux droites sécantes du plan (ABC)
d’ou le résultat.

3. Les droites (AD) et (BC) sont orthogonales.

EER voir livre page 426.

E& 1.SinonD appartiendrait au plan (ABC).

2. BA = CA, BD = CD et IB = IC donc les points A, | et D
appartiennent au plan médiateur de [BC] et comme ces points
ne sont pas alignés, le pIan (AID) est ce plan médiateur.

EEA 1.a. Les vecteurs KJ JK, BG, GB, AH et HA.

b. Les vecteurs JK, HA et GB.

2.A1=1 AB+AE.

EEN AG=AB+ BC+CG or B BC= AD etC CG = DH = AE donc :
AG AB + AD+AE

EEX Le point M est le centre de la face ABCD, le point L est

confondu avec C et le pomt N est le centre de la face EFGH.

m 1. AN AB+BN AB + AC.

2. AM = AN + AD.

3. A N, M et D sont coplanaires.

EXN Les vecteurs %Eé et 3BD sont deux vecteurs non

colinéaires du plan (BCD) et ils sont respectivement égaux a

deux vecteurs du plan (AEF).

2N A(0;0;0),B(1;0;0),C(1;1;0),D(0;1;0),E(0;0;1),

F(1;0;1),G(1;1;1)etH(0;1;1).

EZN OAG4;-1;5).

EZN AB(12;-2;-6).

25 | Voir livre page 426

m 1. AB 1;2; 3)etAC(3 6;9).

2, AC 3AB donc AB et AC sont colinéaires et A, B et C sont

alignés.

EA 14;-2;2).

EX AB=43.

EXN 1.20+v(0;8;5).

2.w=20u+vdonc L_f, Vet w sont coplanaires.
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30 | 1.KI5(3;—8;—4) et;éﬂ ;2;8) donc —Xé+2XC’a pour
coordonnées (3 ; -8 ; —4) comme le vecteur AD.
2. On déduit que les points A, B, C et D sont coplanaires.

x==1+t
m y =344t avec tréel quelconque.
z=2-7t

m Voir livre page 426.
EEN 1.002;4;-1).
2.A(=3;2;1).
3.B(-1;6;0).
EXN 1.002;3;-1).
2.A(5;8;2).
3.t=3etB(7;11;1).
X=5+t—-t'
m y=2+t
z=1+2t+3t’
EA 1.A2;5;3).

2.yg=0.

avec t et t’ réels quelconques.

EZA 1. B n'appartient pas au plan (EFG) donc (BI) n'est pas
incluse dans ce plan. Les droites (BI) et (EF) sont sécantes dans
le plan (ABF) en un point J qui est commun a la droite (BI) et
au plan (EFG).
2. Ladroite (FG) est parallele au plan (ABC) donc (d) est parallele
au plan (ABQ).

1. Les droites (MN) et (AB) sont sécantes dans le plan (ABS).
Soit | le point d'intersection de ces deux droites, | est le point
d’intersection de la droite (MN) avec le plan (ABC).

2. Comme (AD) et (BC) sont paralléles, (d) est paralléle a (BC).
Or (BC) est incluse dans le plan (SBC), donc la droite (d) est
paralléle au plan (SBCQ).

EEN Notons @t le plan défini par les droites sécantes % et
9'. La droite (AA’) est l'intersection de R et P. La droite
(MM’) est l'intersection de % et @. Comme P et @ sont deux
plans paralléles, on déduit que les droites (AA’) et (MM’) sont
paralléles.

La droite (BB') est symétrique de la droite (AA’) par rapport a
(MM’), donc (BB’) est parallele a (AA’) donc a .

X3 1. La droite (AB) est parallele a la droite (EF) et (EF) est
incluse dans le plan (EFG), donc (AB) est paralléle au plan (EFG).
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2. |l s'agit de la paralléle a (AB) passant par |, donc de la
droite (IL).

3. Les plans (ADE) et (BFC) sont paralléles, la droite (Al)
intersection de (AIB) et (ADE) est donc paralléle a la droite (BL),
intersection de (AIB) et (BFC).

4. Les droites (IJ) et (KL) sont paralléles car toutes deux
paralléles a la droite (HF), donc (1)) est paralléle au plan (KLB).
La droite (Al) étant paralléle a la droite (BL), cette droite est
parallele au plan (KLB).

Comme (Al) et (1J) sont deux droites sécantes du plan (AlJ), on
déduit que les plans (AlJ) et (KLB) sont paralléles.

m 1. Les droites (1)) et (BC) sont paralleles donc (1)) est
paralléle aux plans (Ol)) et (OBC).

L'intersection de ces deux plans est donc la paralléle a (1J)
passant par O.

2. Ladroite (IK) est paralléle a la droite (OB) donc au plan (OBC).
(1)) et (IK) sont deux droites sécantes du plan (IJK) donc ce plan
est paralléle au plan (OBC).

EEX vraie, sinon les droites (d) et (d') seraient sécantes en un
point appartenant a la fois a (d) et 2 ce qui est absurde.

m Si A est paralléle a (AB), les points A’ et B’ d’'une part
et C' et D’ d’autre part sont confondus, A’B'C’'D’ est alors un
parallélogramme aplati. C'est également le cas si A est paralléle
a (AD).

Supposons que A n’est paralléle ni a (AB), ni a (AD).

(AA’) est paralléle a (DD’) donc au plan (DCD’).

(AB) est paralléle a (DC) donc au plan (DCD’).

(AA") et (AB) sont deux droites sécantes du plan (ABA"), donc
(ABA’) est paralléle au plan (DCD’).

Le plan (ABA’) coupe % selon la droite (A'B’) et le plan (DCD’)
coupe le plan & selon la droite (DD’), par conséquent (A'B’) et
(DD’) sont paralléles.

On démontre de la méme fagcon que les droites (A'D’) et
(B’C’) sont paralléles donc le quadrilatére A’'B'C’'D’ est un
parallélogramme.

A 9 est parallele @ @ qui est incluse dans chacun des plans
P et @, donc &' est paralléle aux plans % et @.

Comme de plus la droite 9’ est incluse dans le plan 2, la droite
d'intersection de % et P est paralléle a &'

De méme, la droite d’intersection de % et @ est paralléle a &'
m FAUX. Contre-exemple : soit ABCDEFGH un cube, la droite
(HG) est strictement paralléle au plan (ABC) et | le milieu de [AE]
n’appartient ni a (HG) ni au plan (ABC), alors que les plans (HGI)
et (ABC) sont sécants.

EEN VRAL (ABC) coupe (ACD) selon la droite (AC). Si @ est un
plan paralléle a (ABC), 2 coupe (ACD) selon une droite paralléle
a (ACQ) donc le plan paralléle a (ABC) passant par | coupe (ACD)
selon la paralléle a (AC) passant par | et en appliquant le
théoréme des milieux au triangle ACD, on déduit que cette
droite coupe [CD] en son milieu. On procéde de la méme facon
pour le segment [DB].

m La paralléle a (HG) passant par N coupe (FG) en O.

La paralléle a (BG) passant par O coupe (FB) en R.

La paralléle a (AB) passant par R coupe (AE) en Q.



La section du cube par le plan & est le quadrilatére NORQ.
G

E La paralléle a (LJ) passant par K coupe [AB] en M.

La paralléle a (JM) passant par L coupe [GC] en O.
La section du cube par le plan (IJK) est le pentagone LJOKM.

N
f o]

Ef— F H L G

“’, J// ““

E PN

I" \ O
Qf R

P C
D
A B D, \ C
17K
A M B

m La paralléle a (BC) passant par M coupe (AC) en N

La paralléle a (BD) passant par M coupe (AD) en O.

La section du tétraédre ABCD par le plan & est le triangle MON.
A

@
m La paralléle a (LJ) passant par K coupe [AD] en M.

La section du cube par le plan (IJK) est le quadrilatére LJKM
H G

L
\J
F

m La droite (EF) coupe
[BC] en H. La droite (EG)

coupe [BD] en L. La section
du tétraedre par le plan
(EFG) est le triangle ELH.

m La droite (EF) coupe
[CD] en G. La section du

tétraédre par le plan (AEF)
est le triangle AEG.

m Voir livre page 426.
A FAUX : I'intersection peut étre vide.

A K B
52 B paralléle a (LJ) passant par K passe également par le point

D. La section du cube par le plan (LJK) est le quadrilatére LIKD.
G

E3 vrAl: par exemple la section du cube ABCDEFGH par le

plan (ABC) est le carré ABCD.
m FAUX: le cube ne comportant que six faces, la section du
cube par un plan ne peut pas étre un polygone a huit cotés.

m FAUX : la section du cube ABCDEFGH par le plan (EGB) est
le triangle EGB qui est équilatéral donc non rectangle.
[0 ABCest équilatéral donc (Al) est perpendiculaire a (BC).
BCD est équilatéral donc (DI) est perpendiculaire a (BC).
La droite (BC) est donc orthogonale a deux droites sécantes du
plan (AID) donc (BC) est perpendiculaire a ce plan.
m 1. ABFE est un carré donc (BF) est perpendiculaire a (AB).
BCGF est un carré donc (BF) est perpendiculaire a (BC).
La droite (BF) est donc orthogonale a deux droites sécantes du

plan (ABQ), elle est donc perpendiculaire a ce plan.
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2. a.[AC] et [BD] sont les diagonales du carré ABCD donc (AC)
est perpendiculaire a (BD).

b. La droite (AC) est incluse dans le plan (ABC) et (BF) est
perpendiculaire a (ABC), donc (AC) est orthogonales a (BF).

La droite (AC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan
(BDH), donc (AC) est perpendiculaire a (BDH).

3. On démontre comme précédemment que (HG) est
perpendiculaire au plan (BCG) donc orthogonale a (CF).

De plus (CF) est perpendiculaire a (BG). On déduit alors que (CF)
est perpendiculaire au plan (BHG) puisque (CF) est orthogonale
a deux droites sécantes de ce plan.

4. La droite (BH) est incluse dans le plan (BDH) donc (AC) est
orthogonale a (BH). La droite (BH) est incluse dans le plan (BGH)
donc (CF) est orthogonale a (BH).

(AC) et (CF) sont deux droites sécantes du plan (AFC) donc (BH)
est perpendiculaire a (AFC).

X 1. Faux : par exemple dans le cube ABCDEFGH, les
droites (EB) et (BC) sont perpendiculaires mais (EB) n’est pas
perpendiculaire a (ABC).

2. Vrai : si (d') est perpendiculaire en A au plan %, toute droite
incluse dans le plan % et passant par A est perpendiculaire a (d’).
m 9 estincluse dans le plan % donc elle est orthogonale a A.
9 est perpendiculaire a (EF). (EF) et (EM) sont deux droites
sécantes du plan (EFM) donc & est perpendiculaire au plan
(EFM) donc orthogonale a la droite (MF).

Comme (MF) et & sont de plus sécantes, on déduit que ces
droites sont perpendiculaires.

m 1. [DB] et [AC] sont les diagonales du carré ABCD.

2. (DB) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (AEC)
donc elle est perpendiculaire a ce plan et (EC) est incluse dans
le plan (AEC).

EA voir livre page 426.

m 1. Vrai : conséquence de la définition.

2. Faux: par exemple dans le cube ABCDEFGH, (AB) et (EH) sont
orthogonales sans étre perpendiculaires.

3 1. vrai: SAB est isocéle en S donc SA = SB.

CAB est isocéle en C donc CA = CB.

2. (SC) estincluse dans le plan médiateur de [AB], donc (SC) est
orthogonale a (AB).

EZX 1. soit ale coté du cube. En appliquant le théoréme de

Pythagore aux triangles ADI et BFl on obtient DI = Fl = %a,

donc | est équidistant de D et F. On procéde de la méme fagon
pour les autres points.

2. Les six points appartiennent au plan médiateur de [DF].
m (OD) est la médiatrice de [BC] dans le plan (BCD) et
(AB) est orthogonale a (BCD) donc a (BC). (AOD) est donc
perpendiculaire a (BC) et O appartenant a (AOD), on en déduit
que (AOD) est le plan médiateur de [BC].

On démontre de laméme fagon que (OAC) est le plan médiateur
de [BD] et que (OAB) est le plan médiateur de [CD].

La droite (OA) est I'intersection des trois plans (OAC), (AOD)
et OAB).

EZN AE=BE=AF=BF=R,doncEetF appartiennent au plan
médiateur de [AB].
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AG =BG = AH = BH = R’, donc G et H appartiennent au plan
médiateur de [AB].
m FAUX:[AG] et [BH] sont les diagonales du parallélogramme
ABGH et ABGH n’est pas un losange.
m VRAI : il s'agit du carré IJKL ou |, J, K et L sont les milieux
respectifs de [AB], [EF], [HG] et [DC].
EZ3 FAUX : les droites (AE) et (FG) ne sont pas sécantes, elles
sont seulement orthogonales.
m VRALI : (EB) est paralléle a (HC) et (HC) est perpendiculaire
a (DG).
EZA 1. AP = 2AK donc K est le milieu de [AP]. [AP] et [BC] ont le
méme milieu, donc ABPC est un parallélogramme.
;Tvn = 2Kidonc | est le milieu de [AM]. [AM] et [CD] ont le méme
milieu, donc ACMD est un parallélogramme.
m e ZﬁdoncJ est le milieu de [AN]. [AN] et [BD] ont le méme
milieu, donc ABND est un parallélogramme.
2.ABPCet ABND sont des parallélogrammes doncﬁ;:@: ﬁ
et CPND est un parallélogramme, ses diagonales [BM] et [DP]
ont le méme milieu.
ABPC et ACMD sont des parallélogrammes donc A?E -BP= ﬁ/l
donc BPMD est un parallélogramme et ses diagonales [BM] et
[DP] ont le méme milieu.
EZ3 1.3AK = 3AB + 3BK = 3AB + 2BD + DE

=3AB + 2BA + 2AD + DA + AE

=AB + AD + AE.

2. AB+AD+AE AB +BC+CG=AG.
3. 3AK = AG, donc A, K et G sont alignés.

m1.K_E'=ﬁ\+H§+BE_ BA+AB+3BC+ CD

:iﬁ+%ﬁ+%AC+§CD

= 3AB+ Ac+ CD
Kl=_lag o+l 1
2. KL= 4AB+2AC+4CD.

3. ié = 3EI:, doncK, L et E sont alignés.

E voir livre page 426.

0 1.rauxsic n'appartient pas a (AB).

2. Vrai : soit ﬁ est nul, soit ﬁest un vecteur directeur de la
droite (AB) et dans ce cas il existe t € R tel que 5 = tﬁ

(32 KN IJ_ 1 AB ABet KL— 13g SB. Cnappartenant pasa(SAB) SC

AB et SB ne sont pas coplanalres donc SC IJ et KL non plus.
2. les pomts B J, K et S sont des points du plan (SBC).
EI 1.BA + BD = 2BK.

—_— — — — —  —

ZBF 2BK=BF -BA-BD =AF + DB
5+ DB =DE=3 5= 3K

3. B? + ﬁ(’ = 35, donc ﬁ Ej et B? sont coplanaires.
4. B, F, K et J sont coplanaires.

84 | 1.W=%R—

AB.

1a8:MP=3aB+2AC-AD:
5 AB;MP =5 AB+ 3 AC-AD;

Mo=1ap-1
MQ—3AD 2



2.6MN - 3MQ = MP.

3. MF; s'écrit en fonction de W\] et M4(5 donc ces trois vecteurs
sont coplanaires.

4. M, N, P et Q sont coplanaires.

E3A 1.Commeu, Vet wne sont pas coplanaires, t/ et vne sont
pas colinéaires, donc si t est coplanaire avec u et v alors il existe
des réels a et b tels que t=au+bv.

2.a.0nadans ce cas au + bv'= a'u + b'w soit :

(a-a)i+bv-bw=0.

Or les vecteurs L_f, Vet w sont non coplanaires, donc I'égalité
précédente impliquea=a’,b=0etb' =

b. tet u' sont alors colinéaires.

3. La droite d'intersection de P et P’ est dirigée par le vecteur u.
m Non, sauf si U et V'sont supposés non colinéaires.

1= +8i- 155- 18R 1A6,

2. De méme JT(= l B?f ;B et E dirigent le plan (ABC) donc
1 ABet - BC dmgent le plan (ABC). Or et JK dirigent le plan
(IJK), (ABC) et (IJK) sont donc paralléles.

EEN 1.1=1H+HG + GJ= 3 EH + HG + 3 GF = HG.

2. Al=AK+KH + Hi= 3AD+KH+3HE KH.

Les vecteurs Af et IJ dirigent le plan (AlJ) et les vecteurs H_é et
KH dirigent le plan (GHK), donc ces plans sont paralléles.

EX 1.Hi=

2. HI ;EG+GJ doncx—%ety=1.

lA_B'—A_E';E_c-‘.':A_B}/Té;G_J'——fAD AE.

3. (HI) est parallele au plan (EGJ).
EXN VRAI:les points A, I, J etK appartlennent au plan (ABG).

m FAUX:sinon comme AB H| AH on aurait AB colinéaire

a AH donc B appartiendrait a (AH).
m Voir livre page 426.
EZN AB(3;4;-1) et AC(15;20;-5) donc AC = 5AB.

95 BR 2.
2::::: ‘-',S- ?—>R Prompt R
Saisir U -5 Prompt S
Saisir V 1>T Prompt T
Saisir W ?—>U Prompt U
X prend la valeur U— R {=\ PromptV
Y prend la valeur V- S 7->W Prompt W
Z prend la valeur W— T U-R—>X U-R—>X
Afficher X V-S>Y V-S—>Y
Afficher Y W-T—>Z W-T—>Z
Afficher Z Xd Disp X
Yd Disp Y
74 Disp Z

EA 1.M(-7;-12;9).
2.AB(3;4;-2) et AM (=6 i-8;4), donc:

AM = —2AB.
EA 1.13;3;-2) etK4;5;-5).

2.GK(3:6;-9) et GL(2; 4;-6), donc GK = 1,5GL.

0 632 arr(4:221-2)

Xg + Xp =Z= Xc+Xp . Ye+ Ve _ :yc+yD
2, P 5 5 ; 5 4 5 et
Zetz _ _3_Zctn
2 T2
.13.3
(99 KN G( 3, 4)
2.100;0;2)e K(1 %%)
3 Xp + Xk :O.YD"'YK:ﬁ, ptZx _ 3
2 2 4" 2
i 1. Saisir R
Saisir S
Saisir T
Saisir U
Saisir V
Saisir W
X prend la valeur Y ; R
Y prend la valeur v ; )
Z prend la valeur W2+ T
Afficher X
Afficher Y
Afficher Z
2. CASIO TEXAS
?—>R Prompt R
7S Prompt S
75T Prompt T
?7—>U Prompt U
75V Prompt V
7->W Prompt W
(U+R)/2 > X [ (U+R)/2 > X
(V+S)/2 > Y (V+S)/2 > Y
(W+T)/2 > Z | (W+T)/2—Z
Xd Disp X
Y4 Disp Y
Z4 Disp Z

iIII AB(2 10:3), AC(0;2;-1)et AD(-2;2;-4).

AC AB + AD donc A, B,CetD sont coplanaires.

{71 AB(3;0;-3),AC(2;7;5) et AD(8;7;1).

A_IS = 2ﬁ+ KC, donc A, B, C et D sont coplanaires.

103] 1.@(2;—1 ;=1) etﬁ(1 14, 1):;B'et;Cne sont pas
colinéaires.

2.x=3.

LZ] 1.AB =26 et AC=+26.

2. ABCestisocéle en A.

I AB=BC=CD=DA=+89, ce qui prouve que ABCD est
un losange.

L 1.

Saisir R

Saisir S

Saisir T

Saisir U

Saisir V

Saisir W

L prend la valeur (U — R)2 + (V — S)2 + (W — T)2
Afficher L
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2,
CASIO TEXAS
?—>R Prompt R
755 Prompt S
7T Prompt T
=0 Prompt U
-V Prompt V
7>W Prompt W
JU-RZ+(V-82+W -T2 5L U-RZ+(V-92+W-T2_5|
L4 Disp L

N L RN
T 1. v et v ne sont pas colinéaires donc u, v et w sont
coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels

2=a
queW:aU+ bv, ce qui équivauta<3=a+b.
4=>b

R . N
Ce systéeme n'a pas de solution, donc les vecteurs u, v et w ne
sont pas coplanaires.

a0 o
2.t=2u-3v+w.

o o L IR

LT 1. 4 et v ne sont pas colinéaires donc u, v et w sont
coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels

1=-2a+b
que w = au + bv'ce qui équivaut a {2 =3a
-1=a+3b

Ce systeme n'a pas de solution, donc les vecteurs U vetwne
sont pas coplanaires.

2.0 =u+v+2w.

m FAUX: ﬁ(1 ;15 1) et R(Z ; 3;4) ne sont pas colinéaires.
E VRAL:w=0+V.

EE] FAUX:AM= v70 et BM=+097.

X=2+t
& 1. y=7+2t avecteR.
z=-1-2t
B(0;3;3).
x=1-2t
Ma. y=2+t avecteR.
z=3+t
x=t
b. !y =)t avecteR
z=1-t
X=2
c. Jy=3-2t avecteR.
z=-2+13t
x=1-t
d. y=0 avecte R.
z=3t

m 1.A¢ (d)carx=-2<t=-2etdanscecasz=11.
2. U(3 ; 1;-5) est un vecteur directeur de (d) et BC(-12;-4;20)
soit BC = —43, donc (BC) et (d) sont paralléles.

x=1+3t
3. ly=4+t avecteR.
z=2-5t

m 1.A¢(d)carx=3t=-Tety= 54:)t—1
2. u( —-2;5;0) est un vecteur directeur de (d) et BC (8;-20;0)
soit BC = —4u, donc (BC) et (d) sont paralléles.
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x=2+8t
3. {y=3-20t avecteR.
z=5
x=1-6t
y=2+2t avecteR.
z=-3+4t

EE voir livre page 426.

BB 4(4;1;-1) est un vecteur directeur de (d).

U'(2;1;3) est un vecteur directeur de (d').

Les vecteurs U et U’ ne sont pas colinéaires donc (d) et (d') ne
sont pas paralléles.

T+4k=2t T+4k=2t
Le systeme {—1+k =3+t équivauta {—1+k =3+t soit:
2—-k=-2+3t 1=1+4t
k=4
t=0

Les dr0|tes (d) et (d") ne sont pas coplanaires.
E 1. AB(1 2;3)et AC (3;4;5) ne sont pas colinéaires.

x=1+t+3t’
2.9y =1+2t+4t" avecte Rett' e R.
z=1+3t+5t'
3+t=1
122 1.A(1;-5;-5) et le systeme {—1+2t'=—5 équivaut a
t+t'=-5
t=-2

t'=-2  donc ce systéme n’a pas de solution: A & P.
t+t'=-5
2.0(2;1;3) est un vecteur directeur de (d) et P est dirigé par
le couple constitué des vecteurs V(1 ;0;1) et W(O i2:51).

2a+b=0
L'égalité au + bV + cw = 0 équivaut & {a+2c=0 soit a
3a+b+c=0
b=-2a
_ 1 a=0
€==2% eta {p=o.
%a=0 c=0

Les vecteurs U, v et w ne sont pas coplanaires donc la droite
(d) etle plan % sont sécants. (On peut déterminer que le point
d'intersection est Q(5;-3; 1).)

t—t'=2
[123] 1.A(2;0;3)etlesysteme {1+t'=0 équivauta:
4-t=3
t-t'=2
t'=-1

t=1
La premiére équation est vérifiée, donc A € P.
2. L_f(—1 ;3 2) est un vecteur directeur de (d) et P est dirigé
par le couple constitué des vecteurs V(1;0;-1)etw(-1;1;0).
—-a+b-c=0
L'égalité au + bv + cw = 0 équivaut a {3a+c=0 soita
2a-b=0



4a=0 a=0
c=-3a eta {p=0.
b=2a c=0

Les vecteurs U, v et w ne sont pas coplanaires donc la droite (d)

et le plan ? sont sécants (en A).

7 La droite (AB) et le plan sont sécants en Q (% 725 0).

EH FAUX:x=2 o k=-2ety=4c k= %-

m VRAI car V(2 ; 4 ; —6) est un vecteur directeur de (d) et :
Q=17

B2 VRAL SoitAde parametres t=0ett’' =0, B de paramétres

t=1ett'=0,Cde paramétrest=0ett' =1 :AB=uUetAC=V

2+t+t'=4
128 FAUX:B & %P carle systeme Y1+t —t'=1 quiéquivauta
3+t=1
t+t'=2
t'=-2 n’apasde solution.
t=-2

B8 petc appartiennent au plan médiateur de [AB].
(E] AB(2;-3;-4) et AC(6;-9;-12), donc AC = 3AB.
x=1-t
E {y=7-7t
z=-2+6t
E 1.;6(—1 ;2;3)etA7E(3;5;6).Eéet;énesont pas
colinéaires donc A, B et C définissent un plan.
x=1-t+3t’
2. 1y =2t+5t'

z=3t+6t'
3.m=12.

EEE] 1. AB =26 et AC = ¥26.
2. ABCestisocéle en A.

etC(-1;-7;10).

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 426 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

m (BD) est perpendiculaire a (AC). (BD) est incluse dans
le plan % et (SI) est perpendiculaire au plan % donc (BC) est
orthogonale a (Sl). (AC) et (SI) sont deux droites sécantes du
plan (SAC) donc (BD) est perpendiculaire au plan (SAC).
3 (B est perpendiculaire a (Al). (BC) est incluse dans le plan
P et (DA) est perpendiculaire a % donc (BC) est orthogonale a
(DA). (Al) et (DA) sont deux droites sécantes du plan (ADI) donc
(BC) est perpendiculaire au plan (ADI).

x=-1+8t
y=2-3t avecteR.C(15;-4;11).
z=-3+7t

X =5-4t
EH jy=1

z=2+3t

avecte R.C(13;-2;-4).

D> Déterminer une équation cartésienne d’une sphére

) La sphere de centre A et de rayon 3 est 'ensemble des points

M de I'espace vérifiant AM = 3.

>AM?Z=(x-1)2+ (y-5)%+ (z- 3)2

> M appartient a & si et seulement si :

(x=1)2+4(y-52+(z-3)2=9.

d(x-1)2+(y-52%+(z-3)?=9

équivautax?-2x+1+y2-10y+25+22-62+9=9

ce qui équivaut a x2 + y? +z2 - 2x- 10y - 62+ 26 = 0.

> La droite (d) a pour représentation paramétrique :
X =—=2+5t
y=1+2t
z=1+t

) Le point M de (d) de parametre t appartient a & si, et

seulement si, t est solution de I'équation :

(245824 (1 +28)2+ (1 + )2 - 2(-2 + 5¢)

-10(1+2t)-6(1+t)+26=0
ce qui équivaut en développant a 30t2 - 50t + 20 = 0 soit a:
3t2-5t+2=0.
) L'équation 3t2 - 5t + 2 = 0 a deux solutions : t; = % ett,=1.

avecte R.

Par conséquent la droite (d) coupe & en deux points : le point
N 4.7.5 .
M, de paramétre 3C est-a-dire M, (3 i3 3), et le point M, de
parametre 1, c'est-a-dire M,(3; 3; 2).
2 2 2
YAM 2= (4_ 7_ 5_
?=(3-1 +(-5) +(3-3)
2 2

UIRE R T o
donc AM; =3.
AM;2=(3-1)2+(3-5)2+(2-3)2
=224 (-2)2+(-1)2=4+4+1=9
donc AM, = 3.
5 1. (x=3)2+ (y-3)2+ (z+ 1)2=25.
2. L'intersection de S et de (BC) est constituée de deux points :
My(0;-1;-1) et My( L2 L1 1)

Ed 1.2 +y2+2=1.

X =T+t
2. y=1+t avecteR.

z="1+at
3. a. (d3) et & sont sécants en deux points, I'un de paramétre
t= % et l'autre de paramétre t' = %

b. (d,) est tangente a & en le point de paramétre —%, c'est-a-

dire en M(%;%;—%).

4.a.(T+02+(1+02+ (1 +at)=1
S1T+2t+t24+1+2t+t2+ 1+ 2at+a*t?=1

ce qui équivaut a (a® + 2)t2 + (2a+ 4)t+2=0.

b.A,=4a(4-a).

c.Sia €10;4[: deux points d'intersection.

Siae]-o;0[ Ul4;+0[:aucun point d'intersection.

Sia €{0;4}:un unique point d'intersection.

EJ 1. MA = 2MB < MA2 = 4MB2 ce qui équivaut a :
(-1=-x2+(1-y2+(5-22=4[5-x2+ (7 -y)?+(-1-2)
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et en développant, on obtient :

-3x2+42x-3y? + 54y -322-18z-273=0,
soit en divisant les membres de cette égalité par -3 :

X2-14x+y?-18y+22+62z+91=0.

2.x2-14x=(x-7)2-49;y2-18y=(y-9)>-81;
224+ 6z=(z+3)2-9.
X2-14x+y?-18y+22+62+91=0
équivauta (x-7)2+ (y- 9)? + (z+ 3)2=48.
& est la sphére de centre Q(7; 9 ; -3) et de rayon v48.
3. x =y =0 conduit a (z + 3)2 = -82, donc pas de point
d’intersection avec I'axe des cotes.
x=z=0conduita (y-9)2=-10, donc pas de point d'intersection
avec l'axe des ordonnées.
y=z=0conduita (x-7)2=-42,donc pas de point d'intersection
avec I'axe des abscisses.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Optlimisation d’'une distance

L’objectif de ce TP est de déterminer la position d’un point M de
I'espace sur un segment rendant minimale une longueur.

La premiére partie est consacrée a la construction de la figure a
I'aide d’un logiciel de géométrie dans I'espace et a des conjectures.
Dans une seconde partie, on démontre ces conjectures par des
considérations géométriques et en étudiant les variations d’une
fonction.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium:08_TS_TP1.g3w (Geospace).

A. Construction et conjecture a I'aide d’un logiciel de
géométrie
1. a. Pour créer un point, choisir le menu Créer Point
Pointrepéré Dansl'espace puis renseigner la fenétre et
cliquer sur OK . Pour créer les autres points, on fait apparaitre
directement la fenétre en cliquant sur l'icéne bis .
Correctif : il se peut qu’il manque dans certains manuels en bas de
page la précision Dans l'espace .
b. Pour tracer le tétraédre, choisir le menu Créer Solide
Polyédre convexe  Défini par ses sommets puis renseigner la
fenétre et cliquer sur OK .
c. Pour construire le point I, choisir le menu Créer Point
Milieu puis renseigner la fenétre et cliquer sur OK .
2. a. Pour construire le point M sur le segment [AC], choisir le
menu Créer Point Pointlibre = Surunsegment puisrenseigner
la fenétre et cliquer sur OK .
b. Pour construire le plan %, choisir le menu Créer Plan
Perpendiculaire a une droite puis renseigner la fenétre et cliquer
sur OK .
c. Pour tracer la section du tétraedre par le plan &, choisir le
menu Créer Ligne Polygone convexe
Section d'un polyédre par un plan  puis renseigner la fenétre et
cliquersur OK .
d. Pour construire le point N, choisir le menu Créer Point
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Intersection droite-plan puis renseigner la fenétre et cliquer
sur OK .

e. Lorsque M est en A, le point N est en O. Lorsque M esten C,
le point N est en B.

3. a. Pour afficher la longueur MN, choisir le menu Créer
Affichage
et cliquer sur OK .

b. M est tel que AM est le tiers de AC. On conjecture que la
valeur minimale de MN est 0,8165.

Longueur d’'un segment  puis renseigner la fenétre

B. Démonstration

1. a. Le plan perpendiculaire a (AB) passant par | est (OCl).

Or (OB) et (OCl) se coupent en O donc si M esten A, N esten O.
La droite (Cl) est perpendiculaire a (AB) donc (AB) est incluse
dans le plan perpendiculaire a (Cl) passant par I.
L'intersection de ce plan avec la droite (OB) est donc le point B.
Par conséquent siM esten C, N est en B.

b.SiMesten A, MN=A0=1.

SiMestenC, MN=CB =+2.

2.a.M e [AC] doncil existe t € [0; 1] tel que m = tE.
b.M(1-t;0;1).

—

3.a2.ON' = tOB donc N’ € (OB).
b.1(3:5:0).

c.IM= /2t2—t+%.

d.IN'= Irl—r+%.

e. W(t— 1;t;-t)donc MN"2=(t - 1)2+ t2 + (-t)? soit :
MN"2 =3t2-2t+1.
£.IM2 + IN'2=2t2—r+%+t2—t+%= 3t2-2t+ 1 donc IMN’ est
rectangle en | d'aprés le théoreme de Pythagore.
g. N et N’ sont confondus.
4.a.f'(t)=6t-2.
b.

signedef’ - +

¢. MN est minimale lorsque MNZ est minimale donc pour t= %

d. La valeur minimale de MNZ2 est % donc la valeur minimale

de MN est E

e. Oui puisque E =~ 0,8165.

TP 2 Seclion plane d’un télraedre

L’objectif de ce TP est de construire, a I'aide d’un logiciel de
géométrie plane, la section d’un tétraédre par un plan déterminé
par trois points situés chacun sur une des faces du tétraédre. On
envisage dans un premier temps le cas ou le plan est paralléle a
une des faces, puis dans le cas plus général on construit pas a
pas l'intersection du plan avec chacune des faces du tétraédre en
apportant a chaque fois les justifications nécessaires. Dans une
derniére partie, on utilise un logiciel de géométrie dans I'espace



pour observer les différentes sections possibles du tétraédre par
un plan.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium: 08_TS_TP2.ggb et 08_TS_
correctionTP2.ggb (GeoGebra); 08_TS_TP2.g3wet08_TS_
correctionTP2.g3w (Geospace)

A. Le plan (LJK) est paralléle au plan (BCD)

1. (BC) est incluse dans le plan (BCD) qui est paralléle au plan
(1JK) donc (BC) est paralléle au plan (1JK). D’autre part (BC) est
incluse dans le plan (ABC) donc paralléle a ce plan. La droite
d'intersection de (ABC) et (IJK) est donc parallele a la droite (BC).
2. L'intersection de (IJK) et (ABC) est la droite parallele a (BC)
passant par l.

L'intersection de (1JK) et (ACD) est la droite paralléle a (CD)
passant par J.

L'intersection de (1JK) et (ABD) est la droite paralléle a (BD)
passant par K.

B. Les plans (IJK) et (BCD) sont sécants
1. Pour construire l'intersection de deux droites chacune
définies par deux points:
» Construire les droites : cliquer sur 'icone [Z

Droite passant par deux points , puis cliquer sur chacun des points
définissant la droite. Recommencer pour la deuxieme droite.
* On construit ensuite le point d'intersection en cliquant sur
la fleche en bas a droite de I'icbne ' "
sélectionnant E
déroulant. On clique ensuite sur chacune des droites.
» Pour renommer le point créé, on positionne le pointeur sur
le point, on clique droit et dans le menu qui apparait on choisit
Renommer.
2. Si deux des trois droites étaient paralléles a (BCD), (1JK)
contiendrait deux droites sécantes, chacune paralléle au plan
(BCD), (IJK) serait donc paralléle au plan (BCD).
3. a. Les droites (IK) et (D'C’) sont incluses dans le plan (AIK).
(D'C’) est la droite d'intersection de (AIK) et (BCD), le point
d'intersection de (IK) et (BCD) appartient donc a (D'C’).
b. On construit le point B” intersection de (AJ) et (CD). V est le
point d’intersection des droites (1)) et (B'D’).
c. (d,) est la droite (UV).
4, a. Ces droites sont coplanaires, si (d;) était parallele a deux
des trois droites, ces deux droites seraient paralléles entre elles,
ce qui est impossible car BCD est un triangle.
b. (d,) est la droite (IM) et (ds) est la droite (JN).
c. Si on avait (d,) paralléle a (AB) et (d;) paralléle a (AD), le
plan (IJK) contiendrait deux droites sécantes, toutes les deux
paralléles au plan (ABD). (IJK) et (ABD) seraient donc paralléles
ce qui est impossible car ces plans ont un point commun sans
étre confondus.
d. (d,) est la droite (RK).
5. a. (d,), (AD) et (BD) sont coplanaires dans le plan (ABD) et
(AD) et (BD) sont sécantes.
b. S appartient a (d,) et (d4) estincluse dans le plan (1JK), donc
S appartient au plan (LJK).
S appartient a (AD) et (AD) est incluse dans le plan (ACD), donc

Nouveau point puis en
Intersection entre deux objets dans le menu

S appartient au plan (ACD). On déduit donc que S appartient a
(d3). Comme par ailleurs N appartient a (ds), (SN) est la droite (d3).
6. |l s'agit du quadrilatére RSNM.

C. Observations des différentes sections
1. Pour créer le plan (1JK), choisir le menu Créer Plan
Nommé défini par trois points  puis renseigner la fenétre.
Correctif : il se peut qu'il soit indiqué par erreur dans certains
manuels en bas de page le menu Créer  Plan
Nommé défini par les plans .
2. Pour créer la section du tétraedre T par le plan (1JK), choisir
le menu Créer Ligne Polygone convexe
Section d'un polyedre par un plan
3. Pour déplacer un point, placer le pointeur sur ce point,
cliquer gauche, une main apparait a la place du pointeur,
déplacer alors la souris tout en maintenant le bouton appuyé.

CAP VERS LE BAC

Sujet A

1.a.E:%EP\: E: %E& et 5:6_6, doncﬁzfédonc ACLI

est un parallélogramme.

b. (LI) et (AC) sont paralléles d’apres la question 1. a. Dans le
triangle ABC, J est le milieu de [AB] et K est le milieu de [BC],
donc (JK) est paralléle a (AC). Par conséquent (LI) est paralléle
a (JK).

c. Les points |, J, K et L sont coplanaires car (JK) et (LI) sont
paralléles. (1)) et (KL) ne sont pas paralleles car (1)) est paralléle
a (EB) et (LK) est parallele a (BC), or (EB) et (BC) sont sécantes.
d. (lJ) C (ABF), donc M € (ABF).

(LK) c (BCF), donc M € (BCF).

M appartient a l'intersection de (ABF) et (BCF), c'est-a-dire a (BF).
2. (ACH) et (BEG) sont paralleles.

3. N € (ABG), (GN) et (AB) sont sécantes dans le plan (ABG).
Or (AB) est incluse dans (ABC), donc le point d’intersection S de
(GN) et (AB) est le point d'intersection de (GN) et (ABC).

4. (RL) et (AC) sont sécantes dans le plan (ACG) et leur point
d'intersection est celui de (RL) et (ABC).

: G
R&._\ "/"’
N/, L
T
I
Q -==C
S ,»;:’_' ______________ e
A 3 !

Sujet B

1.a.|(1;1;—1),J(§,~ —%)etK(—3;—3;3).

1.
X
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b. IJ(— Y _f) etIK(2 -4:4). IJ etIKne sont pas colinéaires,
donc les points |, J et K définissent un plan.
2. Soit U= ZUet V= %R Le plan (IJK) est dirigé par le couple
constitué des vecteurs U et v. La droite (AD) est dirigée par le
vecteur W:%A_Ii Onau(3;-1 ;—3),\7(1 ;-2;2)et W(3;—1 ;1)
et I'égalité au + bv'+ cw = aéquivaut a:

3a+b+3c=0 b=-3a-3c b=-3a-3c

—-a-2b—-c=0 ©1:5a+2c=0 < i5a+2c=0
—-3a+2b+c=0 —-9a-c=0 c=-9a

b=-3a-3c b=0
&131-13a=0 <3a=0-
c=-9a c=0

U, Vet w sont donc non coplanaires donc (AD) et (IJK) sont
sécants.

3. Correctif : il se peut qu'il soit indiqué dans certains manuels que
X[ :—lﬁ+ﬂ(:ilfautlirei= —U+ lﬁ(’.

L (— '—% 5) L appartient a (IJK) par définition de L.

) donc AD 4AL et L appartient a (AD).

) AG( ;). H(’ et Ké ne sont pas colinéaires.
Donc A, K et G ne sont pas alignés.

3.a.A1=A1="2,61= 6= etKestle milieu e 1.

Donc (AKG) est Ie plan medlateur de [lJ].

b.ID=JD= % donc D appartient au plan médiateur de [IJ].

4. A, K, D et G sont coplanaires et A_I5 et AG ne sont pas
colinéaires, il existe donc a et b tels que AK = aAD + bAG.

On obtienta=b=—

Sujet D
x=1+2t
1.yy=-2-3tavecteR.
z=-1-t

-3;-1) est
un vecteur directeur de A. U et AB ne sont pas colinéaires, donc
A et A’ ne sont pas paralléles.

2. U(—] ;2; 1) estun vecteur directeurde A’; AB(2;

1+2t=2—-k 1+2t =3+t t=2
—2-3t=1+2k & 1-2-3t=-1-2t &t =-1
—-1-t=k k=-1-t k=-1-t

donc ce systéme n’a pas de solution, A et A’ ne sont pas

sécantes.

A et A" sont donc non coplanaires.

3. a.a(2;7;—3) et &(—1 —1).a)etC?ne sont pas

colinéaires, donc les points C, D et E définissent un plan.
o 2=2a-b

b. AB =aCD + bCE équivauta \—3=7a+9b qui conduita:

-1=-3a-b
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__4
b= 5
_ B=3cp-4cE
a= donc AB = 5CD 5 CE.

a=

uilw nijw

Les vecteurs AB, CD et CE sont donc coplanaires.
c. A est paralléle au plan 2.

Sujet E

1.a.L71 (1 ;3;0)et52(2;1 ;=1).
b. (71 et UZ ne sont pas colinéaires, donc les droites (d,) et (d,)
ne sont pas paralléles.
3a=0,5+2b a=15
9+3a=4+b < ya=-1donc (d;) et
2=4-b b=2
sécantes. (d,) et (d,) sont non coplanaires.
2.2.A,3;9;2) appartienta (d, )etA,S(0;5;:1,9).
On pose v; = A S Le plan 9’, est dirigé par les vecteurs u; et v,
et I'égalité au1 + bv1 +cly= 0 équivauta:

(d;) ne sont pas

a+2c=0 a=0
3a+5b+c=0<71b=0.
1,9b+c=0 c=0

Les vecteurs L_f1, \71 et L72 ne sont pas coplanaires, donc la droite
(d,) est sécante au plan %;.
b. A,(0,5;4;4) est un point de (d,) et Eé (2,5;0;-39).
On pose 72 = Eé Le plan %, est dirigé par les vecteurs L72 et \72
et I'égalité al72 + b\72 U, = aéquivaut a:

2a+2,5b+c=0 a=0

a+3c=0 <3 b=0.

-a-3,9b=0 c=0
Les vecteurs U, , v, et Uy ne sont pas coplanaires donc (d;) est
sécantes au plan %,.
c. (R) doit étre la droite d'intersection de P, et P,.

Sujet F

1. Affirmation C.

2. Affirmation B.

3. Affirmation C.

4, Affirmation A.

ﬂ La section du cube par le plan (IJK) est le pentagone HIJMK.
G




x =1-5t
152K y=1+4tavecteR.
z=3-t

2.C(-39;33;-5).
@ (1J) et (KD) sont perpendiculaires. La droite (HD) est
perpendiculaire au plan (EFG) et la droite (1)) est incluse dans
le plan (EFG), donc (HD) est orthogonale a (1J). La droite (1)) est
orthogonale a deux droites sécantes du plan (DHK), donc (1J)
est perpendiculaire a ce plan.
(E] AB(-5;-1;2) et AC(4;-1;-3).

—5a+4b+6c=0

L'éqgalité aﬁ+ bﬁ+ cu= aéquivauté —a—-b+3c=0 soit
2a-3b+c=0
-b+21c=0 b=21c b=0
aja=b-3c etaja=b-3csoit{g=0.
-b-5¢c=0 b=-5c c=0

—

Les vecteurs AB, AC et u ne sont pas coplanaires donc (d) est
sécante au plan (ABC). Le point d'intersection est E.

POUR ALLER PLUS LOIN

E 1.3 est la droite (OM).

2.3 est incluse dans le plan déterminé par O et (d).

E 1. (BJ) est paralléle a (HI) et (HI) est incluse dans le plan
(ACH), donc (BJ) est paralléle a (ACH).

2. D n’appartient pas a (ACH) donc (DJ) n’est pas incluse dans
le plan (ACH). Les droites (DJ) et (HI) sont sécantes dans le plan
(DBF) en un point Q et Q est l'intersection de (DJ) et (ACH).
E 1. a.Si A, B et C étaient alignés, les droites A;, A, et A;
seraient coplanaires dans le plan (OAB).

b. Ces droites sont coplanaires dans le plan déterminé par les
droites sécantes A, et As.

2. (BC) est incluse dans le plan % donc (BC) est paralléle a .
Si (BC) est paralléle a (B'C’) alors (BC) est paralléle a % puisque
(B'C’) est incluse dans le plan %’. Avec le théoréme du toit, on
déduit que la droite d'intersection A de % et P’ est paralléle
a (BO).

3. Notons R le point d'intersection de (BC) et (B'C’). Comme (BC)
est incluse dans le plan &, R est un point de %. Comme (B'C’)
est incluse dans le plan %', R est un point de %’. R appartient
donc aux deux plans & et %' donc a leur droite d'intersection A.
4, Les plans (OAB) et 2’ sont sécants selon la droite (A'B’).

le Adoncl e @' ;1 € (AB) donc | € (OAB). | appartient donc a
la droite d'intersection de %’ et (OAB), soit (A'B’).

On fait le méme raisonnement pour J et K.

E 1. Dans le triangle AHF, L est le milieu de [AH] et M est le

milieu de [AF] donc d'apreés le théoréme des milieux LM = %HF.

2. On démontre de la méme fagon que chacune des arétes
de l'octaedre a pour longueur la moitié de la diagonale d'une
face du cube.

3. Les points J, K, L et M sont coplanaires car les droites (LM) et
(KJ) sont paralleles puisque toutes les deux paralleles a la droite
(HF). Le quadrilatere JKLM est un losange car ses cOtés sont

de méme longueur. Les diagonales [LJ] et [MK] sont de méme
longueur, donc le losange JKLM est un carré. On démontre de
la méme facon que IKNM et IJNL sont des carrés.

4. (MK) et (LJ) sont les diagonales du losange JKLM donc ces
droites sont perpendiculaires. Les segments [MK] et [LJ] se
coupent en leurs milieux.

D’autre part HLBJ est un parallélogramme, donc le milieu O de
[HB] est aussi celui de [LJ]. On raisonne de la méme facon pour
les autres droites.

@ 1. a. (EC) est incluse dans le plan (EGC) qui est
perpendiculaire a (HF) donc (EC) est orthogonale a (HF).

b. (AF) est perpendiculaire au plan (EBC) et (EC) est incluse dans
ce plan donc (EC) est orthogonale a (AF).

c. (EC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (AFH),
donc (EC) est perpendiculaire a ce plan.

2. a. (EBQ) est le plan médiateur de [AF] et (EC) est incluse
dans le plan (EBC), donc | appartient au plan médiateur de
[AF]. | est donc équidistant de A et F. Comme H est également
équidistant de A et F, dans le plan (AFH), (HI) est la médiatrice
de [AF].

b. | est le centre de gravité du triangle équilatéral AFH.

3. Le tétraédre est de type 2.

m Partie A

1. a. (hy) et (hg) sont sécantes donc définissent un plan %.
(hp) est perpendiculaire au plan (BCD) donc orthogonale a la
droite (CD).

De méme (hg) est orthogonale a (CD) et on déduit que (CD) est
perpendiculaire au plan %.

b. (AB) est incluse dans le plan % et (CD) est perpendiculaire a
ce plan donc (AB) et (CD) sont orthogonales.

2. a. Correctif : il se peut qu'il soit indiqué dans certains manuels
«Montrer que les hauteurs issues de AetE.... », il faut lire « Montrer
que les hauteurs issues de A et B.... ».

(CD) est perpendiculaire a (ABE) car orthogonale aux droites
(AB) et (BE) donc (CD) est orthogonale a (AH).

Comme de plus (AH) est perpendiculaire a (BE), on déduit que
(AH) est perpendiculaire a (BCD), donc (AH) est la hauteur (hy).
On procéde de méme pour la hauteur (hg).

b. (h,) et (hg) sont sécantes puisque ce sont deux hauteurs du
triangle ABF.

Partie B

1. a. H est I'orthocentre du triangle ABE, donc (AB) est
perpendiculaire a (HE). Comme (AB) est aussi orthogonale a
(CD), on déduit que (AB) est perpendiculaire a (CDH).

b. (CH) et (DH) sont deux droites du plan (CDH).

2. a. (BH), c'est-a-dire (hg), est perpendiculaire a (ADC) donc a
(AD). (BC) est orthogonale a (AD) donc (AD) est perpendiculaire
a (BHC) donc orthogonale a (CH). La droite (CH) est donc
orthogonale a deux droites sécantes de (ABD) ce qui prouve
que (CH) est perpendiculaire a ce plan. On procéde de méme
pour la droite (DH) et le plan (ABC)

b. D’aprés ce qui précéde, (CH) est la hauteur issue de C et (DH),
la hauteur issue de D du tétraédre. Les hauteurs du tétraédre
sont concourantes en H.
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3. Les hauteurs d'un tétraédre sont concourantes si, et seulement
si, les arétes opposées sont deux a deux orthogonales.

m 1. a. (AA’) est incluse dans les plans médiateur de [BD]
et [BC].

b. (AA’) est orthogonales a deux droites sécantes du plan (BCD),
donc (AA) est perpendlculalre au plan (BCD).

2. a. AC+AD—2AIcarlestlemllleude[ D] donc

CA' + DA’ =2 etu= BA’ + 2IA’. B, | et A’ sont alignés, donc u

est colinéaire a gf
b. On obtient de la méme facon u= ﬁ + 2J4A.’ et on conclut
comme précédemment.
c. ﬁ et ﬁ ne sont pas colinéaires, le seul vecteur colinéaire a
ces deux vecteurs est donc le vecteur nul.
d.A4I§+Aé+A4I5=/?A”+ﬁ+/?A”+A4’C’+A4A’+A4’I5

=3AN - U=3AN.
On obtient alors AG ENFYY AA’ donc G appartient a (AA").
On démontre de la méme fagon que G appartient aux autres
médianes du tétraedre, donc les médianes de ce tétraédre sont
concourantes en G.

@ 1. Faux. 2. Vrai. 3. Faux.
4. Faux. 5. Faux. 6. Faux.
7. Faux. 8. Vrai. 9. Faux.

I 1.2.031;0,E0;0;1,1(1;2;0) et ) (1:1,0).

b. M e [CE] doncil emstete [0; 1] tel que CM—tCE
€. Soit M (Xw ; Ymi Zwm) onaCM(x,\,I T;ym—1; zM)etCE( 1;-1;1).

Xy —1=—t Xy =1-t
On déduit alors que {yy —1=~t soit {yy, =1-t
Zy =t zZy =t

2.a.C1=CJ=L1etEl=E)=3 doncCetE appartiennent au
plan médiateur de [IJ].

b. M € (CE), donc M appartient au plan médiateur de [1J] et MIJ
estisocéle en M.

IM2=32_t4 1

t+ Z
3.a.0[0;m]doncOe [0 ; %} et lafonction sinus est croissante

sur l'intervalle [0%} par conséquent sin% est maximal

lorsque % est maximal donc lorsque 6 est maximal.
b. Si K est le milieu de [IJ], sin % = IIICI etlK= ‘/_ donc sin % est
IK

maximal lorsque IM est minimale puisque la fonctlon X+

est décroissante sur ]0 ; +o[.

c.f'(x)=6t-1.
X 0 % 1
signe def’ - +

a1 9
f 4\l/4
6

d. IM2 est minimal pour I'unique valeur de t, = 1 de tdonc IMJ
est maximal pour I'unique position My de M correspondant a

lavaleurt=— OnaMo(g g 6)
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e. IC=7,IMg2= 7 etMyC?=55.0na IM? + MyC2=IC2donc,
d'aprés Ie theoreme de Pythagore, IM,C est rectangle en M.
I 1.a 4AG AB+AC+AD

s0it 4AG = AG + GB + AG +GC+E+§5

soit AG = GB+GC+GDetO GA+GB+GC+GD

b. Comme | est le milieu de [AB], GA + GB = 2GI.

De méme EG+ a5 = ZGj, donc 2Gi + 2Gj = aet Gi = —Gj, donc
G appartient a (1J). On fait le méme raisonnement pour prouver
que G appartlent aux droites (KL) et (MN)

2.a. 0L = 1BD et K = ;BD donc IL = KJ et IKJL est un
parallélogramme.

De plus, IL = 3 BD et Ik = JAC; or BD = AC donc IL = K et IKIL
est un losange. On démontre de la méme facon que IMJN et
KNLM sont des losanges.

b. (1) et (KL) sont les diagonales du losange IKJL donc ces
droites sont perpendiculaires.

De méme (1J) et (MN) sont les diagonales du losange IMJN et
(KL) et (MN) sont les diagonales du losange KNLM.

3. a. (IJ) est orthogonale a (KL) et (MN), deux droites sécantes
du plan (MKN), donc (1)) est perpendiculaire a ce plan.

b. (AB) et (MK) sont paralléles. (1)) est perpendiculaire au plan
(MNK) donc orthogonale a la droite (MK) et (IJ) est orthogonale
a (AB).

c. (CD) et (KN) sont paralléles. (KN) est incluse dans le plan
(MNK) donc (1)) est orthogonale a (KN) donc a (CD).

d. (1)) est incluse dans le plan médiateur de [AB] car (1)) est
orthogonale a (AB) et | est le milieu de [AB]. Comme G
appartient a (1J), on déduit que G appartient au plan médiateur
de [AB]. De la méme fagon, on démontre que G appartient au
plan médiateur de [CD].

e. Avec ce qui précéde, on déduit que GA = GB et GC = GD.
En procédant de la méme fagon, on démontre que G appartient
au plan médiateur de [AC] donc GA = GC et on a alors
GA = GB = GC = GD ce qui prouve que G est le centre de la
sphére circonscrite au tétraédre ABCD.

< Prises d'iniliatives

165 KR AB+DC = AL+LK+KB+DL+LK+KC 2K car:
AL +DL =0 etKB + KC = 0.
2. P € [LK], donc il existe un réel t tel que KP=tH.
Existence: On deflnlt les pomts M etN par
BM = tBA et CN = tCD.
Onaalors:
PM + PN = PK + KB + BM + PK + KC + CN
=2PK + tBA + tCD = 2PK + 2tKL
= 2tKL + 2tKL=0.
P est donc le milieu de [MN].
Unicité : Soit M un pomtde [AB], |IeX|stexe[O 1]tel que:

BM XBA



Soit N un point de [CD], il existe y € [0; 1] tel que:

CN = yCD.
Comme précédemment, on obtient :

m+ﬁ:2tﬁ+xﬁ+ya =(x- t)ﬁ+ (y—t)CTD.

Les vecteurs ﬁ et CTD n'étant pas colinéaires, W + ﬁ\] =0
implique quex-t=0ety-t=0soitx=tety=t.
m (AB) est paralléle a (CD) donc au plan (DCF). Les points E,
D, F et B sont coplanaires puisque ces points se situent dans le
plan médiateur de [AC]. De plus ED = EB = BF = DE donc DEBF
est un losange.

En particulier, (EB) est parallele a (DF) donc au plan (DCF). Le
plan (ABE) contient deux droites sécantes chacune parallele au
plan (DCF), donc ces plans sont paralléles.

Soit | et J les milieux respectifs de [AB] et [DC]. Les pointsE, I, J
et F sont coplanaires dans le plan médiateur de [AB].

De plus El = IF=EJ=JF = g par conséquent EIFJ est un
losange. Notons H le projeté de | sur (JF), la distance des deux
plans (ABE) et (CDF) est la longueur IH. En exprimant de deux

facons I'aire du losange, on obtient HI x JF = % d'ou:

HI =

it
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CHAPITRE

9

JAlISIESPOLE

Le programme

Dans cette partie, il s’agit, d’une part de renforcer la vision dans 'espace entretenue en classe de Premiére, d’autre part
de faire percevoir toute 'importance de la notion de direction de droite ou de plan.

[...] Le repérage permet a la fois de placer des objets dans I'espace et de se donner un moyen de traiter des problémes
d’intersection d’un point de vue algébrique.

L’objectif est de rendre les éleves capables d’étudier des problemes d’intersection de droites et de plans, en choisissant
un cadre adapté, vectoriel ou non, repéré ou non.

Contenus | Capacités attendues | Commentaires
Produit scalaire On étend aux vecteurs de 'espace
Produit scalaire de deux la définition du produit scalaire
vecteurs dans I'espace: donnée dans le plan.

définition, propriétés.

Vecteur normal a un plan. » Déterminer si un vecteur est normal a un plan. On caractérise vectoriellement
Equation cartésienne d’un Caractériser les points d’un plan de lespace par une | orthogonalité de deux droites et
plan. relation ax + by + cz+d =0 avec a, b, c trois nombres | 0 introduit la notion de plans

réels non tous nuls. perpendiculaires.

o Déterminer une équation cartésienne d’un plan
connaissant un point et un vecteur normal.

« Déterminer un vecteur normal 4 un plan défini par une
équation cartésienne.

Démontrer qu’une droite est orthogonale a toute droite
d’un plan si et seulement si elle est orthogonale a deux
droites sécantes de ce plan.

o Choisir la forme la plus adaptée entre équation
cartésienne et représentation paramétrique pour: Perpendiculaire commune a
- déterminer l'intersection d’une droite et d’un plan; | deux droites non coplanaires.

- étudier la position relative de deux plans. Intersection de trois plans.

9 Nolre poinf de vue
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Dans ce deuxieme chapitre de géométrie dans I'espace, nous abordons la notion de produit scalaire de deux vecteurs.
Cet outil déja rencontré en classe de Premiére dans le plan, nous permet entre autre d’étudier vectoriellement les notions
d’orthogonalité. Ainsi aprés avoir défini la notion de vecteur normal & un plan et conformément au programme, nous
caractérisons les points d’'un plan par une équation cartésienne de celui-ci. Nous étudions les positions relatives de
plans et de droites, et notamment I'intersection d’une droite et d’un plan lorsque ceux-ci sont sécants. L’utilisation
conjointe d’une représentation paramétrique d’une droite et d’'une équation cartésienne du plan permettant de
déterminer les coordonnées du point d’intersection. Pour introduire ces différentes notions, nous proposons quatre
activités. La premiere permet d’étendre naturellement le produit scalaire de deux vecteurs a I'espace, en partant d’'une
configuration connue des éléves. Dans la seconde activité, nous faisons découvrir les équations cartésiennes d’un
plan en recherchant la nature d’un ensemble défini par une condition portant sur les coordonnées. L’activité trois est
consacrée aux positions relatives de plans, avec une utilisation d’un logiciel de géométrie dans I'espace qui aidera les
éléves a faire les conjectures sur les relations entre le parallélisme de deux plans et des équations de ces plans. Enfin la
derniére activité permet d’introduire la notion de plans perpendiculaires.




La notion d’équation de plan est essentielle et I'un des themes de 'accompagnement personnalisé y est consacré, 'autre

s’attache a reprendre pas a pas I'obtention d’une représentation paramétrique d’une droite d’intersection de deux
plans sécants. Concernant 'approfondissement, nous avons fait le choix de proposer de déterminer la perpendiculaire

commune de deux droites non coplanaires.

Les notions abordées dans le chapitre 9

1. Produit scalaire dans 'espace
2. Applications du produit scalaire
3. Intersection de droites et de plans

Voir livre pages 426 et 427 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

@ Aclivités

Aclivite 1 Approche du produit scalaire
dans l'espace

L'objectif de cette activité est d'introduire la notion de produit
scalaire pour des vecteurs de I'espace. Nous partons d'un solide
que les éléves ont étudié dans les classes antérieures, et par des
égalités vectorielles successives, on se raméne a des calculs de
produits scalaires dans un plan et on conjecture a partir d’'un cas
particulier que la propriété de linéarité reste valable dans I'espace.

1.AD.AH=a2

2.a.C CF= DE et DE=DA + AE=-AD + AE.

b. AH DE 0 car [AH] et [DE] sont les diagonales du carré
ADHE, on dedwtqueAH CF 0.
3.AD.DC=0etAD . HG=0.

4. a. La droite (AD) est perpendiculaire au plan (DHG) et (GD)
estincluse dans ce plan.

b. AD - AG = AD - (AD + DG) =
et ATi . E =0.

AD2 = a? or AD - AH = a2

Aclivité 2 Equalions cartésiennes
d'un plan

Dans cette activité, nous introduisons la notion d'équation d'un
plan de I'espace. Pour cela nous considérons un ensemble de point
de I'espace dont les coordonnées vérifient une condition simple
puis par des considérations géomeétriques et en utilisant le produit
scalaire, nous démontrons que I'ensemble cherché est un plan.
Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium : 09_TS_activite2.g3w
(Geospace).

1.a.Le pointde coordonnées (1 ; 1; 1) est un sommet du cube
qui appartient a I'ensemble &.

Chapitre 9 Produit scalaire dans I'espace

b. Le point de coordonnées (3 ;0 ; 0) est sur I'axe des abscisses
et appartient a 'ensemble &.

c. |l s'agit de la droite (AB) avec A(3;0;0) et B(0; 3;0).

d. Soit C(0; 0; 3). L'intersection de ¥ avec le plan (yOz) est la
droite (BQ). L'intersection de & avec le plan (xOz) est la droite

(AQ).

2a.le€Fcar (-2)+4+1=3etJ&Fcar0+1+1=2.
b.c=1.

3.a.z=3-x-y.

b. On conjecture que & est un plan.
4.2.T(3;0;0),U(0;3;0)etV(0;0;3).0F(1;1;1) et
lL,J (—3_;} ;0) donc OF . TU = 0, ce qui prouve que les vecteurs
OF et TU sont orthogonaux.

b.TV(—3 ;0;3)et &Tv= 0.Le vecteur&est donc orthc&)nal
a deux vecteurs non colinéaires du plan (TUV) donc OF est
un vecteur normal au plan (TUV), la droite (OF) est donc
orthogonale au plan (TUV). .

C;S’oitgf\/l’(xM ;¥mi Zw) un point de (TUV), UM (xy; ym - 35 zw) et
UM.OF =0doncxy+ (ym—3) +zy=0etxy+ym+2zm=3.

d. Soit M (Xy ; ¥m: 3 = Xm — ¥m) un point de &.

FMOm =15y =12 -Xm-ym)

doncFM.OF =(xy - X1+ (ym-11+2-xy-yw x1=0.
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Par conséquent met 6!5 sont orthogonaux. On déduit que M
appartient au plan passant par F et perpendiculaire a la droite
(OF), c’est—é—g[@ plﬂ (TUV) puisque F appartient a ce plan,
les vecteurs TF, TU et TV étant coplanaires puisque:

TU+TV-3TF=0.
e.L'ensemble & est le plan (TUV).

Aclivité 3 Intersection de deux plans

Dans cette activité, I'utilisation du logiciel Geospace permet de
conjecturer la traduction analytique de la position relative de deux
plans. Dans une premiére question, on observe que la direction d’un
plan n’est pas changée lors de la modification du terme constant de
I'équation, et dans la deuxiéme question, on fait varier la valeur du
coefficient de la variable x de I'équation, pour conjecturer la nature
de I'ensemble caractérisé par un systéme linéaire.

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et surle manuel
numeérique premium: 09_TS_activite3.g3w (Geospace).

1. Pour faire varier la valeur du paramétre d, choisir le menu
Piloter Piloter au clavier puis choisir le parametre d et cliquer
sur OK . On fait ensuite varier la valeur de d en utilisant les
touches directionnelles du clavier.

a. On conjecture que P et P, sont paralleles quelle que soit
la valeur de d.

b. Pour d =2, les plans ? et %, sont confondus.
€.n'(2;-2;-7) est un vecteur normal au plan %, 171(4 ;=4,-14)
est un vecteur normal au plan @,. Les vecteurs n et n; sont
colinéaires puisque n; = 2n.

d. Les droites A et A, sont paralléles donc A est perpendiculaire
au plan %, et P et P, sont des plans paralléles.

2. Pour faire varier la valeur du paramétre a, choisir le menu
Piloter ~ Piloter au clavier puis choisir le parametre a et cliquer

sur OK . On fait ensuite varier la valeur de a en utilisant les

touches directionnelles du clavier.

a.Poura=-6les plans % et %, sont paralléles. Il n'existe pas de

valeur de a pour laquelle % et %, sont confondus.

Exercices

M AB.AC=15.
EN AB.AC=-14.
EN AB.AC=-1442.
I8 AB.AC=-5.
N AB.AC=0.
na.ﬁ-A_F;az.

C.EG-CA=-2a2

b. AB - FG = 0.
d.ﬁ-g=a2.
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b. P et P, sont sécants. L'ensemble des points de I'espace dont
les coordonnées vérifient le systeme est une droite: la droite
d'intersection des plans % et %.

Aclivité 4 Plans perpendiculaires

L'objectif de cette activité est de faire découvrir la notion de plans
perpendiculaires. A partir de I'étude d’exemples, on observe
que lorsqu’un plan contient une droite perpendiculaire a un
deuxiéme plan, le premier contient également des droites non
perpendiculaires au second, et qu'il existe des couples de plans
pour lesquels aucune droite du premier n’est perpendiculaire au
second. On termine cette activité en donnant la définition de plans
perpendiculaires.

1. La droite (AE) est perpendiculaire au plan (ABC) car
orthogonale aux droites (AB) et (AD) qui sont deux droites
sécantes du plan (ABC). Par conséquent, Eest un vecteur
normal au plan (ABC).

2.a. A € (ABE) et E € (ABE) donc (AE) est incluse dans le plan
(ABE).

b. (EB) et (AF) sont deux droites du plan (ABE) qui sont
perpendiculaires au plan (ABC).

c. Oui, par exemple la droite (BF). Ces droites sont paralléles
entre elles.

3. La droite (DH) est incluse dans le plan (ADE) et elle est
perpendiculaire au plan (ABC).
La droite (CG) est incluse dans le plan (ACE) et elle est
perpendiculaire au plan (ABC).

4. a.E € (EBG) et A & (EBG) donc la droite (AE) est sécante au
plan (EBG).

b. On a alors (d) et (AE) paralleles.

c. Si (EBG) contenait une droite (d) perpendiculaire au plan
(ABQ), celle-ci serait parallele a la droite (AE) qui est sécante
a (EBG). Cela conduit a une absurdité, donc (EBG) ne contient
pas de droite perpendiculaire au plan (ABC).

Ela.u.ev=10. b
e (V+w.u=3. d.
e.90-vV=-18. f
uVoirIivre page 427.
ENa.v.v=3

mﬁ-v=(—4)><3+6><(—7)+9><6=Odoncu7et?sont

b.u.V = 46. C.U-V=-6.
orthogonaux.

mﬁ-\7:1><6+4><(—9)+5><6:0donCL7et750nt

orthogonaux.



mU-Vz(—1)x4+2x2+3x0=0doncﬁet?sont
orthogonaux.

IIIa.AB -5;3; 4)etAC(1 2; —4)doncAB AC=-15.

b. AB(1 1, 1)etAC( ;-4 -4) doncAB AC——12

c. AB(—8;—3;—3) etAC(6;—7;O) doncAB -AC =-2

mVoir livre page 427.

mAB 7;-1;1)et AC( 7;2;-5)donc EE: 42, les droites
(AB) et (AC) ne sont pas orthogonales.

EEAAB(3;4;-5)et AC(6;3;6)donc AB-AC=18+12-30=0
et ABC est un triangle rectangle en A.

mEE

(138 KN ;é est un vecteur normal au plan (ADH).

2. E est un vecteur normal au plan (ABC).

3. Le vecteur ﬁ est orthogonal a Xé sans que AH soit un
vecteur de (ABC) ou un vecteur normal de ce plan.

EENG.n=0 et von=o.

m 1 est un vecteur normal au plan .

EIN 7, etns.

EEN1.0.n=2x13+3x2+4x(-8=26+6-32=0.
=0x13+4%x2+1x%x(-8)=0+8-8=0.

2.1 est un vecteur normal au plan .

123 ] appartient au plan .

EZBAB.1=0.

g Non: con'uiexemple dans le cube ABCDEFGH.

AH . AB = 0 et AH n’est pas un vecteur normal au plan (ABC).

EH1.2x(-3)+3x2-1+1=0doncA e .
2.2X%(-5)+3%x3-0+1=0doncBe ?.
3.2x4+3%x(-3)+1+1=1doncC¢& .

EZA Non car les coordonnées de C ne vérifient pas I'équation
Xc+2yc+3zc-14=5.

Eld=-s

Eld=a

mVOir livre page 427.
mz: 0.

m n(1; ) est un vecteur normal au plan d’équation
x+y+z—6—0etAappart|entace plancarx,+ya+z,-6=0.

EEN0(0;0;0)etn(0;1;0).
m5x+4y+z=0.
m_‘!.m(x—4;y—2;z— 1).
2.AM.n=x+3y-5z-5.
m_l.M(x—7;y—1 sz=-1).
2.AM.n=5x-y-5z-29.
Elna;1;.

Eng;2;3).

m(d) est incluse dans le plan 2.

RN
u-n=0.
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ER.u.0=s.

2. (d) est sécante au plan %.

m u. r_f =-5.Commeu.n # 0, (d) est sécante au plan .
Elu.n=

2. Comme 17 ﬁ =0, (d) est paralléle a P et comme A € (d) et
A & P, (d) est strictement parallele au plan %.

- - L
44 | n; et n, ne sont pas colinéaires donc les plans %, et %,
sont sécants.

m Voir livre page 427.

m Lestriplets(2;3;-1)et(4;5;2) ne sont pas proportionnels
donc les plans sont sécants.

m Il s'agit de I'axe des abscisses.

m Les triplets (5; 2 ; —4) et (-10; =4 ; 8) sont proportionnels
et A(-1;-1;0) appartient a P mais pas a @donc P et @sont
strictement paralleles.

3 Les triplets (5;2;-4) et (-10; -4 ; 8) sont proportionnels
donc les plans sont paralleles. A(-2; 0 ; 0) appartient a % mais
pas a @ donc ces plans sont strictement paralléles.

EJ Les plans (AEG), (DHF) et (DCG).

EBEN1.n,.n,=0.

2. P et @sont perpendiculaires.

POUR S’ENTRAINER

E a.BF -BG = a2.

b.El - HF = 0.
C.EA-EI=0.

eI

d.BJ.HD=-2 a

1 a.AB- AF = 9a2.

b.DB.CG=0.

¢.EG - HF = 8a2.

d.AB.-AG=9a2.

E3 asa.sB=1

b.AH.DB =0.

c.SH.AC=0.

d.HI.SC=9~

55 | 1.5-52—%& et E-E:az.

z.sT./Toz(ﬁ;+%B—c)./TD:s?.E+ %E.E
——%a2+%az=0.

On déduit que les droites (AD) et (SI) sont orthogonales.

EX 1A=

2. BI=(AD + 135 + 1AE) . (A6 + 140)

i 13 Rt A A
AD+2AB+2AE etBJ= AB+2AD.

— 1ap2_lag2—
2/-\D 2AB 0.

Les droites (Al) et (BJ) sont orthogonales.
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EBA 1. vrai carsi v - v = ||u]| x|V alors cos (U, V) = 1 et
(U,v)=0a2n pres et les vecteurs U et V'sont colinéaires.
- o - o o
2.« Siuetvsont colinéairesalors u-v =||lu||x| v| » Cet énoncé
est faux car si U et v'sont colinéaires et de sens opposés:
- o — =
u-v=—ulx|vl.
mVoir livre page 427.

m1 AB(1;-4;8) et AC(2;-1;2).
AB AC 22,AB=9etAC=3.
2. cos BAC = % donc BAC =~ 0,62rad a 0,01 pres.

EM1.AB(2;3;-1) et AC(5;-3;1) donc:
AB.AC=10-9-1=0.
Le triangle ABC est donc rectangle en A.

2.|(%;1;1),ﬁ(%;o;o),;?s’.ﬁ:zw:ﬂ,m:—

On déduit que cos B/AI =-2_ donc B/AI ~1,01rada0,01 pres.

m1.ﬁ(7;—1 ;3) et ﬁ(1;1;—2)donc:
BA.BC=7-1-6=0.
Donc ABC est rectangle en A.

2.J(4;—4;%)et§(4;0;%).

B_C'.Q:4+0—1=3,Bc:~/€etBJ:@.

cos E\BJ = % et C/B\J =~ 1,26 rad a 0,01 pres.
63 |

Saisir X

Saisir Y

Saisir Z

Saisir A

Saisir B

Saisir C

P prend la valeur X xA + YxB+ZxC
Afficher P

m FAUX, si A, B et C ne sont pas alignés.

EVRAI. cos BAC =& =3 =—% s0it BAC =~ 1,77 rad
) ) ABXAC 3%5

a 0,01 prés.

A FAUX:BA.CA=AB.AC = 3.

GAFAUX: 4. V=1x4+1x5+(-1)x2=7.

B3 1.5A.AB=-1

z.SH.AB=(5A+AH).A43'=s7(./ﬁs'+ﬁ.A43'=o.
Les droites (SH) et (AB) sont orthogonales.

2 =1g
a etAH AB 2

3.5H. A0 =54 AD + AR - AD=- 1t + a2 =0,

4. La droite (SH) est orthogonale a deux droites sécantes du
plan (ABC), donc cette droite est perpendiculaire au plan (ABC)
et SH est un vecteur normal au plan (ABC).

N 1.AB(3;2;1) et AC(5; -1; 3). Les vecteurs AB et AC ne
sont pas colinéaires donc A, B et C ne sont pas alignés.
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2.n.AB =0 et n.AC =0 donc n est un vecteur non nul,
orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), n
est donc un vecteur normal a (ABC).

m 1. E(O; 5;-2) et R(4; 1; 1). Les vecteurs ﬁet Ké
ne sont pas colinéaires, donc les points A, B et C ne sont pas
allgnes, ces points deflnlssent donc un plan.

2.n. AB =0etn- AC =0 donc n est un vecteur non nul
orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de (ABC), nestdonc
un vecteur normal au plan (ABC).

EZN voir livre page 427.

m 1. Faux: si ABCDEFGH est un cube, ﬁ ﬁ= 0 mais H-T
n’est pas un vecteur normal au plan (ABC).

2. Vrai puisqu’un vecteur normal a un plan est orthogonal a
tous les vecteurs de ce plan.

m FAUX car dans ce cas on aurait AB - n 0.
EZ3 VRAI: 0" =-30
m VRAI car le plan médiateur du segment [AB] est
perpendiculaire a la droite (AB).
EZA « Premiére méthode
% a pour équation: -x+3y+2z+d=0et A € P donc:
“Xpa+3ya+2zp+d=0
ce qui conduit a d =-25 d’ou I'équation -x + 3y + 2z- 25 =0.
* Deuxiéme méthode
M(x;y) € P si et seulement si AM . n=0ce qui équivauta:
X=4)x(-1)+(y-5)x3+(z-7)x2=0
soit-x+3y+2z-25=0.
EZA -« Premiére méthode
% a pour équation: -y +4z+d=0et A€ P donc:
-Ya+4zp+d=0
ce qui conduit a d =23 d'ou I'équation:
-y+4z+23=0.
* Deuxiéeme méthode
M(x;y) P si et seulement si AM « n=0ce qui équivaut a:
X=1x0+(y-3)x(-1)+(z+5)x4=0
soit-y+4z+23=0.
2 -3x+y+z+1=0.
m -5x-y+z-7=0.
m Voir livre page 427.
E21.6;-1;5)

2.4x-6y+4z-38=0.
2N -6x+4y-8z=0.
23 1.AB(2;3;-5) et AC(4;1;0).

_ —

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc A, B et C ne
sont pas alignés et ces points définissent un plan.

2. A4B n=0et E .n =0 donc n est un vecteur non nul
orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), n
est donc un vecteur normal au plan (ABC).
3.-x+4y+2z+20=0.



85 |

Saisir A
Saisir B
Saisir C
Saisir X
Saisir Y
Saisir Z
D prend la valeur —A xX—-BxY—-CxZ
Afficher A
Afficher B
Afficher C
Afficher D

m bex + acy + abz - abc=0.

. AB(2;4;-2) et AC(4; -4 4).

AB AC 0 donc ABC est rectangle en A

2.a. SO(—4 0;-4) SO AB 0 et SO AC 0.

b. -4x-4z=0 ce qui équivautax+z=0.

c. Le triplet (0; 0; 0) vérifie I'équation précédente.

3.a. 0 € (ABC), S est un sommet de tétraédre et (SO) est
perpendiculaire a (ABC).

b.On a AB = 26, AC = 43 donc l'aire du triangle ABC est
12 42. Comme SO =42, on obtient gue le volume du tétraedre
est 32.

X 1.7,5;-3;2).
EX 1.00;-150.

2.r72(0; 1;7). 3.r_f3(—1 ;2;-5).

2.n,(2;0;1). 3.n50;1;-1).

x =145t
BN iy=3t ,teRr
z=2-4t

m Voir livre page 427.

(93 W s’agit de la réunion des plans d'équations respectives:
xX-y-z=0 et x-y+z=0.

m VRAI car les coordonnées du point A vérifient I'équation

et les vecteurs r7’(2 ;0;3) et r_f(4 ; 0; 6) sont colinéaires.

EA FAUX: @ a pour vecteur normal n’ (1 ;-1 ; 0) et n’ n'est pas

colinéairean(1;-1;3).

m FAUX: dans I'espace x — 3y + 2 = 0 est une équation d’'un

plan.

EZA VRALI: les coordonnées de A, de B et de C vérifient
I'équation de plan.

m 1. % a pour vecteur normal 5(7; 2;-1) et
vecteur directeur u(-1; 4;
paralléle a .

2.7(15-3t) +2(-9+t) - (7+ 2t) + 4=0équivauta t =4. P et
(d,) sont sécantsen A(3;-5;15).

m 1. % a pour vecteur normal r_f(S —3 3)et(d
vecteur directeur U(—3 ;5;-3).0na n.u =-39 soit
donc (d;) n'est pas paralléle a .
2.5(5+ 2t) - 3(-5-3t) + 3(10 + 5t) -
P et (d,) sont sécantsen A(1;1;0).

(dy) a pour
1).0nan.u =0donc (dq) est

a pour

Dap
neu=0

2 =0équivautat=-2.
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X % et (d) sont sécants en A(13;-4; 5).

. ; .7.2
101 i} s'agit du poth(O, 3 3) .
m Voir livre page 427.

104]
Saisir A
Saisir B
Saisir C
Saisir X
Saisir Y
Saisir Z
P prend la valeur AxX+BxY+ CxZ
SiP+0
Afficher « La droite est sécante au plan »
Sinon
Afficher « La droite est paralléle au plan »
Fin Si

1. 4x+ 2y-z-3=0.

2.a.n(-2;1;0).

b.n et n’ ne sont pas colinéaires donc les plans % et @ sont
sécants.

x=2-2t
3.a.iy=-1+t,teER

z=-1
b.H(0;0;-1).

(T3 FAUX car A n‘appartient pas a ?.

m VRAI: n'(4; -2 3) est un vecteur normal au plan ? et
n'.u=0donc la droite est paralléle au plan %. Comme de plus B
n'appartient pas a %, la droite est strictement paralléle au plan.

{7 VRAI CD (-

le plan & sont secants.

-1) et n. CD # 0, donc la droite (CD) et

5
m 1.n,(5;6;-7) est un vecteur normal au plan ;.

= - o
n,(1;-2; 1) est un vecteur normal au plan %,. Comme n; et n,
ne sont pas colinéaires, ; et %, sont sécants.

__1.1
X=—g+5t
2.y=-14+3¢ temr
474

z=t

110K R 5'1(7 ;=2 ;-5) est un vecteur normal au plan %;.
ny(1;5;-6) est un vecteur normal au plan %,.

- o L ,
Comme n, et n, ne sont pas colinéaires, P, et P, sont sécants.

x=1+t
2.49y=t ,teR
z=t

m Les triplets (4;-2; 6) et (6; -3 ; 9) sont proportionnels
donc P, et P, sont paralléles. Le point A (%, 3; 1) appartient

a P, mais pas au plan ?,, donc ?; et P, sont strictement
paralléles.
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m a. P et @ sont sécants selon la droite de représentation
paramétrique:

x =t

11,1
=—4_t,teR
y=-3+3t
__4.5
z=-3+3t

b. Les triplets (% -1; 2) et (-1; 2; -4) sont proportionnels
donc les plans sont paralleles. Comme le point A(2; 0; 0)
appartient aux deux plans % et @, on déduit que ces plans
sont confondus.

c. Lestriplets (3;-1;-1) et (-6;2;2) sont proportionnels, donc
P et @ sont paralleles. Comme le point A(0; 0; 2) appartient
a % mais pas a @, on déduit que ces plans sont strictement
paralleles.
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Saisir A

Saisir B

Saisir C

Saisir A’

Saisir B’

Saisir C'

D prend la valeur AxB — A’ xB

E prend la valeur BxC' — B’ xC

Si D2+ E2=0 alors
Afficher « Les plans sont paralléles »
Sinon
Afficher « Les plans sont sécants »

Fin Si

m 4x+3y-z-37=0.

EH x+2y-7z-2=0.

m Les triplets (4; 1; -3) et (1; -1; 1) ne sont pas
proportionnels donc le systéme défini une droite de I'espace.
Le vecteur t(2; 7; 5) est un vecteur directeur de la droite
définie par ce systeme.

m Voir livre page 427.

118 ] s'agit du point A(10;2;5).

m 1. a. Les triplets (-2; 1; 1) et (1; -2; 1) ne sont pas
proportionnels donc les plans %, et %, sont sécants.

x=t
b.{y=2+t ,tER.
z=-3+t

2.a.u(1;1;1)est un vecteur directeur de A, r73 (3;-1;1)est
un vecteur normal au plan %3 et u- 33 # 0 donc la droite A est
sécante au plan P;.

b. Le point d’intersection de A et P; est A(4;6;1).

m 171'1 (-4;3; 1) est un vecteur normal au plan ;.
ﬁz (5;7;-1) estun vecteur normal au plan %,.
n - ﬁz =0donc les plans P, et P, sont perpendiculaires.

EX] 77, (<11 ; 5; 6) est un vecteur normal au plan %.
ﬁz (4;-2,9) est un vecteur normal au plan ?,.

n; «-n,=0donc les plans %, et P, sont perpendiculaires.
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Saisir A

Saisir B

Saisir C

Saisir A’

Saisir B’

Saisir C'

P prend la valeur AxA’+ BxB + CxC’

Si P=0 alors
Afficher « Les plans sont perpendiculaires »
Sinon
Afficher « Les plans ne sont pas perpendiculaires »

Fin Si

fEE] FAUX: les triplets (2;-3; 1) et (2; 3; 0) ne sont pas
proportionnels.

m FAUX: ﬁ1 (2; 3; 4) est un vecteur normal au plan 2,.
u- n; # 0 donc U n'est pas un vecteur directeur d’une droite
de P,.

B3 FAUX. r_f1 (1;3;1) est un vecteur normal au plan %,.

ﬁz (=3;1; 1) est un vecteur normal au plan %,.

171 . ﬁz # 0 donc les plans 2, et P, ne sont pas perpendiculaires.

m Les vecteurs AB(3;0; 1) et AC(-5; 1; 0) ne sont pas
colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés et
définissent donc un plan.
B4 4x-3y+z+25=0.

F 1.AB(0;4;9).
2.4y+82-12=0.

B 1.Le plan et la droite sont sécants en A(%; - %; %)
Correctif: les questions 3. et 4. sont en fait les questions 2. a. et
2.b.
2.a.Llestriplets(1;1;1)et(1;-1;2)nesont pas proportionnels
donc les plans sont sécants.
x=-4-3t
b.y =t
z=1+2t

,tER.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 427 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

138] Xx-5y+3z-10=0.
{EX] x-4z+24=0.
m 1. Les triplets (1;5; 1) et (2; 11; -1) ne sont pas
proportionnels donc les plans %, et 2, sont sécants.
X=6-16t
2.{y=-2+3t,tER.
z=t



m 1. Les triplets (1; -1; 0) et (2; 5; 0) ne sont pas
proportionnels donc les plans P, et 2, sont sécants.
9

X:—7

2. ,tER.

5
=3
z=t
P> Déterminer la perpendiculaire commune de deux droites
non coplanaires

> Comme (d) et (d’) ne sont pas coplanaires, ces droites ne sont
pas paralléles donc et U’ ne sont pas colinéaires. Soit v'un
vecteur normal au plan passant par A et dirigé par les vecteurs
U et U, vest orthogonal aux deux vecteurs U et i/’

> Si P et P’ sont paralléles, alors u, u’ et v sont coplanaires, ce
. . . s [ L P

qui estimpossible car vest orthogonal a ueta u’, on aurait u et

- . s s z

u’ colinéaires. Par conséquent & et %’ sont sécants.

) Vlest a la fois un vecteur directeur de & et de ', donc v'dirige
la droite A, intersection de P et #’. Comme v est orthogonal a
Ueta U’, A est orthogonal aux deux droites (d) et (d') et méme
perpendiculaire car (d) et A sontdans le plan % et (d') et A sont
dans le plan 2.
> Soit A’ une perpendiculaire commune aux droites (d) et
(d"). On note 3 un vecteur directeur de A’. Le vecteur § est
orthogonal & chacun des vecteurs v'et u' donc 3 est un vecteur
normal au plan passant par A et dirigé par les vecteurs uet
' donc 3 est colinéaire a v. Comme de plus A’ est coplanaire
avec (d), on déduit que A’ appartient au plan %. On démontre
de la méme fagon que A’ appartient au plan ' donc A’ est
confondue avec A.
> MM’ - HH' = (MH + HH' + H'M) - HH".
=MH . HH'+ HH' . HH' + HM' - HH' = HH?2

carm-ﬁ:=0 et W'-ﬁ:o.
Notons 6 I'angle (W’, W), onaalors:

MM’ - HH =
d’'oll HH' < MM,

MM’ x HH' X cos® et MM’ x cos® = HH’

Y Les vecteurs U et U’ ne sont pas colinéaires donc les droites
(d) et (d) ne sont pas paralleles.

4+t=-1+2k k=2
Deplus 13+2t=1+k <<k=0.
1-t=2 t=-1
On déduit donc que les droites (d) et (d') n‘ont pas de points
commun. Les droites (d) et (d') ne sont donc pas coplanaires.
0 a+2b-c=0 c=-3a
= = .
2a+b=0

Y Soitvi(a; b;c). {‘i‘_’,:
v.u'=0

On peut prendre \7(1 ;=2;-3).

Y Soitn'(a; b; ¢) un vecteur normal au plan %.

n.u=0 a+2b-c=0 4b+2c=0 c=-2b
L L e s =3
n.v=0 a-2b-3c=0 a=2b+3c a=-4b
On peut prendre 5(4 ;=1;2) et P a pour équation:

4x-y+2z-15=0.
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On procede de méme, et on montre que %’ a pour équation:
3x-6y+5z-1=0.

> La perpendiculaire commune a (d) et (d) est la droite

d’intersection de & et &', elle a pour représentation

89 _1
=173t
=4, 2
paramétrique: 21 3 teR.

=t
) On obtient H(27 ; 179 g) et HI(ZS 273

3 1. vet v ne sont pas colinéaires donc (d) et (d’) ne sont
pas paralléles. De plus:

) HH'—ZJF.

—7+t=-2 t=>
3+t=3+4k o k:%
4+t=5-2k | __

donc les droites (d) et (d') n‘ont pas de point commun.

On déduit que les droites (d) et (d) ne sont pas coplanaires.
2. P:x-5y+4z+6=0.

P :5x+3y+62-29=0.

76
3t+7
A:qy=t JteR.
—2t_29
z=2t 14
67.73.87 .30. 61 11314
H( 14’14'14) tH( 7' 14) HH 14 -

ZE1 1. u(3;-1;2) est un vecteur directeur de (d).

U'(2;1: 1) est un vecteur directeur de (d').

Les vecteurs U et U’ ne sont pas colinéaires, donc (d) et (d') ne
sont pas paralléles.

2+3t=—-1+2t' t=1

1-t=3+t’ ot'=4-t,teR.

1+2t=5+t' =8

De plus:

donc les droites (d) et (d') n'ont pas de point commun.

On déduit que les droites (d) et (d) ne sont pas coplanaires.
2. P:x+3y-5=0.

P’':4x-13y+5z-60=0.

x=5-3t
Ay =t ,teR.
z=8+5t
3.H(32:-5;31) eth(s;0;8):HH = 2435
I on se place dans le repére (A ; AB, AD, AE ).Onaalors:
x=1-t x=1
(EB):qy=0 ,teR et (FO:<y=1-t,teR.
z=t z=t

P:x-2y+z-1=0.
P'-2x+y+z+1=0.

-2
X—3+l’

A:qy=t JteR.
-1
z=5+t
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fZE M doit &tre le milieu de [AB] et N le milieu de [CD].

Dans ce cas, MN = % .

TRAVAUX PRATIQUES
TP 1 Optimisation
d'une mesure d'angle

Dans ce TP, nous étudions les valeurs extrémales d'un angle
dépendant de la position de deux points dans un tétraédre régulier.
Dans une premiere partie, nous effectuons des conjectures a
I'aide du logiciel Geospace, puis dans une seconde partie nous
démontrons les conjectures émises a I'aide de résultats établis
en classe de Premiére comme la propriété d’Al-Kashi. Dans une
derniére partie, nous fixons un des deux points, puis a l'aide d'une
étude de fonction nous recherchons la position du second point
permettant d’optimiser la valeur de I'angle étudié.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium: 09_TS_TP1.xws (Xcas),
09_TS_TP1.dfw (Derive), 09_TS_TP1.g3w et
09_TS_correctionTP1.g3w (Geospace).

Correctif: en bas de page les deux premiéres aides correspondent
aux questions A.2.b. et A.4., et non pas A.1.b. et A.4.a..

A. Construction et conjecture

al'aide du logiciel de géométrie

1. Pour construire les points M et N, choisir le menu Créer
Point  Pointlibre Sursegment .

2. a. Pour créer la variable g, choisir le menu Créer Numérique

Calcul géométrique  Angle géométrique .

Pour afficher la variable g, choisir le menu Créer Affichage
Variable numérique déja définie .

b. Pour créer la variable p, choisir le menu Créer Numérique
Calcul algébrique et Saisir.

Pour afficher la variable p, choisir le menu Créer Affichage

Variable numérique déja définie .

3. Pour déplacer un point, placer le pointeur sur ce point,
cliquer gauche, une main apparait a la place du pointeur,
déplacer alors la souris tout en maintenant le bouton appuyé.
a. On conjecture que la valeur minimale du produit scalaire
AM.ANest 1.
b. On conjecture que la valeur maximale de I'angle MAN est
1,05 rad.
B. Démonstrations des conjectures
1.a. AM2 = AB? + BM2 - 2 X AM X BM x cos ABM soit:

AM2=1 +x2—2xcos% =x2-x+1.
b. En utilisant la propriété d’Al-Kashi dans le triangle ABN, on
obtient AN2=y2 -y + 1.
c. En utilisant la propriété d'Al-Kashi dans le triangle AMN, on
obtient MN2 = x2 + y2 — xy.
d. Correctif: il se peut qu'il soit indiqué W\I = m - H\] par erreur
dans certains manuels, il faut lire an' = an' - m .
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MNZ = NM? = N2 = (AM - AN)2
= AM2 + AN2 - 2AM - AN.
soit AM - AN = AM? + AN2 — MN?.

2

=%(x2—x+1 +y2-y+1-x2-y2+xy)

c'est-a-dire m H\] = % (xy-x-y+2)
orx-Nly-N+1=xy-x-y+1+1=xy-x-y+2.
2.Commex € [0;1],x-1=<0,demémey-1=<0et
(x=T)y-1)=0soit (x-T)(y-1)+1 >1doncm-m>%.
D’autre part, si M est en C et N en D, on obtient:
WM:EE:% puisque AC=AD =1 et C/ATD:%rad.

On conclut que % est la valeur minimale du produit scalaire
AM . AN. N

3. cos MAN = AM-ANB%,ANs1etAMS1

AMx AN’
conduit a cos MAN = % La fonction cosinus est décroissante

T n_1 AN < K.
sur [0, 2}et cos3=5 donc MAN < 3

C. Optimisation de I’'angle MAN dans un cas particulier

1.a. Pour placer le point N au milieu du segment [BD], on pourra
s'aider de la longueur du segment [BN] qu’on fera afficher en
choisissant le menu Créer Affichage Longueurd’unsegment,
en renseignant la fenétre et en cliquant sur OK .

b. Pour afficher la longueur BM, choisir le menu Créer
Affichage Longueur d’'un segment, puis renseigner la fenétre
et cliquer sur OK .

c. On conjecture que la valeur de x est 0,2.

2.a. Lorsqueyz%,m-ﬁ\]: 3:‘)( et AN :gl
b. Correctif: il se peut qu'il soit indiqué cos l\m = 3-x
3x2-3x+3
par erreur dans certains manuels, il faut lire :
cos MAN= ——3=X___
2¥3x2 —=3x+3
VAN AM-AN _3_x 1 2

cos MAN= ———= X1 X £

AMxAN 4 T —x+1 VB

_ 3-x )
2V3x2-3x+3

c. Xcas:09_TS_TP1.xws.
Pour déterminer u’(x), saisir:
[normal(deriver((3-x)/sqrt (3x/\2-3x+3)))]

puis sélectionner le dénominateur de I'expression obtenue et
le factoriser a I'aide de la commande M puis Factor .
Derive: 09_TS_TP1.dfw.
Pour déterminer u’(x), saisir I'expression de la fonction, la
sélectionner, choisir la commande 9 , puis OK et enfin = .
(1-5x)Vx? —x+1

23 (x2 = x +1) .

d. u'(x) est du signe de 1 - 5x donc positif sur[O; %} et

négatif sur E 1}, on déduit que u est croissante sur [0; ﬂ
et décroissante sur E 1}.

On obtient u'(x) =

e. On déduit que u admet un maximum pour x = % et comme



cosMAN=2 x u (x), cos MAN est maximal pour x = % et par

décroissance de la fonction cosinus sur l'intervalle [O; %} on

déduit que MAN est minimal pour x = %

TP 2 Un lieu géomeétrique

Dans ce deuxiéme TP, nous étudions le lieu géométrique de
l'orthocentre d’un triangle dont un sommet est variable sur une
des arétes d’un tétraédre trirectangle. Une premiére partie est
consacrée ala construction puis a la conjecture a I'aide du logiciel
Geospace, tandis que dans une seconde partie nous démontrons les
résultats conjecturés en utilisant les propriétés du produit scalaire.
Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium: 09_TS_TP2.xws (Xcas),
09_TS_TP2.dfw (Derive) et 09_TS_TP2.g3w (Geospace).

A. Construction et conjecture

al’aide du logiciel de géométrie

1. Pour représenter les points O, A, B et C choisir le menu Créer
Point  Point repéré Dans l'espace .

Pour représenter le tétraédre OABC, choisir le menu Créer

Solide Polyéedre convexe

2. a. Pour créer le point M, choisir le menu Créer  Point

Défini par ses sommets .

Point libre  Sur segment .

b. Pour créer le point H, choisir le menu Créer  Point
Pointimage par Projection orthogonale sur une droite .

3. Pour déplacer un point, placer le pointeur sur ce point,

cliquer gauche, une main apparait a la place du pointeur,

déplacer alors la souris tout en maintenant le bouton appuyé.

a. Lorsque M est en A, H est le milieu de [AC].

b. Lorsque M est en B, H est le milieu de [BC].

4, Pour afficher la longueur CH, choisir le menu Créer
Affichage Longueur d’'un segment .

CH semble étre maximale lorsque M est le milieu de [AB].

CH semble étre minimale lorsque M est en A ou en B.

5. a. Pour faire apparaitre la trace du point H, choisir le menu
Affichage Sélection trace , sélectionner le point H, puis choisir

le menu Affichage Mode trace(bascule) .

H semble décrire un arc de cercle.

b. Pour construire le milieu d'un segment, choisir le menu
Créer Point Milieu .

c. Pour construire le point K, choisir le menu Créer  Point
Centre(divers) Cercle circonscrit .

d. K n’existe pas lorsque M est en A ou en B, et si M décrit le
segment [AB] privé des extrémités, K semble étre fixe.

e. Pour faire afficher les coordonnées du point K, choisir le

menu Créer Affichage Coordonnéesd'un point .

K semble décrire un arc de cercle dont le centre est le point de

coordonnées (1;1;4).

B. Démonstrations des conjectures
1.a. Dans le plan (OCM) :
- H est le projeté orthogonal de O sur (CM) donc:

CM.CO=CM.CH.

- O est le projeté orthogonal de M sur (OC) donc:
CM.CO=C0.CO=CO2

b. CO =6, on déduit que CH = C3T\6/| .
¢. CH est minimal lorsque CM est maximal donc lorsque M est
enAouenB.
CH est maximal lorsque CM est minimal donc lorsque M est le
projeté orthogonal de C sur (AB), c’est-a-dire lorsque M est le
milieu de [AB] puisque ABC est équilatéral.
2.a.M(6-6a;6a;0).
b.CM (6 - 6a; 6a;-6)
et CM2 = (6 - 6a)? + (6a)2 + (-6)2

=36a%-72a+ 36 +36a%+36=72a%-72a+72.

c. CHet CMsont colinéaires donc il existe un réel A tel que
CH = ACM. D'autre part CH . CM = 36 donne ACM . CM = 36,
dour=36 -1

CUATME T 2a7—2a+2

6-6a . 6a . -3
22 -2a+2’' 2a*-2a+2' 2a*-2a+2
simplifiant chagque quotient, on obtient le résultat demandé.
d.QC(-1;-1;2)

eta_](—az —2a+2.-a> +4a-1. 2 —2a—1)_
a?—a+1 a?—a+1 a?—a+1

OnaalorsC?( )eten

e. Fichier Xcas: 09_TS_TP2.xws.
Pour calculer la norme du vecteur, saisir:

normal(norm((-aAr2-2a+2)/(aAr2-a+1),
(-aAr2+4a-1)/(aNr2-a+1),(2aN2-2a-1)/(aN2-a+1)))

Fichier Derive:09_TS_TP2.dfw.

Pour calculer la norme du vecteur, saisir:

ABS([(-ar2-2a+2)/(aN2-a+1),(-ar2+4a-1)/(aN2-a+1),
(2an2-2a-1)/(ar2-a+1)])

puis cliquer sur = .
On obtient ||a—iH :%-

f. Le résultat précédent est conforme a la conjecture faite,
puisque quelle que soit la position du point M sur [AM], la

V6

longueur QH est constante égale a ?6 donc le point H est

s

situé sur le cercle de centre Q et de rayon ?6 du plan (ABC).

CAP VERS LE BAC

Sujel A

_ — — —

1.Vrai: AC- Al = AB. Al =0,5.
2.Faux:AB-IJ=2IB-IJ=2I82=%
n_A5

0rAB><IC><cos§= 2

3.Vrai: AB.1J = 2IB . 1J = 212

etAB.IC=2IB.IC=2IB2

4. Vrai: A_é . ﬁ= Ké . ﬁcar B est le projeté orthogonal de C
sur (Al).

5. Faux, les coordonnées du point E ne vérifient pas I'équation.
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6. Faux: (EFI) a pour équation y=0.
7.Vrai:le vecteur n'(4 ;-3 ; 2) est orthogonal aux deux vecteurs
il e )
;0; -1 55
E(L;0;-1)etl Ji1ig
8. Vrai car le vecteur n(-4; 1; 2) est orthogonal aux deux
_1.9._ Eilo:1: _1)
vecteursFI( 2,0 ) et FJ(0,1, 5)-
9. Vrai: en considérant la base EFI, le volume est le tiers de I'aire
de cette base par la hauteur qui est alors égale a 1. L'aire du

triangle EFl est égale a %

Sujet B

1.2.MD.MA = (Mi +1D) - (Mi +IA)
= (MI-1A) . (Ml +IA) = M2 - A2,

b. MD - MA = 0 si et seulement si MI2 = 1A2 ce qui équivaut a
IM = IA (E) est donc la sphere de centre letde rayon IA.
2.a. AB( 3;6; O)etAC( 3;0; 4)doncAB n —OetAC n=
Le vecteur n est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC) donc n est un vecteur normal au plan (ABQ).
b. Une équation de (ABC) est 4x + 2y + 3z- 12 =0.

X =-5+4t
3.a. \y=2t

z=1+3t
b.H(-1;2;4).
c.DH=+29.
d. H est le projeté orthogonal de D sur (ABC) donc H4I5 est

,teR.

orthogonal a HA soit HD - HA = 0 et H appartient a I'ensemble (E).

Sujet C

1. Soit & le plan de vecteur normal n'(a; b ; ¢) et passant par
le point My(xq; Yo ; 2o). Soit M(x; y; z) un point de I'espace,
M(X -Xo:Y-Y0:Z-2p). M appartient a P si et seulement si
MTN]- n' =0 ce qui équivaut a (x - X0)a + (y - yo)b + (- z)c =0
soita ax + by + cz-axy- by, - cz,=0.
2.a. ﬁ(—4 ;=1;7) et EU ;4;2). Les vecteurs ﬁ et E ne sont
pas colinéaires donc A, B et C ne sont pas alignés et ces points
définissent un plan.
b. Les coordonnées de chacun des points A, B et C vérifient
I'équation proposée.
X=-5+2t
C.iy=9-t
Z=4+t
d.J(-1;7;6).
e.lJ=2V6.

JteR.

Sujet D

1. Soit @ une droite orthogonale a deux droites &, et %, d'un
plan . Soit 1 un vecteur directeur de 9%, U un vecteur directeur
de 9, et v'un vecteur directeur de %,. Soit A une droite du
plan % et w un vecteur directeur de A. Comme U et v ne sont
pas colinéaires, il existe deux réels a et b tels que w=au+bv.
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Onan.w=an-u +bn-v =0, ce qui prouve que la droite & est
orthogonale a la droite A.
2. Vagom = -1 .

ABDM 6a

BaBK— BM+

2 ﬁ Pour chaque valeur de g, il
existe un umque point K et ce point appartient au plan (BMD).

o
b.BK-AM =1

—

I T S

BK - MD =BK.(MA + AD)=-BK - AM + BK - AD
-1 1

:a2+2 a2+2:
c.OnaDK=—9 DM+ — 1 Dg;
az+2 az+2

— 1 - 1
DK.AM = t DK-AB=
a’+2 € a’+2

DK.MB=DK.MA +DK.AB=0.

d. K appartient au plan (BDM) et dans ce plan, d'une part (DK)
est perpendiculaire a (MB), d'autre part (BK) est perpendiculaire
a (MD). K appartient a deux hauteurs du triangle BDM, K est
donc l'orthocentre de ce triangle.

4. A - M= (AD + D) - MB = AD - M5+ DK - M8

AK.MD=AB.MD +BK.-MD=0+0=0.
(AK) est perpendiculaire au plan (BDM).

Sujet E

Partie A

1.AB(3;3;3) et AC(3;0;-3) donc AB - AC = 0 et ABC est
rectangle en A.

2. % a pour vecteur normal n, or ﬁ = 31 donc (AB) est
perpendiculaire a .

Xp+Yya+2za-3=0doncAeP.

3.x-z-1=0.

Partie B

1.@(—3 ;6;—3),A4I5-AgB’:OetA4D>-A‘C’:0doncA4D>est normal
au plan (ABC) donc (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).

2. VABCD =27.

3.a. DB(6 -3;6)et DC(6 -6;0) donc DB.DC= 54 DB=9et
DC = 6+2. On a alors cos BDC = £ soit BDC =X rad.

b. 54 g DB><DC><5|nBDC 27

c.AH=3. 2
X31.7"(2;-1;1) est un vecteur normal au plan % et ' nest pas
colinéaire & n'donc A n'est pas perpendiculaire a P.
X=3+t
2.qy=2 ,teR.
z=-1+t

3. La droite A coupe P en H(1;2;-3).

E1.x+y+z—2=0.
2.xp+ya+2zpa-2=1doncAgP.

X =3+t
3.(AB): yy==2+t,teR.
z=2+t



La droite (AB) coupe le plan % en H(g ;- %; %)

I Méthode 1: AB = AC donc A appartient au plan médiateur
de [BC]. De méme, D appartient au plan médiateur de [BC]. La
droite (AD) est donc orthogonale a (BC).

Méthode 2:

—_— — —— — — —

AD.BC=AD.BA+AD-AC=-AD-AB +AD.AC =0.

POUR ALLER PLUS LOIN

149 YR ID-1(AD2 AlZ-ID?) = —Zaz soitIA+1D =

cos AID = 3 et AID =~ 1,23 rad.

@ 1. La droite(El) est incluse dans le plan (EFG) et (AE) est
perpendiculaire a (EFG), donc (El) et (AE) sont orthogonales.
Comme (El) et (AE) sont de plus sécantes, ces droites sont
perpendiculaires.

En utilisant le théoreme de Pythagore au triangle AEl rectangle

6

en E, on obtient Al = >a.
2.A)= %a.

3.AE5)= 5 .Bi= a2
EI"AB=El-EF=1a2 et EI.BJ=1 @2
El. AB=EIl.EF 2CI et El.BJ 4a
4.AI.A) =¥,cos IAJ =% doncIA) ~33,6°.
5. Le triangle AlJ est isocéle en A donc:

Al =AJI= 1802336 5350

2

E1.u-W=Oetv-w=O,doncwestunvecteurnormalau

plan . % a pour équation -x+ 5y + 32+ 9=0.

2. La perpendiculaire a % passant par B a pour représentation
x=1-t

Stri — i (46, _11. 2

paramétrique {y =5t ,t& R.On obtientB (35, 7 35).
z=1+3t

ELa.On prendﬁﬂ ;25 2).

b.x+2y+2z-2=0.

2.0H=2 1 donc (OH) est la perpendiculaire a (ABC) passant

par O. xy + 2y + 2z, - 2 =0 donc H € (ABQ).

0C(0:0:1) OH(2:4.4) at AB(=2:1 -
3.a.OC(0,0,1),OH(9, % 9) et AB(-2;1;0).

Onvérifieque(?é-ﬁ=0et ai-£=0.

b. On note K le point d'intersection de (AB) et (OCH). (OK) et
(CK) sont toutes les deux perpendiculaires a (AB) donc K est le
projeté orthogonal des points O et H sur (AB).

4.6-@:% donccos6C\H=§.

5. CTZ 5 =CKx CO x cos KCO.OrH € [CK] puisque O, Cet K
sont alignés et z- < z,; < z¢; on déduit donc que KCO = HCO

et&.-C_6=CKx§.

_ - — —  —

D’autre part CK.CO=CO.CO +OK. CO co?=1.
On obtient CK = %

CKXAB _ 3.
2 2

6. Appc =
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E 1. La droite (OC) est orthogonale a (OA) et (OB) qui
sont deux droites sécantes du plan (AOB) donc (OC) est
perpendiculaire a ce plan. La droite (AB) est incluse dans le
plan (AOB) donc (OC) et (AB) sont orthogonales. On procéde
de la méme fagon pour les autres couples d’arétes opposées.

2. a. (OH) est perpendiculaire au plan (ABC) donc orthogonale a
la droite (AB). Comme (AB) est aussi orthogonale a (CO) qui est
sécante a (OH), la droite (AB) est perpendiculaire au plan (OCH).
b. On note K le point d'intersection de (AB) et (OCH). (OK) et
(CK) sont toutes les deux perpendiculaires a (AB) donc K est le
projeté orthogonal des points O et H sur (AB).

3.a.s&AOB=m:m donc OA x OB = OK x AB et

OA2x OB2 = OK2 x AB2 d 1__—__AB® __ onc:
oM okz T oA xom? "¢
1 _OA+OB? _ 1 . 1
OK2  OA?xOBZ OA? OB?
b. De méme, on obtient:
1T 1 1 1 1 1

OH " OK2 ' 0C2 OA? OB2 0C’

4.a. Ve = % Hopgx OC = % A ppe X OH.
On obtient alors (4 apc)? = (Aoas)? X 8—&;
Or Aopp = OAXOB ,donc:
2_ w
(o psc)” = 40H?
_ OA’> x0B? x0C? ( 1, 1, 1 )
4 OAz 0OB? 0C

. 2 2 2 2 2 2

soit (s g2 = QB XOC:  OA2XOC! | OA2 X OB

= (Aopd)? + (HAoac)? + (dops)
b. slyac = VB + @77 + 7B,

1541 {x+y+z:0 @{x=—y—z @{x:—472z

2x+3y+z-4=0 y—-z—4=0 y=4+z
donc & a pour représentation paramétrique:

X =-4-2t
y=4+t ,telR
z=t

2.a. P, a pour équation (1 + A)x + (1 + 2A)y + z— 41 = 0 donc
n(1+X;1+2X;1) est un vecteur normal au plan ;.

b.A=0.

eA=-1.

3.%_, apour équation -y +z+ 4 =0 la droite 9’ est caractérisée

X=—-4-2z
= ,
=4+z

par le systeme:
{x+y+z:0 {X:—y—z
s

-y+z+4=0 y=z+4
9" a donc pour représentation paramétrique:
x=-4-2t
y=4+t ,teR,
z=t

ce qui prouve que 9’ est confondue avec &.

4. Soit H le projeté orthogonal de A sur &, on obtient
H(0;2;-2) et AH=+11.
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E1.a.|_(o;a;0),M(a;o;0)etD(o;o;1).
On obtient DL =DM =+a? +
b. Soit | le milieu de [LM], DI = 1/ 22etLM a2 donc:

Ja2+2
2

Apim=a
2.0K(1;1;a),DL(0;a;~1)et DM (a;0;~1).

& . a:= 0et & . aVl>= 0 donc (OK) est perpendiculaire au
plan (DLM).

3.2.0M.OK = (OH + HM) . OK = OH . OK + HM . OK
=O0H.OK.
b. H € (OK).
¢.OM.OK=a,OH . OK =A0K2 et OK2=g? + 2 donc:
__a
Ta2+2

CommeO0<\A=<1,He[OK]

d.H( a ._a ._a )
a2+2" a>+2" a*+2
e.HK = (1-21)OK,

2
donc HK2 = (1 - A)2 OK2=(M) x (@2 +2)
+2

a?

dotHK=2>=a+2
Ja? +2

ava? +2 2—a+2

4. Vouvk = 3 ~/a2+2 60(0 -a+2).
mLa.r_f-U:Oetﬁ-V:O.
bc'—b'c=0
b.n'=0 équivauta J{ca’— c’a = 0 quitraduitla proportionnalité
ab’'—a'b=0

des triplets (a; b; c) et (a'; b’; ¢') donc la colinéarité des vecteurs
vetv.

2.a. ﬁ(—3 ;-1;-3) et E(—Z ;=1;-1). Les vecteurs AB et /Té

ne sont pas colinéaires, donc les points A, B et C définissent
un plan.

b.n(-2;3;1).

c.-2x+3y+z+5=0.

E Partie A

1.7 et IH sont colinéaires, donc:
|7+ 1H] = ] H =

2 IH(XH “Xii Y= YiiZn -z)

donc n- IH =-ax, - by, —cz, + axy + byy + czy

Hva? +b? +c2.

=-ax,-by,-cz-d
car axy + byy + czy = —d puisque H appartient au plan %.
s e AMH _jaqtbytcztd|
oNe b+ e+t
Partie B

1.AB(3;0;3),AC(3;3;3) et AB.AC =0.
ABC est donc rectangle en A.
Ay = V6

ABC

2.a.7.AB=0etn.AC=0.
b.x-2y+z-9=0.
3.a.d (%@, (ABC)) = 6.
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b. Vagcp=9.
4. @ est parallele a .

1. 2.0\ etAE<2 AD 2

SE( Z; )etAE 2 AD doncE & [AD] car0 < 2 <1

5.5E'=%_Aetdemém DF:%DB tDG:% C donc:
) Verep = %)V %

Partie C

Il s'agit de la réunion des plans d'équations respectives:
-5x+11y+8z-18=0 et 23x+25y-20z+24=0.

Ed1.1estle mllleu de [AC] donc BA? + BC? = 2B + 5 L AC2et
DC2 + DA% =2DI? +y L ac2et par conséquent:
AB2+BC2+(CD?+ DA2 =2(BI2 + DI?) + AC2 = 41)2+ BD? + ACZ
2. Immédiat avec le 1.

2. a. En considérant trois réels o, et ytels que:
aw+Bi+y=0

et en substituant les expressions de Tetfen fonctionde Uet v,

on démontre que =B =y=0.

b.a=-w-. Tetb:—W-f:

cw'=0carw, Tetfne sont pas coplanaires.

d.kK=——w".
[w]

3.(0; 7, j, k) estun repére orthonormé.

1. p. ﬁ(4; 0; 0) est orthogonal aux deux vecteurs a-\
et OB.

¢. Voasc = 32.

d. Eé ﬁ= 0 donc B appartient a la sphere de diamétre [AC].
De méme, & . & =0donc O appartient a la méme sphére. Le
centre de cette sphére est 1(2; 3 ; 4) et le rayon est v29.

2. a. (MN) et (QP) sont paralleles a (BC) donc (MN) et (QP)
sont paralleles. De méme (MQ) et (NP) sont paralléles. De
plus (BC) et (OA) sont orthogonales donc (MN) et (MQ) sont
perpendiculaires. MNPQ est donc un rectangle.

b. (PM) est dans le plan 7t et (OB) est orthogonal a T donc (PM)
et (OB) sont orthogonales. La droite (PM) est orthogonale a
(AC) pour k = %

c MPZ—Ek2—9k+36

La dlstance MP est minimale pour k=1 ﬁ

& correctif: les questions 4. a., 4. b. et 4. c. sont en fait les
questions 3. b., 3. c. et 3. d..

1. Les quatre hauteurs de ce tétraedre sont concourantes en
O, donc OlJK est orthocentrique.

2. Soit K le point d'intersection des hauteurs issues de A et de
B:BH.CD=BK.CD+KH.CD.

Or (BK) est orthogonal au plan (ACD) par définition d’'une
hauteur, donc (BK) est orthogonale a (CD).



De méme (KH), c'est-a-dire (AH), est orthogonale a (BCD) donc
@ . CB = 0. Donc ﬁ . 6 =0etH € (BCD), donc (BH) est la
hauteur issue de B du triangle BCD.

3. a. Les coordonnées des points B, C et D vérifient I'équation
proposée.

b.H(1;-1;3).

¢.BH.CD =-39.

d. a—i . E)’ # 0 donc (BH) n’est pas une hauteur du triangle BCD,
donc les hauteurs du tétraédre ABCD issues des points A et B ne
sont pas concourantes par contraposé du 2. ABCD n’est donc
pas orthocentrique.

. Prises d'iniliatives

m Soit O un point de I'espace et A, B et C les points tels que
- o 2 - - -

OA=n,0B=n"etOC=n".Quatre cas et quatre cas seulement
peuvent se produire pour les plans %, ?’ et P”".

* Les trois plans sont paralléles: dans ces conditions les vecteurs
normaux sont colinéaires donc coplanaires.

* @ et P’ sont paralleles et ?” quelconque: dans ce cas n
et n’ sont colinéaires, donc les trois vecteurs normaux sont
coplanaires.

* P et P’ sont sécants suivant une droite & et P” est parallele
a 9. Dans ces conditions, le plan (OAB) est perpendiculaire a
la droite 9, et le vecteur 6@ orthogonal a %, est donc dans le
plan (OAB) : les trois vecteurs normaux sont encore coplanaires.
* |l reste le cas ou & et P’ sont sécants suivant une droite %
et P" est sécant a la droite & en M. Les trois plans ont alors un
seul point commun: le point M. Le vecteur & n'est pas dans le
plan (OAB), les trois vecteurs normaux ne sont pas coplanaires.

I Les points P et Q jouant le méme réle, on peut penser a
remplacer AP + AQ par 2Al ou | est le milieu de [PQ].

ﬁwﬁ@ﬁ:ﬁ\:»ﬁ:-%ﬁ

donc | est un point fixe.

De plus:
AB2+AP.AQ =0 AB2+ (A +IP) . (Al IP) =0
& IP2=AB2+ AR & IP = Y2 AB,
La double condition est donc équivalente au fait que P

N

appartiennent a la sphére de centre | et de rayon % AB avec

I tel que Al = — — AB. Les couples (P, Q) sont les extrémités des
diamétres de cette sphere.

m * Si A et B sont confondus.

L'ensemble cherché est I'espace tout entier si k= 0. Sinon si k
est non nul, I'ensemble cherché est 'ensemble vide.

* Si A et B sont distincts. . .

Soit H le point de I'espace défini par AH =A_—B{(2 AB, on a

I—ﬁ-ﬁ=ketl\ﬁ-ﬁ=ksi et seulement si I\m-ﬁ=0donc
I’ensemgg cherché est le plan passant par H et de vecteur
normal AB.

IH soit h la hauteur du tétraédre ABCD. Le volume V est égal
a %h x o ou A est I'aire commune aux faces du tétraedre.
Le volume V est aussi la somme des volumes des quatre
tétraedres MABC, MABD, MACD et MBCD dont les volumes sont
respectivement %dm&d, %dzxsi, %d3><&d, et %d4><&i,ou d;,
d,, d; et d, sont les distances respectives du point M aux faces
ABC, ABD, ACD et BCD.

On obtient alors h=d, + d, + d3 + d,.

m * Si k=0, on reconnait la sphére de diametre [AB].
Soit | le milieu de [AB], alors MA - MB = k équivaut 8 MI2 = 1A2 + k.

e Sik< —%ABZ, I'ensemble cherché est 'ensemble vide.

e Sik= —iABZ, 'ensemble cherché est réduit au seul milieu
de [AB].
*Sik> —%ABZ, I'ensemble cherché est la sphere de centre | et

de rayon 1’%ABZ +k.
X+2y—-z=0

167 L'équation équivaut au systéme
X—-y+2z+6=0

qui caractérise la droite passant par A(—4; 2 ; 0) et de vecteur
directeuru(=1;1;1).
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CHAPITRE

Le programme

On approfondit le travail en probabilités et statistique mené les années précédentes.
Cette partie se préte particulierement a I'étude de problémes issus d’autres disciplines.
Le recours aux représentations graphiques et aux simulations est indispensable.

Contenus

Conditionnement,
indépendance
Conditionnement par un
événement de probabilité
non nulle.

Notation P, (B) .

Capacités attendues

« Construire un arbre pondéré en lien
avec une situation donnée.

« Exploiter la lecture d’un arbre pondéré
pour déterminer des probabilités.

« Calculer la probabilité d’un événement
connaissant ses probabilités condi-
tionnelles relatives a une partition de

Commentaires

On représente une situation a I'aide d’un arbre
pondéré ou d’un tableau. On énonce et on
justifie les régles de construction et d’utilisation
des arbres pondérés.

Un arbre pondéré correctement construit
constitue une preuve.

Le vocabulaire lié a la formule des probabilités
totales n’est pas un attendu du programme,

Punivers. mais la mise en oeuvre de cette formule doit

étre maitrisée.

Indépendance de deux Démontrer que si deux événements A | Cette partie du programme se préte particuliére-

L

et B sont indépendants, alors il en est de | ment a I’étude de situations concrétes.

événements.
méme pourA etB.

< Des activités algorithmiques sont menées
dans ce cadre, notamment pour simuler une
marche aléatoire.

2 [SVT] Hérédité, génétique, risque

génétique.

G Nofre point de vue

Nous avons regroupé dans ce chapitre la partie du programme relative au conditionnement et a I'indépendance.

Les notions nouvelles concernant ce chapitre sont peu nombreuses : conditionnement par un événement de probabilité
non nulle et indépendance de deux événements.

La premiére activité « Réussite au bac » permet, a partir de données présentées en tableau, de découvrir la notion de
probabilité conditionnelle et la formule permettant le calcul de ces probabilités. Les notions correspondantes constituent
le contenu de la premiére page de cours.

La seconde page de cours est consacrée aux arbres pondérés et a la formule des probabilités totales. La notion d’arbre

de probabilités est déja connue des éléves :
- En classe de Troisiéme et de Seconde, on s’est intéressé a la succession de deux expériences (éventuellement
trois), pas nécessairement identiques.
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Ces activités ont permis a I'éléeve de se familiariser avec les arbres de probabilités construits intégralement.
- En classe de Premieére, on s’est intéressé a la répétition d’'une méme expérience aléatoire, un certain nombre n
de fois (ce nombre n pouvant éventuellement étre grand), dans le cadre de la loi binomiale.
Le contenu du programme de Terminale est dans le prolongement de ces apprentissages.
Nous avons décidé de formaliser cette partie de cours en détaillant la méthode de construction d’un arbre pondéré,
en proposant un peu de vocabulaire et en donnant quelques régles.
Les capacités attendues étant : « construire un arbre pondéré en lien avec une situation donnée » et « exploiter la
lecture d’un arbre pondéré pour déterminer des probabilités », ces capacités sont reprises dans les deux savoir-faire.
L’arbre pondéré, construit dans le deuxiéme savoir-faire, donne aussi 'occasion de mettre en ceuvre la formule des

probabilités totales.

La troisiéme page de cours traite de 'indépendance de deux événements. Il nous a paru important d’insister sur
l'aspect « commutatif » de cette notion d’indépendance : si I'événement B est indépendant de I'événement A, alors

Pévénement A est indépendant de 'événement B.

On retrouve aussi dans cette partie la démonstration « exigible » mentionnée dans le programme.

Concernant 'accompagnement personnalisé, la page « Revoir les point essentiels » revient sur deux points importants :
la construction d’un arbre pondéré et le calcul d’'une probabilité conditionnelle. La page « approfondissement » permet
la découverte d’une des principales applications des probabilités conditionnelles : la formule de Bayes.

Les commentaires du programme demandent de mener des activités algorithmiques, notamment pour simuler une
marche aléatoire, et des activités en lien avec la SVT sur les themes « hérédité, génétique, risque génétique ». Clest
pourquoi le TP1 propose d’étudier une situation de « marche aléatoire » en partant d’un point de vue algorithmique
pour ensuite observer et formaliser certains résultats. Le TP2 propose, quant a lui, d’étudier un phénomene d’hérédité

connu : la loi de « Hardy-Weinberg ».

Les notions abordées dans le chapitre 10

1. Probabilité conditionnelle
2. Arbres pondérés et probabilités totales
3. Indépendance de deux événements

Avanlt de commencer

Voir livre page 427 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

) Activites

Aclivité 1 Réussite au bac

Cette activité permet, a partir de données présentées en tableau,
de découvrir la notion de probabilité conditionnelle et la formule
permettant le calcul de ces probabilités. Les valeurs du tableau
étant des effectifs, on commence par déterminer les probabilités
correspondantes.

1. Tableau complété :

Nombre Nombre
. B Total
de succés aubac | d'échecs au bac

Nombre 36 4 0
de redoublants
Nombre de non

378 50 428
redoublants
Total 414 54 468

468~ 26 468 117
PR=428-107; pgnp) =36 -L;
P(Bﬂﬁ):%z%
3 PR(B)—%:%:P%F)

189 _ P(BNR)

~(B)=378 _189 _
4'PR(B)_428 214~ P(R)

5. Réussite des éléves redoublants : 0,9.
Réussite des éléves non redoublants : 0,88 (environ).

6. % = Pg(R) : probabilité que I'éléve choisi soit redoublant,
sachant qu'il a obtenu son bac.
% =Py (R) : probabilité que I'éleve choisi ne soit pas

redoublant, sachant qu'il a obtenu son bac.
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Aclivite 2 Un test de dépistage

Cette activité donne I'occasion de lire et compléter des probabilités
surun arbre pondéré. Ces informations sont ensuite utilisées pour
déterminer la probabilité de certains événements.

1.0,98 =P(S).

2. Arbre complété :
0,99

0,96
3.a.P(SNN)=0,9702.

b. C'est I'événement MN N, P(M N N) = 0,0008.
c.P(N)=0,971.

4.a.P(SNP)=0,0098 et PMNP)=0,0192.

b. P(P) =0,029.

Aclivite 3 Categories de personnels
d'une entreprise

Cette activité permet de découvrir la formule des probabilités
totale, grdce au calcul de la probabilité d'un événement, en
utilisant un tableau de probabilité puis en utilisant un arbre
pondéré.

1.a.Py(F)=0,20 et P(MNF)=0,15%0,2=0,03.
b.P(ONF)=0,45 et P(INF)=0,05.
P(F)=P(MNF)+P(ONF)+P(INF)soit P(F)=0,53.

c. Tableau complété:

M 0] | Total
F 003 | 045 | 0,05 | 0,53
F 0,12 0,3 0,05 0,47

Total | 0,15 0,75 0,1 1

2.a. Arbre: ]

Catégorie Sexe Evénement  Probabilité
MNF 0,03
MNF 0,12
ONF 0,45
ONF 0,30
INF 0,05
INF 0,05

b. P(F)=0,03 + 0,45+ 0,05=0,53.

Aclivite 4 Tirage de boules

Cette activité introduit la notion d’événements indépendants a
partir dela comparaison des deux cas classiques : tirage de boules
«avec remise », puis tirage de boules « sans remise ».

1.a.P(A)=%=0,6.

b. P,(B) = % =0,6.

C.

Premier Second
tirage tirage
3

P@B)=P(ANB)+P(ANB) =5+ =3.
_9_

d.P(ANB) =5 =P(A) xP(®)

2.a.P(A)=3=06.

b.
Second
tirage

Premier
tirage

<

ulw

[GIIN]

C.P,(B)=2=05.

T
_ " -6 .6 _3_
P(B)=PANB +PANB == +LE =306
P(B) = P, (B).

d.P(ANB) = %: 0,3 alors que P(A) x P(B) = % =0,36.

Correctif : dans le cours page 298 dans I'encadré en bas de page sur la formule des probabilités totales il faut lire « Soit Ay, A,,...,A,, n
événements incompatibles deux a deux et tels que leur réunion soit égale a E. » et non pas « Soit un événement A, réunion des événements

Ay, Ay,..., Ap, deux a deux incompatibles. »
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EXxercices

POUR DEMARRER

EN 1.Non, P(V).
2. 0ui, Py (V).
3. 0ui, Py (U).
4.Non, P(UNV).
1. « Parmi », Pg (R).
2.« Un tiers des », P4 (R).
3. «Chez », P (F).
4. < Lorsqu’on », Py (R).
5. « Parmi», P (F).
n Voir livre page 428.
PBNA) 0,3 _
ER P®="Fn =055
P(ANB) 0,3 _
Pg(A) = (B) =08 =0,375.
P(CND
R #0200 - 01
P(DNQC) _ 0,1
“P(CQ 0,25
N 1.P(Q=0,1;P(R)=0,22 ; P(QNR) =0,04.
2.P4(R) = PRNQ) 0,04

P(Q ~ 0,1
I'exercice choisi soit une question sur les probabilités sachant

que c’est un QCM.

P(QNR) _0,04_2 —
Pr(Q) = PR "o ir Pr(Q) est la probabilité que

I'exercice choisi soit un QCM sachant que c’est un exercice sur
les probabilités.

EA P(ANB)=P,(B)x P(A)=0,2%0,3 = 0,06.

_P(ANB) 0,06 _1

P ="p@) - 05479

N P(CND)=Pc(D)xP(C) =0,25x0,4=0,1.

=0/4.

=0,25.

Pc(D) =

=04.

= 0,4. Po(R) est la probabilité que

PD)= CﬁD)_o,1:l‘
RO 02 2
1. =
n A A Total
B 0,3 0,2 05
B 0,15 0,35 0,5
Total 0,45 0,55 1
2.P(A)=0,55.P(ANB)=0,2
P(A NB) _0,3
3.Ps(A) = PE) ~ 0506
P(ANB
pa@=CR0B _ 02 4

P(A) ~ 0,55 11
m Voir livre page 428.

11 KN

F G Total
R 12 8 20
35 35 35
R 8 7 15
35 35 35
20 15
Total 35 35 1

z.P(ﬁ):%:%-

P(FNR)
P(R) 1z?) =06.
Pe (R) est la probabilité de choisir un éléve étudiant le russe,
sachant que c’est unefille.
_,~_PRNG) 7
Pr(G) = W = ﬁ
Pz (G) est la probabilité de choisir un garcon sachant que I'éléve
n'étudie pas le russe.
EEX voir livre page 428.
EEN 1.P(ANB)=0,6 x0,75 = 0,45.

3.P R =~

P(ANB)=0,4%x03=0,12.
2.P(B)=P(ANB)+P(ANB)=0,45+0,12=0,57.
1.

14 | 02

0,3
2.P(A)=0,4;P5(B)=0,7
3.P(ANB)=0,6x%x0,2=0,12etP(ANB)=0,4%0,7 =0,28.
4.P(B)=P(ANB)+P(ANB)=0,12+0,28=0,4.

m Voir livre page 428.

[16 R WXV % =0,625=P(A).

A et B sont indépendants.

2.P,(B) = % ~0,143 # P(B).

A et B ne sont pas indépendants

17 | 1.P(A)><P(B)=%=ﬁ— (ANB).
A et B sont indépendants.
2.P(A)xP(B)=0,231=P(ANB).

A et B ne sont pas indépendants.

13 RNJORLEET 3

0.72
25 _ 3
2.P(B) = 125X 8 20

m Voir livre page 428.
EIN 1.P(ANB)=0,97x 0,95 =0,9215.
2. La probabilité est P(A N B) soit 0,9215.

POUR S’ENTRAINER

Bl 1.p0=F&; Pm=33=13
2.P(h=7%:
P(INM) = % = 5 : probabilité de tirer un numéro impair et

: probabilité de tirer un numéro pair.

—_

multiple de tro
POINM) = % robablllte de tirer un numéro pair et multiple
de trois.

3. Pyl :% : probabilité de tirer un numéro impair sachant qu'il
est multiple de trois.
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P7(M) = % : probabilité de tirer multiple de trois sachant que
c’est un numéro pair.

EZX soit S I'événement «'abonné & choisi I'option Sport-Live »
et CI'événement « I'abonné a choisi I'option Cinéma-Séries ».

1P = P(E(Q)C) 5535
2.P5(0) = P(if(r;)s) -60_2.
23 | PIANB) =072+047 - 083031
Py (A) = ;\(Q)B) 31206,
PA(B) = % - % ~0,43.

m Voir livre page 428.
_284. 1.
B 1.PR=475: PaP)=3

2.P(RNF) =P (R) x Py (F) = 125245

m Soit V I'événement « le ménage posséde une voiture » et
D I'événement « le ménage possede un deux-roues ».

1.P(VND)=0,82+0,11-0,89=0,04.
_P(vnD)
2.7 (D)= =5 = 2

EXN 1.P(A) =P(X < 4)~0,0064;

PB)=P(X < 7)=0,3222.
2.P(ANB)=P(A) =0,0064.

P(A) _ 0,0064 ) _PA) _
3.Pz(A) = P®) " 03222 =0,0199 ; P5(B) = PA) = 1.
EEN 1.P(X<20)~0,952;
P(X=10)=1-P(X<10)=0,960.
2.P(10=X=<20)=P(X<20)-P(X<10)=0,912.

P(10<X=<20) 0,912
Py 10X <20)= = L =0,950.
=1l ) P(X=10) 0,960
m 1.0n veut P(X = 4), avec X loi binomiale de paramétres
n=8etp=0,7.
PX=4)=1-P(X = 3)=0,942.
P(A=X=<6) 0,687
2. Py=aX < 6)= =0,72
On veut Py~ 4( 6) PIX=4) = 0942 0,729.

m 1. Oui, la proposition est vraie.
2. 0ui, la réciproque est vraie.
EZN VRAI:P(ANB)=0,4%0,3=0,12.

P(ANB)
EEN rFAUX:P(A) = XG)
EZ vRAI:P,(B) = % =P(ANB)carP(A) < 1
EF 1.pA)=03etP@) =
2
A A Total
B 03 02 0,5
B 0,4 0,1 0,5
Total 0,7 03 1

PaB)=3,PAB) =7, Py(A) =2, Py (R) = 2 et P (B) = 3

E& Correctif: il faut lire « Les pourcentages d’objets défectueux
sont respectivement 2 %, 3 % et 4 % de chacune des trois
productions ».
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1.
Machine
A B C Total
Boulons
Défectueux 0,012 0,009 0,004 0,025
Non défectueux 0,588 | 0,291 0,096 | 0975
Total 0,6 0,3 0,1 1
2.P(D)= 0025
3.Pp(C)====0,16.

Ea Correct:f. il faut lire « 3. Calculer la probabilité que le
questionnaire choisi soit celui d’un éléve qui n’utilise pas
réguliérement Internet ».
Voir livre page 428.
EZX vRAL
EZA VAL
P(ANB)
40 | FAUX: Pa(B) =5 =322

N 1.p)=02: probabilité de choisir un éléve de L.

P.(G) = 0,35 : probabilité de choisir un garcon parmi les éléves
delL.
2.
P(ES)=10,35; P (F)=0,65; Pes(G) = 0,52 ; P5(G) = 0,64.
3.P(FNES)=0,35%x0,48=0,168.
4.
L ES S Total
Fille 0,13 0,168 0,162 0,46
Garcon 0,07 0,182 0,288 0,54
Total 0,2 0,35 0,45 1
m Voir livre page 428.
(44 B R
2.a.P(DNR)=0,3%x04=0,12.
b.P(FNR)=0,4x0,05=0,02.
¢.P(R)=0,4x0,95+0,3x%0,6+0,3%x0,4=0,68.
oy PRNM) 0,3x0,4 _ 3 _
3.Pg(M) = PR~ 032 "8 0,375.



P(FNR) _ 0,95%0,4 _ 19 _
PR) 0,68 34 0.56.
La sceur de Pierre a environ 56 % de chances d'avoir raison.

A 1.PR)=
2

4. Py(F) =

P(D;NR;)=0,6x0,3=0,18.

P(R,)=P(D;ND,NR,) =0,4%0,7x0,2=0,056.
P(R)=P(R;) + P(R,) = 0,236.

_P(R{NR) _PRy) _ 45 _
3.PR(R1)—7P(R) = PR =59 =0,76.

m Voir livre page 428.
m 1. Soit P(S), P(I) et P(X) les probabilités respectives de
passer par les points S, | et X.
OnaP(S)=P(X)=2P(l)etP(S)+P(X)+P(l)=1.
Ainsi 5P (1) =1, soit P(l) _§

>< <2 2__4

2.P(E)=P(S)xP()xP(X)= 5X5=725"

3. P(F) est la somme des probabilités de parcourir les
« chemins » SIX, SXI, ISX, IXS, XIS et XSI.

424
P(F)=6x335=725"

4. La probabilité qu’aucun des n robots ne passe par les
sommets S, | et X dans cet ordre est ( 121 )

125
n
Onveutdonc: 1 - (%) = 0,99 soitn =

—-2In(10)

in(433)
Il faut au moins 142 robots.
L3 FAUX:P(B)=0,4%0,35+ 0,6 X 0,25 = 0,29.
(49 RYEYY ‘P(/T\OB) 0,6 X 0,75 = 0,45.
_P(ANB) _0,4%0,65

E VRAI: Py (A -

P(B) 1-0,29
EI1.P(A)= P(B) = letP(AﬁB):f

AetB sont independants

2.P(O)= 5 et PANQ) =

PBNC) = B et C sont mdependants

EN 1.P(A)=1,PB) =3 etP(ANB) =

A et Bsont |ndependants

2.P(Q=2 et PANO=PA)=7

AetC ne sont pas indépendants.

P(Q)==2 et PBNCO)=P(B)==

BetC ne sont pas indépendants.

EE3 1. Conséquence de P(A)=P(ANB)+P(ANB).

=0,37.

—- A et Cne sont pas indépendants.

= c\\—-

2.P(ANB)=P(A)-P(ANB)=P(A)-P(A) x P(B)
=P(A)x (1-P(B)) =P(A) x P(B).
3.P(ANB)=0,4x0,7=0,28.

PAUB)=1-P(ANB)=0,72.
EZN 1.P(AUB)=P(A) +P(B)- P(ANB).

Ainsi:P(ANB) = a—%

0, on obtienta = 1

a.P(ANB)= TR

b.P(AﬂB):aX%,on obtienta=%-

=P(A), on obtienta = %

P(BNA)

P(A)
et Py(A)=P(AN B)x%
a. P4 (B) =0 et Py(A) =

1_1 =1 wo=1,
b.P,(B) = 4><36_9 et Pg(A) 36><9 Z
C.Pp(B)=

4x2_1 et Py(A) = 7><3 %
EA p(aUB) +PA)PE )—P(A)+P(B) P(A) x P(B)
+(1=PA)(1-P®) =

c.P(ANB)

2.0naP,(B) = =4P(ANB)

EA voir livre page 428.

EJ 1.P(ANB)=P(A)xP(B)=0,8%0,75=0,6.
2.P(ANB)=P(A)xP(B)=0,2x0,25=0,05.
Aucun des parents ne répond a I'appel d’Agathe.
A FAUX:P(ANB)=0=P(A) x P(B).

XN VRAI:P(R) =1, P(P)=1 et PRNP)=L-

(61 RV:TYE

P(A)+P(A)P(B)=P(A) + (1 - P(A)P(B)
=P(A)+P(B)-P(A)P(B)
=P(A)+P(B)-P(ANB)
=P(AUB).

(62 R P (T) est la probabilité que le test soit positif sachant

que la personne est malade.

Py (T) est la probabilité que le test soit négatif sachant que la
personne n'est pas malade.

2.a.P(MNT)=0,05x%0,98 = 0,049.

Pw(T) =1-0,99;ainsi P(MNT)=0,95x 0,01 = 0,0095.

b. P(T) = 0,049 + 0,0095 = 0,0585.
c. M et T ne sont pas indépendants.
_ 0,049 _
3.Pr(M) = 5 s = 084
1.
3 0,004
4
1
4 0,94
2.P(A)=P(ANF)+P(ANM)=0,018.
_0015_5 0,003 _ 1
3-PAM =501 =6 PAP = 05018 = 5
64 R 14
24
3 10
o
2
d_ s B
24
9
24
2.P([E)=P (B NBy) =55.PF) =PN, msg:%.
___ _3 _(E)_L _PF) _5.
3.PB) =L+ PBZ(B) 6= 12 PP p gy = 13
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4.P(BzﬂE):P(E):27—O.

Les événements B, et E ne sont pas indépendants.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 428 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

8] 1

3
P(J)=P(AﬂJ)+P(BﬂJ)=%><;+%>< 8.

1_
9 3727
15 25 _5
|82 105 (P(E)=22etP(FNE) =%
Pe(E) =

P(EﬂF) 5 1

P(F) ~ 15 3°

P> Formule de Bayes

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
10_TS_approfondissement.ggb (GeoGebra).

P(B)=P(ANB)+P(ANB)
=P(A) X Py (B) + P(A) x Px(B).

P(ANB) P(A)x Ps(B)

Alors : Pg(A) = = A '
ors PR ="B) = P(A)x Po(B)+ P(A)x P4(B)
>P(M)=p;P(M)=1-p, Py(T) = 0,99 et P (T) = 0,001.

o px0,99 _ 990p
2 =PriM) = 5 5g  (1- p)x 0,001 ~ 989p +1
dvi(p) = iz ; vest croissante sur [0; 1].
(989p +1)

1l
I
09

08
07
08
05
04
034
02
0.1

[0010203040506070809 1 1
0.1
1
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> _1 = 10 = 0,09.
V(moooj 117~ 009
Avec une telle proportion de malades, le test nest pas efficace :

il n'y a que 9 % de chances qu'une personne positive au test
soit effectivement malade !
dv(p)=09doup= = 0,009.

1_
v(p)=0,99 d'oti p= 1i 0,09.

EEN P(S)=04;P(5,) =06 Ps (D)= 0,04 et Ps (D) = 0,03.

0,4x0,04 _8

PolS1) = 0,4%0,04+0,6x0,03 =77 ~047.
EZ3 PU)=08;P(S)=0,1;P(N)=0,1;P,(A)=0,04; Ps(A) = 0,08
et Py(A) =0,22.

_PUNA) _ PUNA) .
P ==y = PURA T PG A T PNAA) O
P )= PU) X Py(A)
AT POy P (A)+ P(S) x P (A) + P(N) X Ry (A)
PAU) = 0,8x0,04 =16 _¢516.

0,8x0,04+0,1x0,08+0,1%x0,22 =3

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Marche aléaloire

Ce TP propose d'utiliser des algorithmiques pour simuler une
situation de « marche aléatoire » et ainsi pouvoir observer quelques
phénomeénes. Ces observations permettent ensuite d'aider a la
formalisation de certains résultats.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

10_TS_TP1_A3.alg,

10_TS_TP1_AA4.alg,

10_TS_TP1_B1.alg

et 10_TS_TP1_C2.alg (AlgoBox).

A. Premiers résultats

l.a.5;=10uS;=-
b.P(D;)=0
2.a.
X; -2 0 2
b.P(D,) =P(S,=0) =1

4. a. Variables utilisées :
NS : nombre de simulations
D :nombre de cas ou il y a retour a la case départ (S =0)

F: fréquence de retours a la case départ (F = %)

Pour modifier le nombre de simulations, il suffit de modifier
la valeur de NS.



W VARIABLES
N EST_DU_TYPE NOMBRE
— S EST_DU_TYPE NOMBRE
— A EST_DU_TYPE NOMBRE
— 1 EST_DU_TYPE NOMBRE
— NS EST_DU_TYPE NOMBRE
K EST_DU_TYPE NOMBRE
— D EST_DU_TYPE NOMBRE
— F EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ | DEBUT_ALGORITHME
—LIREN
D PREND_LA_VALEUR. 0
— NS PREND_LA_VALEUR 10000
W POUR K ALLANT_DE 1A NS
— DEBUT_POUR
— S PREND_LA_VALEUR 0
W POURTIALLANT DE 1AN
— DEBUT_POUR
— A PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT(0,1)
W SI(A==1) ALORS
DEBUT_SI
S PREND_LA_VALEUR S+1
FIN_SI
W SINON
DEBUT_SINON
S PREND_LA_VALEUR 5-1
FIN_SINON
— FIN_POUR
W SI(5==0) ALORS
— DEBUT_SI
— D PREND_LA_VALEUR D+1
— FIN_SI
— FIN_POUR
— F PREND_LA_VALEUR D/NS
— AFFICHER Fréquence observée : *
~— AFFICHER F
= FIN_ALGORITHME

b. En utilisant I'algorithme précédent, on peut observer que
pour N =3 ou N =5, on obtient F=0.

Ainsi P(D3) = P(Ds) = 0.

c. On peut observer que pour N impair, on obtient F = 0.

Ainsi P(D,,) = 0 pour n impair.

B. Retour a la case départ

1. Correctif : il faut lire « Modifier I'algorithme ...
« Utiliser I'algorithme ... ».

Il suffit de modifier I'algorithme précédent en fixant la valeur
de N (instruction « N PREND_LA_VALEUR 4 ») et en laissant a
I'utilisateur la possibilité de choisir le nombre de simulations
(instruction « LIRE NS »).

» et non pas

2.a.
X; -4 | -2 0 2 4
i 1 1 3 1 1
PiSa=x) | 7¢ 4 8 4 16
b. P(D,) = P(S,=0) =%-
3.a.P(Dyo) = ﬁa’s = 0,246 ; P(D100) = 0,080 ; P (D gg0) = 0,025.

b. Quand n augmente, P(D,) se rapproche de 0.
1

4. a. X, suit une loi binomiale de paramétres n et Pl

b.Quand X, =k ;S,=kx1+(n-k)x(-1)=2k-n.
c.Sin=2p:

P(5,=0)=P X, = ﬂ):P(X =p)
1

- -y

1. a. Distance moyenne = E(|S,|).

n=1:distance moyenne: % ><1+%

n=2:distance moyenne:%x2+%x0+%x2=1.

b.n=3:distancemoyenne:%x3+%x1+%x1+%x3=1,5.

c.n=4:distance moyenne: A42,0,2 +i—1 5.

16 478 4716

2. a. Pour chaque simulation, il faut calculer la distance a
laquelle se trouve le pion par rapport a la case « départ » au
bout des N déplacements. Il suffit pour cela de calculer la valeur
absolue de S.

Ensuite, il faut calculer la moyenne de ces distances (DM %g)
Variables utilisées :

NS nombre de simulations ;

DT distance totale sur 1 000 trajets ;

DM distance moyenne pour 1 000 trajets.

W VARIABLES
— N EST_DU_TYPE NOMBRE
[— S EST_DU_TYPE NOMBRE
— A EST_DU_TYPE NOMBRE
— [ EST_DU_TYPE NOMBRE
NS EST_DU_TYPE NOMBRE
[— K EST_DU_TYPE NOMBRE
— DT EST_DU_TYPE NOMBRE
~— DM EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
—LIREN
— DT PREND_LA_VALEUR 0
= NS PREND_LA_VALEUR 1000
W POUR K ALLANT_DE 1A NS
DEBUT_POUR
SPREND_LA_VALEUR 0
W POURIALLANT DE 1AN
- DEBUT_POUR
— A PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT(0,1)
W SI(A==1) ALORS
DEBUT_SI
S PREND_LA_VALEUR S+1
FIN_SI
W SINON
DEBUT_SINON
S PREND_LA_VALEUR S-1
FIN_SINON
— FIN_POUR
— DT PREND_LA_VALEUR DT +abs(S)
= FIN_POUR
— DM PREND_LA_VALEUR DT/NS
— AFFICHER "Distance moyenne : *
— AFFICHER DM
~ FIN Al GORTTHME

xX1=1.

c. Quand n augmente, la distance moyenne augmente elle
aussi.
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TP 2 La loi de Hardy-Weinberg

Ce TP propose d’étudier un phénomeéne d’hérédité connu : la loi
de « Hardy-Weinberg »

Ce modeéle a été mis en évidence de facon indépendante au début
du XXe siecle par Hardy, mathématicien, et Weinberg, médecin.
A partir du moment ot certaines conditions sont vérifiées,
I'équilibre des probabilités, que I'on peut observer a la fin du TP,
se produit dés la premiére génération.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

10_TS_TP2.xlsx (Excel 2007),

10_TS_TP2.xls (Excel 2003)

et 10_TS_TP2.ods (OpenOffice).

A. Génotypes des parents
1.
Génotype
1¢" parent

Génotype
2¢ parent

2. a. Probabilité : px p = p%
b. Probabilité : px g+ qgxp=2pq.
3. Voir tableau question B. 3.

B. Génotype de I'enfant

1. Génotype AA.

2.

Parent1 Parent2 Enfant

AA
Aa
AA
Aa

Les quatre résultats sont équiprobables d'ou les probabilités.

150

3. En procédant de méme pour les autres cas, on obtient :

Probabilité Probabilités conditionnelles
Génotype Génotype Génotype enfant
parents
parents AA Aa aa
AA | AA p? 1 o o
AA | Aa 2pq 0,5 0,5 0
AA | aa 2pr 0 1 0
Aa | Aa 9 0,25 0,5 0,25
Aa | aa 2qr 0 0,5 0,5
aa | aa r 0 0 1

4. D'aprés les données du tableau :
p1=1xp2+05X2pg+0Xx2pr+025xq2+0x2qr+0xr2
d’ou le résultat.

De méme pour g, et r;.

5.p1=0,3025,9, =0,495 et r; = 0,2025.

C. Etude sur plusieurs générations

1. Compléter les lignes 1 et 2 comme sur la copie d’écran de
I'énoncé.

2.a. Saisir@en A3;enB3entrerlaformule: |=(B2+C2/2)A2 |
b. En D3 entrer la formule : [=(D2+C2/2)A2 |; en C3 entrer la
formule : .

3. Sélectionner la zone A3:D3 et recopier vers le bas. On
observe que les valeurs des probabilités pour les générations
2 et suivantes sont les mémes que celles de la génération 1.
4. On peut observer que la distribution génotypique est stable
a partir de la premiere génération de descendants quelles que
soient les valeurs initiales. C'est la loi de « Hardy-Weinberg »

CAP VERS LE BAC

Sujet A

On considere les événements :
- F:«le livre choisi est frangais » ;
- R:«lelivre choisi est un roman policier ».

150 _ A
T 0,75 : réponse b.

2. PR (F)=0,4:réponse c.
3.P(RNF)=0,4x0,75=0,3:réponse c.
4.P(F)=0,4%x0,75+0,7x0,25=0,475 : réponse c.

__03 _12. .
5.P:(R) = 0,475 19 :réponse b.

Sujet B
1.P(AUB)=P(A)+P(B)—P(A)><P(B)soitP(B)=%:réponseb.
2. Soit C I'événement « je sors mon chien » et P I'événement
«il pleut ».

-1 1.9.,3_7,
PO=76%2%10%3"10 o s
s PPNO 707727, .
On en déduit Pc(P) = PO - 7 —28 réponse d.
10



Sujet C

1. Voir démonstration, manuel de I'éléve p. 300.
2.a.P(RNS)=0,9%0,05=0,045.
b.PRNS)=0,9x0,95=0,855.

c. X, la variable aléatoire correspondant au nombre de fois
ou Stéphane entend son réveil, suit une loi binomiale de
parametresn=>5etp=0,9.

La probabilité que Stéphane entende le réveil au moins quatre

fois est: P(X=4) + P(X=5) =0,91854.

Sujel D

1.a.

b.P,([B)=0,6 et P5(B)=0,9
2.a.P(ANB)=0,2x0,4=0,08.
b.P(B)=P(ANB)+P(ANB)=0,08+0,08=0,16.

c. A et B ne sont pas indépendants:
P(A)xP(B)=0,2x0,16 =0,032 = P(ANB).
0,08 _1,

0,16 2

Sujet E

1. i
4

3. Py(A) =

N[—= N|=
-
K
N

A'I
24,
a1—%;b1=%;
2.P(Api1) =P(A) XPp (Api1)+P(R,)XPE (Ay.1) soit:
an+1=%an+%bn=%an+%(1—a,,)—%a,,+%.

— n EST_DU_TYPE NOMBRE
I— a EST_DU_TYPE NOMBRE
‘— | EST_DU_TYPE NOMBRE
'Y DEBUT_ALGORITHME
~LIREn

[—a PREND_LA_VALEUR. 0.5
W POUR i ALLANT_DE 2An
DEBUT_POUR

a PREND_LA_VALEUR. 0.25%a+0.5
FIN_POUR

— AFFICHER a

— FIN_ALGORITHME

4'a'Un+1=an+1_%=% n % % % % 1Un'
U est une suite géométrique de raiso 4 et de 1°" terme:
-1_2__1,
h=2"3""%
(Y Lingi g 221 (1)
b.Un= 6(4) samnst @, =3 6(4)
(%) converge vers 0 donc a, converge vers %
.n=6.
m 1. A A Total
B 0,5 0,2 0,7
B 0,1 0,2 03
Total 0,6 0,4 1
05_5 _2.
2.P(A) = 0 7=3 et Ps(A) = 0 3 3
3.P(A)xP(B)=0,6x0,7=0,42=P(ANB).

Les événements A et B ne sont pas indépendants.

(36 KN 0,5

2.P,(B)=0,5;P(B) =
P(B) # P, (B).

Les événements A et B ne sont pas indépendants.
3.P(B)=0,25%0,5+0,75x0,5=0,5=P,(B):

les événements A et B sont indépendants.

EZA on considere les événements :

- F:«lafiche choisie est celle d'une fille » ;

- G:«lafiche choisie est celle d'un garcon » ;

0,25x0,5+0,75x0,4=0,425.

- H: «lafiche choisie est celle d'un éléve mesurant plus de
1,55 m».
P(H)=0,55x%0,02 + 0,45 x 0,05 = 0,0335.
_0,55%x0,02 _ 22
W(F) ===

0,0335 67 03%8

POUR ALLER PLUS LOIN

Si Sostene commence a jouer contre sa mére :
Partie1 Partie2 Partie3 Réussite Probabilité
Mere Pére Meére

Oui 0,15
Oui 0,15
Non
Non
Oui 0,15
Non
Non

Non

Chapitre 10 Prababilites condifionnelles — Tém S specifique 151



Sa probabilité de réussite est alors 0,45.
Si Sosténe commence a jouer contre son pére :

Partie1 Partie2 Partie3 Réussite Probabilité

Pére Mére Pére

Oui 0,18
Oui 0,12
Non
Non

Oui 0,12

Sa probabilité de réussite est alors 0,42.
Sostene a intérét a commencer avec sa mere comme premier
partenaire.

EXN on considere les événements :
- S:«llfait sec le jour considéré » ;
- P:«ll pleut le jour considéré ».

Lundi Mardi Mercredi Probabilité
1
1 _AP] =
3
2
1 3 2
s S =
3 54
2 2
3 %/E‘ 108
1 5
6 = 10
6 708
5
5 1 AP 708
c 3
2
< 35] 0
5 25
6 l/‘E 216
6
e
6 5] 125
216
PA) =2 x2+2x2 =29 ~0806.
1,2 .5 ,25_43_
P®) =54 +708 708 " 216 216~ 1*°
_(5V_ 125 _
PO (6) 216 ~ 0,579

EN correctif:la piste est générale et ne correspond pas a la seule
question 2.

152

=dpila—p=lpsl.
1-P(R)—4!0+8(1 p) gP*t3 :
2.Sip =0, je suis sir que I'inconnu n’est pas tricheur : P(R) = '

Sip =1, je suis sdr que l'inconnu est tricheur : P(R) = %
1
1p 2
1 2 1 %: T(p).
8P*g ”
4. Quand p augmente, T(p) augmente en se rapprochant de 1.

3. PR(T) =

2.P(G)=0,75%0,92+0,25% 0,96 x 0,7 = 0,858.

_0,75x0,92 _
3.P6(5) =5 goa = 0804,

4. P(« Jeu blanc ») = 0,8584 = 0,542.
m a. P(ABCD) + P(ABDC) + P(ACBD) + P(ACDB)

—6xtx2x2-8.
+P(ADBC)+P(ADCB)—6><3><5><5 25
b. P(ABCA) + P(ABDA) + P(ACBA) + P(ACDA)

—exly2y2_8,
+P(ADBA) + P(ADCA) =6 x 3 x 2x 2=8
c. P(ABAB) + P(ACAC) + P(ADAD) =3 x I x 1 x 1= 1.

37575725
m 1.1l'y a 4 choix possibles :

Probabilité de tirer une
Urne 1 Urne 2
boule blanche
1.1 ,1_2
B BNN 7t3%X373
1.,2_1
N BBN 2%373
1 .1, 1,1_1
N8 N8 2%272"272
1
BB NN 3

Il faut choisir la premiére disposition.



2.a. 1, 1,n-1_3n-2,
A=yt X 1" an—2 s

b. (Pn) est une suite croissante qui converge vers "

EIN 1.

p,=0,1%x0,8+0,9x0,6=0,62.

2.pg,(G) = %300 = 2~ 071,

3. La probabilité que le joueur ne gagne aucune des trois

parties est égale a 0,9 x 0,4 x 0,4 =0,144.

La probabilité qu'il gagne au moins une partie est donc:
1-0,144 =0,856.

4.

0,4

3.

Pre1=PaX08+(1-p)x06=1p,+3

5. Propriété vraie pourn=1.
Sila propriété est vraie aurang n :
1, 43.1 ;_5(1)" ;:;_g(l)"” -
5Pnts 5(4 4\5) JT5=373\5) TPrer
Elle est vraieaurangn+ 1.
1 3

n
6. (E) converge vers 0, donc p,, converge vers e

7.%—p,,<10‘7sin211.

E 1.a.p(v,)=06etP, (V5) =06.

Donc P(V,MNV3)=0,6 X0,6=0,36.

b.0,36.

2.a.P(V;) =04 et Py (V) =0,1.

P(V,NV3)=0,4%0,1=0,04.

b. Correctif : il faut lire « Calculer la probabilité ... » et non pas « En
déduire la probabilité ... ».

P(V,NV5)=0,4%0,9=0,36.

3.p3=P(V3) =P (V,NV3) + P(V,NV;) = 0,40.

4.,

5.pps1=ppx06+(1-p,)x0,1=05p,+0,1.
6.a.Uy,;=Pyr1-02=0,5p,-0,1=05(p,-02)=0,5Up,.

(u,) est une suite géométrique de raison 0,5 et de premier terme
u;=p,;—02=08.

b. u,=0,8%0,5"". Ainsi p,=0,8 x 0,51 + 0,2.

c. lim 0,5"-'=0. Ainsi lim p, =0,2.

n—+o n—+%

m Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium :
10_TS_exercice96.xlsx (Excel 2007),
10_TS_exercice96.xls (Excel 2003) et
10_TS_exercice96.ods (OpenOffice) ;
10_TS_exercice96_3.alg et
10_TS_exercice96_4.alg (AlgoBox).
1.a.P(G))=05;Pg, (G)) =06 et Pp (Gy) =0,3.
b.P(G,)=0,5%0,6+0,5%0,3=0,45;P(P,) =0,55.
2.a.P; (Gy41)=06etPg (P, q) =04

b. On a l'arbre pondéré :

0,6

D’ou le systeme.
3.a.

¥ VARIABLES

— x1EST_DU_TYPE NOMBRE

— y1EST_DU_TYPE NOMBRE

— N EST_DU_TYPE NOMBRE

— I EST_DU_TYPE NOMBRE

— xn EST_DU_TYPE NOMBRE

— yn EST_DU_TYPE NOMBRE

— xt EST_DU_TYPE NOMBRE

— yt EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

— %1 PREND_LA_VALEUR 0.5

— y1PREND_LA_VALEUR 1-x1
—LIRE N

— xn PREND_LA_VALEUR x1

— yn PREND_LA_VALEUR y1

— AFFICHER Rang 1: *

— AFFICHER x1

-~ AFFICHER " , "

— AFFICHER y1

W POURIALLANT DE2AN

— DEBUT _POUR

— xt PREND_LA_VALEUR 0.6*xn+0.3%yn
— yt PREND_LA_VALEUR 0.4"xn+0.7%yn
— xn PREND_LA_VALEUR xt
= yn PREND_LA_VALEUR yt
— AFFICHER "Rang "

— AFFICHER I

— AFFICHER ": *

— AFFICHER xn

-~ AFFICHER ", "

— AFFICHER yn

— FIN_POUR

~— FIN_ALGORITHME

b. A partirde n=5.
c. Les valeurs se stabilisent, autour de 0,42857 pour x,, et autour
de 0,57143 pour y,,.
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d. Les observations faites a la question c. sont inchangées.

4.a.x,+y,=P(G)+P(P,)=1.

b. w1 =4%,,1-3Y,41=0,12X,-09y,
=0,3(4x,-3y,)=03w,.

(w,) est une suite géométrique de raison 0,3 et de premier

terme w; =4x; -3y, =0,5

Ainsi w,=0,5x0,3"1.

_3+0,5%x0,3""

Xo Y =1 soit = 7
"14x, -3y, =0,5x0,3"" _ 4-0,5x0,3"
L= X0S

7

b. (0,3"7) converge vers 0, donc (x,,) converge vers 5 3 et (vn)

converge vers % .

EA 1.P(M)=0,92;P(C)=0,23 et Py (C) =0,12.
2.a.P(MNC)=0,92%x0,12=0,1104.

b. Probabilité que le dossier entraine des frais de réparation
matérielle mais pas de frais de dommages corporels :

P(MNT)=0,92-0,1104 = 0,8096.
_0,1104 _
C.Pe(M)= "5 537 =048,

3. Soit VI'événement « I'accident est dii a un excés de vitesse ».
P(V) =0,45 et P,(C) = 0,30.
0,45x0,30

Pc(V) = 023 = 0,587.
EZ 1.a.p, =0,35+0,381 + 0,062 + 0,028 = 0,821.
0,35
P2 = Pph.(0) = m = 0,426
b.
0,426
A
464
0,076 —g
0,821 0,034
0,179 0,503
0, 402
h_
0,067
0,028
2.a.P(0) = P(Rh+N0) + P(Rh-N0)

P(0)=0,821x%0,426 + 0,179 x 0,503 = 0,44
P(0)=0,35 + 0,09 (tableau).

0,35 _
b. Po(Rh+) = 52 = 0.795.
3.P(0) = 0,44 et Py, (0) = 0,426.

Les événements Rh+ et O ne sont pas indépendants.
4. a. Probabilité qu'il n’y ait aucune personne du groupe O :
P(0)"=0,56". Ainsi, p,=1-0,56".
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b.p, = 0,999 pourn = 12.

c. lim 0,56"=0;ainsi lim p,=1.
n—+o n—+%

e Prises d'iniliatives

1.5-n_n*-4n-10

B PRy =3 x n+4+§ 7-n (n+4)(n+7)

Soit on cherche le sens de variation grace a la dérivée, soit on
fait un tableau de valeurs :

n 0 1 2 3 4 5
S5 13 7 13 S S
P(R) 14 30 15 8 12 18
P(R) maximal pour n = 2.
m Premiére Deuxiéme
carte carte

3 _JA)
31
P

<é Oy
% i
= 31

27
;
Probabilité d'avoir au moins un as:

PU)=1-Lx2L =29

8 31 248
Probabilité d'avoir deux as:
P(D) = 143 __3
8 31 248
P(UND)=P(D).
3
248 _ 3
Py(D) = 59 ~39
248

I on désigne par E I'événement « le 1¢" tire I'allumette
brulée », F I'événement « le 2¢ tire I'allumette brulée »,
Gl'événement «le 3¢ tire I'allumette brulée » et H I'événement
«le 42 tire I'allumette brulée ».

PE)=5-

F est réalisé si c'est le 2e qui tire I'allumette sachant que le 1¢"

3,1_1
ne I'a pas tirée : P(F) = 4><3 7

G est réalisé si c'est le 3¢ qui tire I'allumette sachant que les
deux premiers ne I'ont pas tirée :
P(G) = ?1 x 2 x

3,215,121
2%3%2°717%

Tous ont la méme chance de gagner.

De méme P(H) =



CHAPITRE

11

SIUENsSIie

Le programme

Contenus
Notion de loi a densité a

partir d’exemples

Loi a densité sur un
intervalle.

Loi uniforme sur [a; b].

Espérance d’une variable
aléatoire suivant une loi
uniforme.

Lois exponentielles.

Espérance d’une variable
aléatoire suivant une loi
exponentielle.

Loi normale centrée
réduite N (0,1).

Théoréme de Moivre
Laplace (admis).

Capacités attendues

« Connaitre la fonction de densité
de la loi uniforme sur [a; b].

« Calculer une probabilité dans le
cadre d’une loi exponentielle.

Démontrer que 'espérance
d’une variable aléatoire suivant une
loi exponentielle de paramétre A
est 1.

A

« Connaitre la fonction de densité
de la loi normale N (0,1) et sa
représentation graphique.

Démontrer que pour :

o € ]0; 1[, il existe un unique réel

positif u, tel que :
P-rugs<X<uy)=1-a

lorsque X suit la loi normale

N(0,1).

« Connaitre les valeurs approchées

Up 05 = 1,96 et ug o = 2,58.

Commentaires

Les exemples étudiés s’appuient sur une expérience aléatoire et
un univers associé () , muni d’une probabilité. On définit alors
une variable aléatoire X , fonction de Q dans R, qui associe &
chaque issue un nombre réel d’un intervalle I de R. On admet que
X satisfait aux conditions qui permettent de définir la probabilité
de I'événement {X € J} comme aire du domaine :

M(x;y); x€Jet0=<y= f(x)}
ot f désigne la fonction de densité de la loi et ] un intervalle
inclus dansI.
Toute théorie générale des lois a densité et des intégrales sur un
intervalle non borné est exclue.

L’instruction « nombre aléatoire » d’un logiciel ou d’une
calculatrice permet d’introduire la loi uniforme sur [0; 1].
La notion d’espérance d’une variable aléatoire % densité f sur
[a; b] est introduite a cette occasion par E(X) = L tf(r)de.
On note que cette définition constitue un prolongement dans
le cadre continu de I'espérance d’une variable aléatoire discréte.

Méthode de Monte-Carlo.

On démontre qu’une variable aléatoire T suivant une loi
exponentielle vérifie la propriété de durée de vie sans
vieillissement : pour tous réels ¢ et h positifs,

Py~ (T=t+h)=P(T=h).
L’espérance est définie comme la limite quand x tend vers +o de
J: t f(t)dt ou fest la fonction de densité de la loi exponentielle
considérée.
Cette partie du programme se préte particuliérement a I'étude de
situations concrétes, par exemple sur la radioactivité ou la durée
de fonctionnement d’un systéme non soumis 4 un phénomeéne
d’usure.

Pour introduire la loi normale N (0,1), on s’appuie sur
l'observation des représentations graphiques de la loi de la
X, —np
np(i=p)

RB(n, p), et cela pour de grandes valeurs de n et une valeur de

variable aléatoire Z, = ot X,, suit la loi binomiale

p fixée entre 0 et 1. Le théoréme de Moivre Laplace assure que

x2

pour tous réels a et b, P(Z, € [a; b]) tend vers J:ﬁe’ 2 dx
lorsque n tend vers + .
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Loi normale N (1,632)
d’espérance 1 et
d’écart-type .

« Utiliser une calculatrice ou
un tableur pour calculer une
probabilité dans le cadre d’une loi
normale N (l1,62).

« Connaitre une valeur approchée
de la probabilité des événements

L’espérance d’une variable aléatoire suivant la loi N' (0,1) est
définie par lim [t f(t)dt + lim [t f(1)dt ot f désigne la
densité de cext?e_ icoi. o

On peut établir qu’elle vaut 0.

On admet que la variance, définie par E((X - E(X))?), vaut 1.
Une variable aléatoire X suit une loi N' ([, 052) si X-u suit la
loi normale N (0,1). N

On fait percevoir 'information apportée par la valeur de I'écart-
type.

2 [SI et SPC] Mesures physiques sur un systeme réel en essai.

La connaissance d’une expression algébrique de la fonction de
densité de la loi N' ([, 02) n’est pas un attendu du programme.

suivants :

[Xelu-o;p+olh
{Xe[u-20;u+20]}et
{Xe[u-30;u+30l}

lorsque X suit la loi normale
N(u,02).

On illustre ces nouvelles notions par des exemples issus des
autres disciplines.

B

Ce chapitre a pour objectif 'introduction des lois de probabilité & densité, principalement la loi normale.

La partie « Avant de Commencer » permet une remise en mémoire des lois de probabilité discretes, particulierement
de la loi binomiale ainsi qu'une révision sur la fonction exponentielle.

La premiére activité introduit la notion de loi continue, les autres activités permettent la découverte de certaines de
ces lois : loi uniforme, loi exponentielle et loi normale centrée réduite.

Ces notions sont reprises dans les pages de cours en respectant les consignes données dans la partie « commentaires »
du programme.

Nous avons pensé nécessaire de détailler, dans les pages du cours, 'emploi de la calculatrice pour la détermination de
probabilités utilisant des lois normales, conformément au document d’accompagnement des programmes.

De trés nombreux exercices d’application sont proposés qui devraient permettre a chaque éléve la maitrise de cet outil.
L’Accompagnement personnalisé propose de revoir les points essentiels au cours de deux exercices trés simples, puis
en approfondissement est présentée la méthode de Monte-Carlo, conformément au programme.

Le TP1, tres simple a réaliser, a pour objectif I'utilisation du tableur pour des calculs utilisant la loi normale centrée
réduite, tout en permettant la construction d’une table des valeurs de la loi normale centrée réduite, table encore
couramment utilisée dans 'enseignement supérieur.

Le TP2 utilise GeoGebra pour des calculs de probabilités avec une loi normale N'(l1, 62). A cette occasion, on pourra
montrer aux éléves les intervalles « 10, 20, 3G ».

Le TP3 propose la construction de la droite de Henry et d’un test de normalité.

La rubrique « Cap vers le Bac » propose plusieurs exercices dans lesquels on retrouve les notions du chapitre. Il a pour
objectif de fournir un outil permettant a I'éléve de s’entrainer avant 'examen.

Les exercices d’approfondissement sont issus d’épreuves de BTS et de concours d’entrée dans des écoles de commerce,
ils peuvent étre proposés en devoir « maison », certains permettant en outre de travailler des notions d’analyse.

Les notions abordées dans le chapitre 11

156

1. Lois de probabilité a densité et loi uniforme
2. Loi exponentielle

3. Loi normale centrée réduite

4. Propriétés de la loi normale centrée réduite
5. Lois normales



GAvanr de commencef

Voir livre page 429 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Aclivilés

Actlivite 1 L'éco-point
Cette activité introduit la notion de loi continue sur un exemple
trés simple permettant de visualiser la courbe d’une densité de
probabilité et le calcul de probabilités du type P(0 < X < t) en
utilisant I'aire « sous la courbe ».
La définition en cours devrait ainsi étre plus facile.

1.a.L'aire est 0,077 et la base est 0,1 donc la hauteur est 0,77.
b. La somme des aires des 60 rectangles de I'histogramme
vaut 1.

c. Sur le graphique la probabilité P(0 < X < 1) est représentée
par la somme des aires des 10 premiers rectangles.

d. Pour tout décimal t appartenanta{0;0,1;0,2;...;5,8;5,9}
la somme des aires des rectangles dont la base est sur [0 ; t]
représente la probabilité P(0 < X < t).

2.a. J'; f(x) dx est I'aire exprimée en unité d'aire du domaine
limité par la courbe représentative de la fonction f, les axes de
coordonnées et la droite d’équation x = 6. On peut estimer sa
valeura P(0 < X < 6), C'est-a-dire a 1.

b. Pour tout réel t appartenanta [0; 6] :

PO=<X<1D = [ fdx

Aclivité 2 Tirage de nombres au hasard
dans [0 ; I]

Cette activité introduit conformément au programme la loi

uniforme sur [0 ; 11. L'algorithme proposé pourra étre saisi par

I'éléve dans le cadre d’un exercice « a la maison ».

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le

manuel numérique premium :11_TS_activite2.alg (AlgoBox).

1. a. L'intervalle [0 ; 1[ contient 100 nombres d'au plus
2 décimales et 10 nombres d'au plus 10 décimales.

b. La probabilité d'obtenir 0,2154473089 est de 10% c'est-a-
dire 10719, cette probabilité est donc « quasi nulle ».

2.P (X = %) =0.0n conjecture queP(O sX= %) :% etque:

Plo<x=<2)=2
3. a. Puisque f est la densité de probabilité de la loi de X, on a
pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; 1] :

PO<X<x =] fit)dt=F()-F(0)=F(x).
Or on a convenu de poser pour tout réel x appartenant a
I'intervalle [0;1]:PO<X<X)=x.
On a donc pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; 1] :
Fx)=P(0O<X<x)=x.

On en déduit : pour tout réel xde [0; 1], f(x) = F'(x) = 1.

b. L'algorithme proposé donne en sortie la moyenne de
10 000 nombres pris aléatoirement dans I'intervalle [0 ; 1].

c. Les valeurs obtenues aprés exécution de I'algorithme sont
proches de 0,5 et J; tf(t)dt= I; tdt= %

Actlivite 3 Duree de vie el vieillissement

Cette activité permet la découverte de la loi exponentielle et de la
notion de durée de vie sans vieillissement.

1. a. 90 composants tombent en panne au cours de I'année 2
et 81 tombent en panne au cours de I'année 3.

b.
- ~ m < n ©
3 3 v 3 3 [
] 8] @ B ] @
< < < < < <
< < < < < <
< < < < < <
Nombre de pannes 100 | 90 81 73 66 59

Nombre de composants
en fonctionnement a 900 | 810 | 729 | 656 | 590 | 531
la fin de I'année

c. U, =1000 x (0,9)". La suite (U,) est la suite géométrique de
premier terme 1 000 et de raison 0,9.
2.a.

n 0 1 2 3 4 5 6
P(T=n) | 1,000 | 0,900 | 0,810 | 0,729 | 0,656 | 0,590 | 0,531

b.P(T=n)=(0,9) et PT=Z0+1 _q

P(T =n)
C.Pr=,(T=n+1)=09.
_P(T=n+2) _
PTzn(T>n+2)—7P(T>n) =0,81.

d. Ces probabilités ne dépendent pas de n, donc ne dépendent
pas de I'dge du composant.

Aclivité 4 Vers Ia loi normale N[O, 1]

Cette activité a pour objectif I'introduction de la loi normale
centrée réduite a partir de la loi binomiale %B(n, p). Pour cela,
on utilise d’abord un tableur qui permet la construction de
diagrammes en batons, familiers aux éléves.

Dans les fichiers tableurs fournis sont traités les cas n = 16,
n=100etn=200 avec p variable. Bien entendu, il sera possible de
construire sur le méme modéle les diagrammes correspondants a
d’autres valeurs de n.

Le fichier GeoGebra permet de faire varier simultanément n et p.
La courbe représentative de la densité de la loi normale centrée
réduite apparait nettement permettant une introduction plus
aisée en cours.
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Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

11_TS_activite4.xlIsx (Excel 2007),

11_TS_activite4.xls (Excel 2003),

11_TS_activite4.ods (OpenOffice)

et 11_TS_activite4.ggb (GeoGebra).

l.a.u=8.

Loi binomiale n= 16
0,25
0,20

0,15

0,10 -

probabilités

0,05 +

0,00 -
012345678 910111213141516
k

Le graphique est symétrique par rapport a la droite
d'équation x = .. Quand on modifie la valeur de p, le graphique
se déplace vers la droite quand p augmente et vers la gauche
quand p diminue. Le graphique est d'autant moins symétrique
par rapport a la droite d’équation x = L que p est proche de 0
oude 1.

16
Ona P(X=k)=( kjpkﬂ -p)6-ketu=E(X)=16p.

P(X=16-k = (mf k)pw-ku -pk

. 16 16 1
On sait que ( K j_(16— k) ,doncquandp= yona pour tout

entier k comprisentre 0 et 16 : P(X=k) =P(X=16-k) d'ou la
symétrie par rapport a la droite d’équation x = L.
Plus p s'éloigne de % , plus la différence entre les valeurs de

pk(1 - p)16-k et de p'6-k(1 - p)k augmente surtout pour k voisin
de 0 ou de 16 ce qui explique la perte de symétrie de la courbe.
b. Quand n augmente, on observe le méme déplacement
horizontal de la courbe mais plus n est grand moins la perte
de symétrie de la courbe quand p s’éloigne de 1 est sensible.

2
2.a.E(Zn)=éE(X,,)— %=é><u— %:o.

2
V(Z,) =(%) etV(x,) =1 xo?=1.

b. La variable aléatoire Z, semble prendre la plupart de ses
valeurs dans l'intervalle [-4 ; 4].
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Loide Zn pourn =100

0,0800 -
0,0800
0,0700
0,0800
0,0500
0,0400

0,0300
0,0200
0,0100
0,0000 v

probabilités

c. Pour n =100, lorsqu’on fait varier p, on observe peu de
changement du graphique qui semble demeurer symétrique
par rapport a la droite d’équation x = 0 sauf quand p est trés
proche de O ou de 1.

3. Pour pouvoir réaliser un histogramme tel que la somme des
aires des rectangles soit égale a 1 et pour pouvoir facilement faire
varier n et p, on a utilisé le logiciel GeoGebra.

Quand n est de plus en plus grand,les rectangles deviennent
assez vite imperceptibles et sont peu sensibles aux variations
de p a condition que p ne soit pas trés proche de 0 ou de 1.
Dans tous les cas ou n est suffisamment grand et p pas trop
proche de 0 ou de 1, on observe une « courbe en cloche »,
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. La fonction
représentée semble avoir pour maximum 0,4 ; atteint en 0.
Lorsque n est petit et p proche de 0 ou de 1, le diagramme
perd les propriétés observées précédemment.

En conclusion : Quand n est grand la loi de Z, peut étre
approchée par la loi d'une variable aléatoire a densité. Cette
densité de probabilité est une fonction définie sur R dont la
courbe représentative est une « courbe en cloche », symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées.

X, suit la loi Bn,p) 9% n=120 _p_=_0.5

Représentation de la loi de

W =np =60

o= +/np(l - p) = 547723




G Exercices

POUR DEMARRER

EMa.rix=5)=0. b.P(X<5)=06.
c.P(X>5)=04. d.P(5<X<10)=04.
EN a.rx>4=08. b.P(X>11)=0.
C.P(X<7)=0,5. d.PA<X<7)=03.
EX voir livre page 429.

ENarx>0=1. b. P(O<X<1)=05.

.P(1=X=<3)=05.

e.P(X>0,5)=0,75.

N a.rx<0)=05. b. P(X < -0,5)=0,125.

c.P(X>0,5)=0,125. d.P(-0,5<X<0,5)=0,75.

I P(x<02)=02 et P(x>%) -4

n Voir livre page 429.

EN1.PA=13 et PANB)
_7.

2.P,(B) = iz

EN 1.1 probabilité pour que le temps d’attente de Lisa

avant la sonnerie soit compris entre 5 et 10 minutes est % .

2. Le temps moyen d'attente de Lisa avant la sonnerie est de

12,5 minutes.

E a.P(0,1<T7<0,2)~0,086. b.P(T<1)=0,632.

c.P(T>0,5) =0,607.

EN 1.,(1<T<3)=0,164.  2.P(T<5)=~0,393.

3.P(T>10)=0,368. 4.E(T)=10.

N 1.P,_ (T=t+2)=P(T=2)=0,135.

2.P;-,(T=2+0)=P(T=0=et.

EEN py(A)=P(X=2)=e"~0,368.

EZ3 voirlivre page 429.

EEN 1.Ladurée devie moyenne de cet élément radioactif est

de 33,33 siécles soit 3 333 ans.

2. Pour que P(T < t) dépasse 0,5, on doit avoir t >

supérieur a 23,105.

El1.a=15

Ela.rP(1 <x<2)=0,136

c. P(-0,254 < X < -0,032) = 0,087.

d.P(-0,3154 < X< 1,5779) = 0,566.

Ela. P(-1<X<1)=0683.

b.P(0,2 < X=2,1)=0,403.

c.P(-1,438 < X < -0,527)=0,224.

d.P(-1,6875 < X < 0,8788) =~ 0,764.

EEN a. P(X > 1,25) = 0,106. b. P(X < 0,47) = 0,681.

d.P(X<0,6)=0,3.

=Z.
18

In2
0,03

soit t

2.P(X<1)=1-e15=0,777.
b.P(-0,5 <X<1,3)=0,595.

Ea.p(-12<x<12)=0880.b. P (X <1l)=0880.

EEl a=~0,39.

EZN b~ -0,793.
mVoir livre page 429.
E& b ~-0,184.
El1.et2.P(ca<X<a)=09220(a)-1=092

< ¢ (a) =0,96.
3.a=1,751.
Fflla.p(10 < X < 20) = 0,789. b.P(X < 18)~0,773.
c.P(X=16)=0401. d.P(X<30)=1.
Ela.r(1,9<x<22)=0819. b.P(X>1,88)=0,885.
C.P(X<2,17)=~0,955 d.PX<1)=0.

Eda.P(-70 < X < -10) = 0,656.
b. P(-60 < X < 10) = 0,608.

. P(X < -100) = 0,048.
d.P(X=3)=0,039.

Eil a. P22 < X < 38) = 0,890.
c. P(X>35)=0,159.

m Voir livre page 429.
EElP(157 <Y <162)~0,907.
E1.a=~4549.
3.c=~41,593.

E& voir livre page429.

E 1. P(200 - o < X < 200 + o) = 0,80 équivaut a:
P(ZOO—oc—ZOO <~ X=200 2oo+a—2oo) =0,80
V625 V625 V625
L p(_ 0 X=200 l):
50|taP( 25< 75 <25 0,80.
2. La variable aléatoire Y suit la loi normale centrée réduite.
_o o) _ o) 4
3. P( o <y< 25)_0,80<:>2P(Y< 25) 1=0,80.
2 (l)-1=0,80.
©20(35

4.6 (%) =09 dou o =32,039.

b. P(X <27)=0,274.

2.b=39,712.
4.d=37,407.

POUR STENTRAINER

m 1.a. y

c. P(X <-0,235) = 0,407.

E a. P(x > -0,02) =~ 0,508.

c. P(X<-1,415)=0,079.
m Voir livre page 429.

d.P(X=0,058) =0,477.

b.P(X<1,28)=0,898.
d.P(X=<1,148)=0,875.
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b. f est une fonction continue et positive sur [0; 1].
1
De plus IO f(x)dx =1 donc fest une densité de probabilité sur
[0;1].
2.2.P(X<025) =35 ~0,156.
1) 7 .

. > =% , .
b.P (x 1)=Z~0778
c.P(0,1 <X<0,7)=0,54.

1
d.E0) = [, xfGodx= L ~0583.
m 1. fest une fonction continue et positive sur [0 ; 1].
De plus J; f(x)dx =1 donc f est une densité de probabilité
sur[0;1].
A
z.a.P(x< 2)_ L =o0031.
b.P(X>0,1)=1-(0,19°=1.
c.P(02<X=<0,8)=(0,8)°-(0,20°=0,327.
d.E00=[yxfidx=2 ~0833,
EEN 1. La fonction inverse étant continue et positive sur
10; +0oo[, la fonction fest continue et positive sur [1; el.
e
De plus L f(x)dx=Ine-1In1=1donc fest bien une fonction
de densité de probabilité.
2.a.P(X<2)= |n2=0,693;P(X> %) =2-2In2=0,614
e 3e)_ _In2 ~

etP (S <X <38)=In3-In2=0405.
b.E(X)=e-1=1,718.
m Voir livre page 429.
[ZE0 1. Lafonction cosinus est continue et positive sur [0; %}

g
et _[02 cosxdx=sinZ —sin0=1;fest donc bien une fonction

de densité de probabilité.
m) . m) .
2. a.P(X< 3) 0,866 etP(x > 4) 0,293.

b P (x <Z)=o022.

3. a. Pour tout réel x appartenant a l'intervalle | 0; & | :
G'(x) = sinx + xcosx — sinx = g (x),

donc G est bien une primitive de g sur [O; %} .

b. £00 =] xcosxdx=G6(E)-G0) =2 - 1=0,571.

2.

2.a. [ fgdx=1.
3 _5

C. L f(x)dx—ﬁ.

3. a. La fonction fest continue et positive sur [0 ; 4].

De plus j': f(x) dx=1, donc fest bien une densité de probabilité.

_ 175
b.P(OsXs4);1,P(OsXs 1) = 256 et
PI<X<3)= 6

_ 81 - 255
4.a.P(A) = et P(B)= 256"

! _175
b. [ f0)dx=2£3.

b. P, (B)=%-
5.E()=[" xf()dx=08.

160

(43 R NEF proposition est fausse. Contre-exemple :
Soit f la fonction définie sur [0 ; 2] par f(x) = % Il est facile de

vérifier que f est une densité de probabilité. Soit X la variable
aléatoire dont la loi de probabilité a pour densité la fonction f.
OnaP(X<1)=7 et PX>1)=3.

2. |l existe une variable aléatoire X a densité sur [0; 2] telle que :

PX<1)=PX>1).
m FAUX, car f est négative sur [0; %}
m VRAI car f est continue et positive sur [-1; 1] et :
[ foodx=1.
I3 VRAI car la fonction fest continue et positive sur [0; %}

et stin 2xdx=-2 (cos(m) - cos(0)) = 1.

2
m1.P(X<10):%. 2-P(X>O,5):%,

3. Le temps moyen d'attente est de 7 minutes et 30 secondes.

EN1.a.P(A)=04. b.P(B)=0,079. c.P(C)=0.
d.P(D)=0,92. e.p®=2. f.P(F):g ~0,707.
2.k = 0,28.

EE0 1. fest définie sur [12 ; 20] parf(x):%.

2.2PW=3 brPE=3 cPO=3 drPD=12
3.k=14. 4.t=1664. 5.E(X)=16.

(50 LR Saisir a, b et x

X
p prend la valeur
Afficher p

:Prompt A "A"?T > A
:Prompt B "B"?—>B

: Prompt X "X"?—>X
:(X-A)/B-A)—>P|X-A/B-A)—P
:Disp P P4

Bl a=8etE(X) =18
m X suit la loi uniforme sur [a; bl.On a:
P(X<3)=3=d et pX<4)=4=0
-a b-a

b
Dot 3=9 —=02et 4=9 —0,4.0nendéduita=2etb=7.
b-a b-a
E31.5,={2;-3} et S,=[-3;2].
2. a.lly a 6 choix possibles. b. % c.%.
2
3.a.0. b. 5

E L'inéquation 15x2 - 8x + 1 > 0 a pour ensemble de

solutions }—OC; %[ U B + 00[. La probabilité demandée est
1,.1-1_13,

donc 5 +1 3%

EA voir livre page 429.

B sio<x<025 alors 0<2x<2x+05<1.
L'intervalle [2x; 2x + 0,5] ne contient pas d’entier.
Si025<x<0,5alors0,5<2x<1<2x+0,5<1,5.
L'intervalle contient I'entier 1.



Si05<x<0,75alors 1 <2x<2x+0,5<2.

L'intervalle ne contient pas d’entier.

Sio75<x<1lalors1,5<2x<2<2x+0,5<2,5.

L'intervalle contient I'entier 2.

Il'y deux intervalles de longueur 1
2 _1

probabilité demandée : ikl

EZ3 Le raisonnement est le méme que pour I'exercice 57.
Sixe10;0,1[U10,2;0,3[U10,4;0,5[U]0,6;0,7[U10,8; 0,9[
alors l'intervalle [5x ; 5x + 0,5] ne contient aucun entier, sinon

qui conviennent d'ou la

il en contient 1. Il y a donc 5 intervalles de Iongueur 70 qui

conviennent d'ou la probabilité demandée : 21

0-2
EVRmcarE(X):%:o.
A VRAlcarP(X < 75) = m_ws
et P(X>25)=1—P(X525)=1—%=0,75.

[Z8 1. La durée de vie moyenne d'un appareil de ce modéle

estde 5 ans.

2.P(X<7)=0,753;P(X>7)

3.Py- 4 (X<7)=0,451.

N 1.0=163%x10"4

2. Au bout de 4 265 heures environ, la moitié des agendas

auront cessé de fonctionner.

EX 1.0=10".

2. P(X>90000) = 0,407.

3. Py~ 90000 (X > 110 000)

1 1. px>10)= e 1%

Donc P (X > 10) = 0,286 équivaut a e~1% = 0,286.

—In(0,286)
10

=0,247 et P(4 <X <7)=0,203.

=P(X>20000)=0,819.

On en déduit A =
2. P(X<6) =0,528.

La probabilité qu’un oscilloscope du modéle étudié ait une
durée de vie inférieure a 6 mois est a 1073 prés de 0,528.

3. Pyog (X > 10)=Pyog (X>8+2)=P(X>2)=0,779.
Sachant qu’un appareil a déja fonctionné 8 ans, la probabilité
qu'il ait une durée de vie supérieure a 10 ans est a 1073 prés
de 0,779.

m Voir livre page 429.
A 1.a.r5<T7<10)= i équivauté e’57"—e*1°7"=% soita:

=0,125.

efwx o5k ta =0.

b. On pose X = e5*, On résout X2 — X+ 70

On trouve une solution : X, = % On en déduit A =%

2. a. E(T) = 7 heures et 9 minutes. Ce nombre représente la
durée moyenne séparant deux pannes informatiques.

b. P(T > 5)=0,497.

. Prof(T>9) = P(T> 5) = 0,497.

m 1. La durée de vie moyenne d’'un composant est de
700 jours.
2.P(T>120)=0,842.

3.P(T>730)=0,352.

Chapitre 11 Lois de prababilité 8 densité

4. Pr- 730(T>1826)=P(T > 1096) = 0,209.
5.0n aura 10 % des composants en panne au bout de 74 jours.
6.P (T, >300N Ty >300)=P(T,>300)xP(Ty > 300) =~ 0,424

ZA Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium : 11_TS_exercice68.alg
(AlgoBox). Correctif : p doit appartenir a I'intervalle 10, 1.

1.

Demander a et p

A prend la valeur — M
Afficher A a
2,
:Prompt A "A"?T>A
:Prompt P "P"?—P
(=1/A)*In(1-P) =L |(-1/A)xIn(1-P) > L
:Disp L L4

Pour la programmation sur logiciel : voir fichier.
A vRAl, car P(X > 10) = 0,4966.
EZN VRAI car Py~ 1o(X > 10+ 10) = P(X > 10).

m FAUX car - = 14,29 ; donc la durée de vie moyenne d'un
appareil électronique de ce type est de plus de 14 ans.

m VRAlcara= |n—2~990

A
ma.P(—6<x 0)=0,500. b.P(X>12)=~
c.P(X=¢)= d.PX< e)~0,997.
e.P(- f<x<f) 0,880. f.Py~o(X<1,5)=0,866.
EZ8 1.a~-0431. 2.b=0,180.  3.c=1,335.
EA P-1<X<a)=0,76 d'ou PX<a)=0,76+P(X<-1)
eta=1,40.

EA o(ug>) =0,9 d'ou g, ~1,282.
m Voir livre page 429.

Efl a.5,~1,645.  b.S,~1,645. €. S3~-1,645.
d.S,~-1,645. e. S5 = 1,960. f. Sg = 1,960.
.

6 1
2.a.[ fl)dx=1. b. |_ f(x)dx=0,683.

6 1
¢ [, fxdx=05. d. [, f()dx=0,341.

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée
réduite.

a.P-6<X<6)=1.
c.P(0<X<6)=0,5.

4aj f(x)dx=0.

b. L'aire « sous la courbe » de la fonction x — xf (x) est
quasiment nulle en dehors de l'intervalle [-100 ; 100], le calcul
permet de retrouver que l'espérance mathématique d’'une
variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite est 0.

b.P(-1 <X<1)=0,683.
d.P(0<X<1)=0,341.

100
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m Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et
sur le manuel numérique premium : 11_TS_exercice80.xlsx
(Excel 2007), 11_TS_exercice80.xls (Excel 2003) et
11_TS_exercice80.0ds (OpenOffice).

2N Pourtoutréel t: P(-X < t)=P(X = -t) = P(X < t), donc -X
suit la méme loi que X.
23 FAUX car P(X < -2) = 0,023 et P(X <2) =~ 0,977.

P(X <1)

5 =0,421.

EE3 FAUX car P (x < %) ~0,691 et

EZN VRAIcarP(X < 0)=P(X=0)=0,5.

m VRAlcar1+P(-0,5<X<0,5=1+2P(X<0,5)-1
=2P(X<0,5).

m 1. 120 kilomeétres.

2.a.P(110 < X< 130)=0,525. b. P(X> 105) =~ 0,858.

3. 114 camions car P(X < 130) = 0,762.

A a.P(158,5 < X < 166,5) ~ 0,683.

b.P(X < 164) = 0,646.

c. P(X>170) = 0,030.

d. P(X < 160) = 0,266.

€. Py~ 160 (X < 170) = 0,959.

Voir livre page 429.
XN 9545 fruits en moyenne seront acceptés.
EXN 1.P(x>15)=0,841.

2.P(15 < X < 25) =~ 0,683.
P(15 < X < 25)

3. Py~ 15(X < 25)= P(X>15)

BN 1. 40filles.

EZl 1.P(x>1050)=0,1151.

2.P(990 < X< 1035)=0,6107.

3. k=979. Le poids du sachet qui est tel que 5 % des sachets

fabriqués soient plus légers que lui est donc de 979 grammes

environ.

4. On cherche k' tel que P(X > k') = 0,1 soit tel que :
PX<k)=0,9.

On trouve k' =1 052, d'ol un poids de 1 052 grammes.

EEX 1.81,76 %.

2.2,28%.

3.Q; =2,494 h soit 2 h 30 min environ.

Q,=3h.

Q3 = 3,506 h, soit 3h 30 min environ.

Q, et Qs représentent les quartiles et Q, la médiane de la

population étudiée sous le caractére « temps passé devant la

télévision ».

m Voir livre page 429.

ES 1.P: (A) = P(X>170) = 0,202.

P=(A)=P(Y>170) = 0,691.

2. P(A) = 0,440.

3. P, (F) = 0,235.

m u=3etmn l):0,94;

d'ol 6=0,64.

=0,811.

2. 127 gargons.

0,202

0,513

0,487

0,309

162

m Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium : 11_TS_exercice98.alg
(AlgoBox).

1. Si la variable aléatoire X suit la loi normale N'(u, 62) alors cet
algorithme donne en sortie l'intervalle [a ; b] de centre L tel
que P(a < X<b)=0,95.

2. Voir fichier.

I 1= 1400 et o = 200.

I 1.a.P(X < 5 800) = 0,309.

b. P(5900 < X < 6100) = 0,197.

¢. P(X>6250) =0,266.

2. a. On cherche k arrondi a I'entier le plus proche tel que
P(X < k) = 0,30. On trouve k =5 790 d’oll une production
maximale annuelle prévisible de 5 790 litres pour les 30 % de
vaches les moins productives du troupeau.

b. De méme on cherche k' tel que P(X > k') = 0,20.

On trouve k' = 6 337 d’ou une production minimale annuelle
prévisible de 6 337 litres pour les 20 % de vaches les plus
productives du troupeau.

m 1. La proposition est vraie.
Eneffetsip=0c,alorsP(X<o)=P(X<pw) =0,5et:
PX>0)=P(X>un =0,5.

2. Réciproque : «Si P(X < 06) =P(X> o), alors L = o ».
P(X<0o)=PX>0)oPX<0o)=1-P(X<o0)

o PX<o)= %

S PX<o)= PX=pW.
La réciproque est donc vraie.
fLE] VRAI car la courbe représentative de la fonction densité
de probabilité de la loi normale N(u, 62) est symétrique par
rapport a la droite d’équation x = L.
Z] FAUX carP(u-c <X <p+0)=P(-1<Y<1).
H vrAl carP(u-o?<X<pu+o0d)=P(-c<Y<o).
X FAUX car cela dépend de la valeur de G.
7 VRAI car P(X <1+ 0) = P(Y < 1) = 0,841.
LT 1. La durée de vie moyenne d'une ampoule de ce type
est de 1250 heures.
2.P(T>1000) = 0,449.
3. a=866.
X 1. P(68 < Z < 72) = 0,954.
2. On doit avoir ¢ (h) = 0,995 d'ou h = 2,576.
3.P ;. ¢(2=<72)=0977.
1. 320%. 2.13,7 mois.
111} u = 253,85 grammes.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 429 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrections détaillées.



ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

X 1 ~0,26.

P(X > 5)=0,273 et Py~ »(X > 5) = P(X > 3) = 0,458.
m 5,104 kilogrammes.

124 4,71 centilitres.

» Laméthode de Monte-Carlo

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
11_TS_approfondissement.alg (AlgoBox).

) f est strictement croissante sur[O;%} et strictement
décroissante sur [% 1} .Le maximum de fest 1, atteint en %

Le point M(x; y) du carré S

appartient au domaine D

si et seulement si :
0<y=<f(x).

0 7
> X suit la loi binomiale de parameétres N et p ou p est la
probabilité pour qu’un point pris au hasard dans le carré S
appartienne au domaine D. Puisque cette probabilité est
proportionnelle a I'aire de D elle est égale a

airedeD
P= Giredes
E(X)=Nxp=Nxaire deD.
En répétant un grand nombre de fois cette série de N
expériences aléatoires, on peut déterminer une valeur
approchée m de E(X). On en déduit alors p =airede D = %

=aire de D car S est un carré de coté 1.

A noter que plus N est grand, moins il est nécessaire d'effectuer
de répétitions de la série des N expériences aléatoires pour
obtenir une valeur approchée de E(X) donc de p. En effet,
pour les trés grandes valeurs de N, le nombre de succes est
peu fluctuant d’une répétition a l'autre.

> L'algorithme donne en sortie le nombre et la proportion
de points se trouvant dans le domaine D lorsque I'on place N
points au hasard dans le carré S. Pour les trés grandes valeurs de
N, il fournit donc une valeur approchée de p donc de l'aire de D
Pour N =10 000, on a obtenu par exemple le nuage :

etles résultats :

0,6685 -0,6724 - 0,6675
0,6693 - 0,6708 - 0,6742
0,6611-0,6650 - 0,6638
0,6695.

Soit en moyenne 0,6821.

Pour N =100 000, on a obtenu par exemple le nuage :

et les résultats :

0,66345 - 0,67127 - 0,66685
0,67067-0,66701 - 0,66699
0,66822 - 0,66574 - 0,66539
0,66851.

Soit en moyenne 0,66771.

Pour N = 100 000, les points n‘apparaissent plus sur le
graphique.

oc=J;f(x)dx =_[;4x—4x2 dx=%-

L'aire de D est % le résultat donné en sortie par I'algorithme est
meilleur avec N = 100 000, mais reste correct avec N = 10 000.
E Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur

le manuel numérique premium : 11_TS_exercice125.alg
(AlgoBox).

La valeur exacte de o, est %

B3 Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium : 11_TS_exercice126.alg
(AlgoBox).

Pour tout entier k € [0; 9] et pour tout réel x € [L ck+1 [ on

10" 10
a Ent(10x) = k d'oti f (x) = %-

L'aire du domaine limité par la courbe représentative de la
fonction fet I'axe des abscisses est :

9
S k_1,9 =
a_gam 10Xy =45
La valeur obtenue en utilisant I'algorithme correspond bien a
I'aire calculée ci-dessus.

m Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

11_TS_exercice127.alg (AlgoBox).

1. F; est la fonction de densité de probabilité de la loi normale
centrée réduite : F; (x) = ﬁe%
2. Xmin="57 Xmax=5: Ymin=0; Ymax=1.
3.x=a+ (b-a)*random().

4. |l faut multiplier % parb-a.

5. La calculatrice donne :
P(-1<T<1)=0,6827.

En faisant fonctionner I'algorithme pour N = 10 000, on a
obtenu par exemple :
0,6855 - 0,6812 - 0,6885 - 0,6821 - 0,6795 - 0,6828 —

0,6806 - 0,6802 - 0,6866 — 0,6792 ;
soit une moyenne de 0,6826 proche du résultat donné par la
calculatrice.
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TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Table de valeurs de P(T < ]
ou T suit N(O, 1)

Ce TP permet de découvrir comment, avec un tableur, effectuer
des calculs utilisant la loi normale centrée réduite.

On commence par la construction d’une table des valeurs de
cette loi, cette table étant encore couramment utilisée dans
I’enseignement supérieur ; puis on utilise cette table pour
déterminer la probabilité de quelques événements.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium : 11_TS_TP1.xlsx (Excel 2007),
11_TS_TP1.xls (Excel 2003) et 11_TS_TP1.ods (OpenOffice).

A. Construction de la table

1. Voir fichiers.

2. Correctif : I'énoncé doit commencer par « On va calculer
P(T<0,00)dans la cellule B2... ».

a. Dans la cellule K14, on va calculer P(T < 3,99).

On va calculer P(T < 2,57) dans la cellule 127.

¢. La formule est [=LOI.NORMALE.STANDARD($A2+B$1 )].
d. Les valeurs obtenues sont toutes tres proches de 1.

B. Utilisation de la table
a.P(X<23)=P(T=<0,75)=0,7734.
P(X>15)=P(T>-1,25)=P(T < 1,25) = 0,8944.
P16 <X<16)=P(-9<T<-1)
=P(T<-1)=1-P(T<1)
=1-0,8413=0,1587.

b.P(X < k) =07939 & P (T < kj%) =0,7939.

<:>P(T < %) =P(T=<0,82).
D'ol k = 23,28.

€. P(20-a<X=<20+a)=0,762 équivauta:
a_r-a)_ ws plr=a)o
P( 4<T<4) 0,762 soit & P( 4) 0,881

d'ou %:1,18 et a=4,72.

TP 2 Loi normale : observalions
el calculs

En utilisant un logiciel de géométrie dynamique, ce TP permet de
faire le lien entre probabilité avec une loi normale N (1, 62) et
calcul d‘aire.

Il permet aussi de découvrir les valeurs de P(L -6 < X< p+0),
Pu-20< X=u+20) et P(u-30=< X<u+30).

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

11_TS_TP2.ggb, 11_TS_correctionTP2.ggb

et 11_TS_correctionTP2_Imagiciel.ggb (GeoGebra).

1. a. La courbe 6 se déplace le long de I'axe des abscisses en
restant inchangée.
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b. La courbe € demeure symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées en s'aplatissant quand ¢ augmente.

2. Voir le fichier 11_TS_correctionTP2.ggb.
a.P(2=<X=3,5)=0,5328.

b. P(X < 3,85) = 0,8023 et P(X > 3,08) = 0,4681.

c. L'utilisation de la calculatrice permet de vérifier les résultats
précédents.

3.P(u-c<X<u+0)=0,683.
P(u-26<X=<pu+20)=0,954.
P(L-30<X<u+30)=0997.

Voir le fichier 11_TS_correctionTP2_Imagiciel.ggb.

TP 3 Droite de Henry

Ce TP propose la construction de la droite de Henry, qui est une
méthode graphique pour ajuster une distribution gaussienne
a celle d’une série d’observations (dans le cas d’une variable
numérique continue). En cas d’ajustement satisfaisant, cette droite
permet de lire rapidement la moyenne et I'écart type d’une telle
distribution.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium : 11_TS_TP3.xlsx (Excel 2007),
11_TS_TP3.xls (Excel 2003) et 11_TS_TP3.0ds (OpenOffice).

A. Etude d’un relevé statistique

1.
A B c D E &
Montant Bornejl Nh_re de Fréquence Freq Inv
1 sup xi Clients cumul | Norm
2 o100 10 10 005 005 | -16449
3 [10;20] 20 22 0,11 0,16 | -0,9945
4 [20;30[ 30 44 0,22 0,38 | -0,3055
5  [30:40[ 40 62 0,31 0,69 |0,493585
6 [40:50 S0 00 041 0,205 0,895 1,25357
7 [50;80[ 60 17 0,085 0,98 |2,05375
8 [60:70[ 70 4 0.02 1 8.16073
2.

Histogramme

120 10 0400 40500 [S0;80] |60;70

Montant des achats

On constate une répartition symétrique de la série, la forme
de I'histogramme évoquant une courbe de Gauss, on peut
donc conjecturer que le montant X dépensé par un client suit
approximativement une loi normale.

3. N=200.



4. et 5. Voir les fréquences et les fréquences cumulées
croissantes dans le tableau précédent.
6.P(X<30)=0,38 et P(X < 60)=0,98.

B. Tracé de la droite de Henry

p(X=h <—3°_“) =P(T<—3°_“) ouT
o o (o}

suit la loi normale centrée réduite.
Comme on a trouvé P(X < 30) = 0,38 ; on en déduit :
30-p
c

1.0naP(X<30)=

~-0,3054=-0,31.

2. a. On utilise la fonction
LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE dans la colonne F.

b. La derniére valeur est aberrante car elle correspond au
nombre k tel que P(X < k) = 1, en théorie k est donc infini.
Cette valeur est d'ailleurs différente suivant les tableurs utilisés.

Droite de Henry

y =0,0744x - 2,4608

3.4.5. Ladroite tracée a pour coefficient directeur l et pour

ordonnée a l'origine - E On en dedUIt =0, 0744 d'ou

c~1344et % ~2,4608 ; d ol 1 = 33,07.

C. Etude d’un autre exemple

1. La forme de I'histogramme n’évoque pas une courbe de
Gauss et lorsque I'on représente les points définis au B.3, ils
sont trés loin d'étre alignés.

2. On représente la série statistique par un histogramme
comme défini au A.2. Si la forme de I'histogramme évoque une
courbe de Gauss, on peut conjecturer que la variable aléatoire
suit approximativement une loi normale. On place les points
comme définis au B.3. qui doivent étre sensiblement alignés
et permettre le tracé de la droite de Henry dont le coefficient
directeur et I'ordonnée a l'origine fourniront des valeurs

approchées de é etde- % , permettant ainsi de déterminer

approximativement les parameétres de la loi normale.

CAP VERS LE BAC

Sujet A

1. fest continue et positive sur [i 4] et:

4
_[4f()dx F(4) - (%) avec Fix) = 2.

Chapitre 11 Lois de prababilité 8 densité

1N\_2,3 _ i ité
Lf(x)dx— (2—2) 3’><2 1 donc f est bien une densité

de probabilité.
2.a.P(X<2)=FQ2)- F(%) _

Pourtoutréelxel,G'(x) =
b.E(X) = ﬂ xf(x)dx= % Jl «/Y dx
4 4

-1 _c(Ih =2 S A
‘3(6(4) 6(4)) 9 (4X2 4X2) 4
Le temps moyen passé devant un écran par une personne de

cette population est de 1 heure %

Sujet B

Partie A
1.Réponse b.:P(2 <X < 4)
2.Réponsec.:PX<t)=PX>t) oPX>t) ==

—e2h_ g4

= e"“:%
& -At=-In2.
3.Réponsed.: Py~ P(X=15) :% SPX=4)=—
o e=el,
Partie B
1.Réponsec.: P(1 <Y <2)=0,1359.
2.Réponse b.: P(Y < 0,8) =0,7881.
3.Réponse a.:P(Y > -1,45) = 0,9265.

4. Réponse b. : Le réel k tel que P(Y < k) est égal a 104 prés
a-0,3853.

5.Réponse c.:Leréeldtelque P(-d <Y <d) =
a 10 *prés a 0,8416.

0,6 est égal

Sujet C

1. T suit la loi uniforme sur [0 ; 10].

a. Le temps d’attente moyen de Monsieur Dulac est de 5
minutes.

b.P(T>7)=1-P(T<7)=1-L=03.

2. a. X suit la loi binomiale de parametresn=10etp =0,3.

b. P(X=0)=0,7"=0,028.
€. P(X<5)=~0,953.
Sujet D

1.a.P(X<2,10)=P(X < 1,95) + P(1,95 < X < 2,10) = 0,96.

b. P(X < 1,95) =O,58<:>P(% < LQST_H): 0,58
<:>¢(1’95—_”)=0,58
o

X-p suit la loi normale centrée réduite.
o

car

De méme P(X < 2,10) = 0,96 < P(% < 21?7_“) -0,96

o0 (Z“’T_“) =0,96.
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1,95-u

c. On déduit de la question précédente =a et
2'1(37_“ =baveca=0,2019 et b=1,7507 d'ou le systéme :
1,95-u=ac
2,10-pu=bo

d.u=193etc=0,10.
2. P(X > 2,15) = 0,00621 d’ou un marché potentiel de
621 personnes.

Sujel E

1.a.Pourtoutréelte[0; +oo[:
G(t) = (LAt + A - BL)e™ et tf(t) = Ate ™,
OnendéduitA=-1 etB=- %
b _ _ —(—p—)arb_[g_1)e0
b. [, tf(0)dt=G(b) - G(0) =(-b— 1 e~ (0~ L) e
= %(—Xbe"‘" et 41).

. b
c.E()o:blmjo tf(e)dt.

lim -Ab=-% et lim XeX=0,donc lim -Abe*t=0.

b—o+x X—>—x b+

lim -Ab=- et lim eX=0,donc lim e =0.

b—+x X—>—c b+
. _ i [0 _1
DouE () = lim [/ tf(Odt= .
2.a. P(X>1000)=0,771 < e 1000k = 0,771,
o _In(0,771) N 4
D'ou A= 1000 et A=26x10"%
b.% =~ 3 845. La durée de vie moyenne d'un agenda

électronique est de 3 845 heures.

B P(x<45)=0,7 et E(X)=35.
BT Ex)=5et PX<1)=1-e02=0,181.
) 1-e5=03 dou x:-mzom.
5
[ 1.P(-1 <X<2)=0,819 et P(X> 0,254) =~ 0,400.

2.P(-a<X<a)=0,95poura=1960.

3.P(X < k) = 0,879 pour k= 1,170.

EH P(60 < X < 70) = 0,256.

P(X < k) =0,8257 pour k = 82,060.

133] P(8sXs9):O,97<:>2¢(%)— 1=0,97

@fp(o(,js

): 0,985.
On en déduit 6 = 0,23.

m 1.Pourtoutréelxe10; +x[:f(x) =e™.

Pour tout réel x € ]-o0; 0[ : f(x) = e*.

La fonction f est donc continue sur]-oo; 0[ et sur]0; +o°[.

De plus Iin;f(x) = X|Ln(r)1+f(x) =1=1(0), fest donc continue en 0,
donc su:TR.

f est positive sur R, donc pour que f soit une densité de
probabilité il est nécessaire et suffisant que fq f(x)dx =1.
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[°, feodx =[° foadx + [ Fodx
= j_oa exdx + _[: e *dx
=1-e9+(-e9+1)=2-2e
J'_aa fX)dx=12-2e9=1e9= % d'ol a=In2.
2.a.P(X>-05)=1-P(X=<-0,5)
=1- j:I:ZS eXdx=1-e705+en2
= 3 -e05~0,893.

b. Pour tout réel x € [-In2 ; In2] :
g(=x) = =xf(-x) = ~xe~1™ = —xe "M = —xf (x) = ~g(x).

cEX)= _[j:z xf(x)dx= ﬂ':zg (x) dx

= Lomz gx)dx+ LL"Z g (x)dx.

La fonction f étant positive sur R, la fonction g est positive sur
[0;In2] et négative sur [-In2; 0]. J-:an g (x) dx représente l'aire
du domaine limité par la courbe représentative de g, I'axe des
abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = In2.

ﬁnz g (x) dxreprésente I'opposé de I'aire du domaine limité par
la courbe représentative de g, I'axe des abscisses et les droites
d’équations x =-In2 etx=0.

De plus d’apres le 2.b. la courbe représentative de g dans un
repére est symétrique par rapport a l'origine donc ces deux
aires sont égales. On en déduit £ (X) = 0.

@ Partie A

1.Pourtousréelsaetb:

(b-a)(b?>+ab+a?) =b3-ab?+ab?+a’b-a*b-a’>=b3-ad.
2. On sait que la densité de probabilité de la loi uniforme

1
b—a

sur [a ; b] est définie par f(t) = et que son espérance

mathématique est % dou:

_ 1 (P4 (b+a)?
Voo =5 [, 2de- 258
_ 1 (b;_g)_(bw)z
“b-al3 3 4
_(b-a)b?+ab+a) 124 oab+ a2
- 3(b-a) B 4 .
_ 4b2 +4ab+4a® —3b2 —6ab—3a> _(b—a)
12 12
cdui _b-g_(b-a}3
On en déduitc (X) = Yol & .
Partie B x
1. lim X =+x et lim ﬂ:+00, donc lim &% =+,
x>+ 2 X—>+x x>+ X
2
2
lim €2 =+ et lim X2=+,donc lim | €% | =+,
xo+0 X X—>+» x>+ | X
2
2
X X
On en déduit lim € = lim B -
x—+o X x>+ 4 X
2

2. Pourtoutréelx € [0;+0oo[:
G (X) = (-AMAx2 + 2A - AB)x + B - AC)e™

sduit A=-1,B=-2etC=- 2.
OnendéduitA=-1,B )LetC 32



3'|b:G(b)—G(0):(— b - 2b__)e4b+ 2

AN A2
_ 2 [ 1_@a-Mb_ 7)»b_M -Ab
=% [1 e Abe 5 e .
4. lim-Ab=-% et lim XeX=0, donc lim -Abe*b=0.
b+ X—-= b+
lim-Ab=-x et lim eX=0, donc lime?bt=0.
b+ X+ b+
limAb=+x et lim € =4 donc lim €% =4,
b+ x—+0 X b+ (}\‘b)z
D'ou lim (Ab)2e*b=0.
b+
On en déduit lim 1,= 2.
u! b—+x b A2
- 1V 2 1 =1
5.V (X) = I|m|b—(x) = 2=
Onen déduito()():% carA>0
Partie C

—x2 —x2
l.a.h’'X)=-e 2 +x2e 2.
b. D'apres la question précédente, pour tout réel x :
—x2 _y2
x%e 2 —h(x)+e 2,
ouj.xze2 —J h'(x dx+j ez dx

= h(b) - h(0 jez dx

=h(b) + jo e dx

_bZ
2.a. lim -2 —_x et lim XeX=0,donc lim b2 o
b—o+x 2 X—>-w b—o+x 2
De plus lim 2, onendéduitparproduit lim h(b) =
b+ b b+
b. D'apres le cours : lim L e dx—l
P ~>+x'[ V T 2
3.a.D’apresle1.b.:
b 1 5 E _h(b)
J'Oﬁerdx +f e2dx
On en déduit :
hib) b 1 2
lim x2e 2 dx— ||m + lim | —=e 2 dx
b+ -[O V2 \/ﬁ b—+x '[0 V2T
—os1-1
—0+2 >
b. Par une démarche analogue a celle reallsee aux questions
2 -1
précédentes, on trouve : I|m _|' J_nx e 2 dx 7

c.V(X)=% 1d0u(5(X)—1

+1-
2
(3 1. P(X < 0,35) = 0,95 & ¢ M) 0,95, d'ols
w = 1,645. On en déduit 6 = 0,03.

2.a.E(H) 0,3n et V (H,) = (0,03)2n, d'oti 6(H,) = 0,03 Vn.

b. Les paramétres de H, sont = 0,3n et 6 = 0,03 Vn.
3.a.P(H,<12,5)> 0,975 équivaut a:

H,-0,3n _12,5-0 3n)
[ L L > 0,975
( 0,03vn 0,03vn
. 12,5-0,3n
soita:d|——+—| > d(1,96),
: ¢( 0,03vn ) 0(01.96)
et s i s . 12,5-0,3n
c'est-a-direa: —==———2=>"-> 1,96
,03vn

ouencorea: 0,3n+ 1,96 x0,03vn - 12,5 < 0.

Chapitre 11 Lois de prababilité 8 densité

b.On pose Y = vn.

On résout 0,3Y2+0,058Y - 12,5 < 0.

On trouve S=1Y;; Y[ avec Y; = -6,552 et Y, = 6,359.
On doit donc avoir vn < 6,359 soit n < 40,4.
L'inéquation a pour ensemble de solutions [0; 401 N N.
On peut donc empiler au maximum 40 toles.

Ed1.Px<a)=ke P (2= Aot ‘“):k

PX>b)=te1-P (X<b
«:»P(Xsb)=1—t

<:>¢(b__”):1_
R
d’ou a_“=uetb—“=

c c

3.0na¢

) o),

Onendéduit:pu+cu=a et u+ov=>=.
4.a.Siu=v,onobtienta=b.Oronaa=b.

b.o=9=b ety=g-cu=Lbu=av,
u-v u-v
5.
Saisir a, b, ket t
u prend la valeur Fracnormale(k) (ou Invnormale(k))
v prend la valeur Fracnormale(1 — t) (ou Invnormale(1 — t))
o prend la valeur 2=0.
u-v
W prend la valeur a — ou
Afficherpeto
TEXAS CASIO
:Prompt A "A"T 5 A
: Prompt B “B"?—>B
: Prompt K "K"?—>K
:Prompt T “T"?7—>T
: FracNormale(K) — U InvNormCD(K) — U

:FracNormale(1-T) - V
((A-B/(U-V)—>S

InvNormCD(1-T) - V
(A-B/U-V)—>S

A-S*U->M A-SxU—>M

:Disp M M4

:Disp S S 4

1= 1400 et ¢ =200.

(EE 1.v=1200-xX.

2.a.P(X>920) =0,091.

b.P(Y>315)=P(X < 885) =0,159.

c.Les événements « X > 920 » et « Y > 315 » sontincompatibles
donc p =0,250.

3. Pour que tous les usagers soient satisfaits, on doit avoir
X<900+netY=<300+nsoit1200-X=< 300+ n, c'est-a-dire
900 - n < X. ll faut donc avoir 900 - n < X < 900 + n.
On cherche donc n pour que:

P(900 - n < X <900 + n) = 0,995

qui équivaut a :P(—1L < X=900 %) = 0,995

5 c
soita: (%)—1 = 0,995
soita: (LS) 0,9975.
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=

On en déduit: = 2,8070 soitn = 42,105.

7
La valeur minimal

E Partie A

1. lim g(x) =0.

X+

5 . s 100(exp(-2,72)-1)
2.Pourtoutréelx € [1;+%[:g'(x) = T70x + D(x + exp(=2.72))"

g’ est strictement négative sur [1; +o[.

wv

de nestdonc43.

1)

X 1 + o

g9’ (x) -

g(1) = 3,70.

Partie B

1.P(X> 16)=%<:>e‘167”=
2.a.PX<R)=1-e07R
b.PR<X<16)=e 017R_g272,

CP(R<X<16)=nP(X<R) = e 017R_e 272=p(1 - e 017R)

1 qoui=Inl5 _
15,douk 16 0,169.

__n+1
& e0l7R= P
: . n_ 100 n+1 ern
On doit donc avoir R = 3 In nTexp(-2.72) , C'est-a-dire

R=g(n).

3. La fonction g est strictement décroissante sur [1; +[.

Grace a la calculatrice, on trouve g(10) = 0,522 et g(11) = 0,477.

OnendéduitqueR>05<1<n=<10.

4.PR<X<16)=4P(X<R o R=g(4).

OnendéduitR=1,2cm.

5.0nprendR=1,2cm.

a. La probabilité d'atteindre la zone rouge est :
P(X=<1,2)=0,1845.

b. La probabilité d'atteindre la zone bleue est :

P(1,2<X=<16)=0,7496.
c. La probabilité d'atteindre la zone rouge sachant que la cible

PIX=<12) _41977.

a été atteinteest Py 14(X=1,2) = PX=16)

Partie C

On a toujours R=1,2 cm.

1. Y suit la loi binomiale de parameétresn=5etp=P(X<R),
p=0,1845.

2.P(Y=3)=1-P(Y<2)=0,0467.

Le joueur a moins de 5 % de chance d'atteindre au moins 3
fois la zone rouge.

m 1.Si A arrive a 0h30, B doit arriver entre 0h20 et 0h40 pour
que les deux amis se rencontrent. L'heure d'arrivée de B doit

donc appartenir a l'intervalle [% S P i} soit a l'intervalle

o 6276
5:3)

2. Si A arrive a 0h10, I'heure d’arrivée de B doit se situer dans

I'intervalle [O; %} pour que les deux amis se rencontrent.
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3. Soit x I'heure d'arrivée de A et y celle de B. Pour que les deux
amis se rencontrent, on doit avoir |y -x| < % C'est-a-dire:

ey x<l soit x- L <y<x+l.
6 VX 6sontx 6~V x+6
4. b
K
F
J
C
(e} E -

I

Dans le repere orthonormé (O ;i,j ), la droite d’équation

y=x —% coupe l'axe des abscisses en E (% 0) et la droite

d'équationx=1enF (1; %)

La droite d’équation y = x + % coupe |'axe des ordonnées en
C (0;% ) et la droite d'équationy=1en D (% 1)-

x et y sont des heures d’arrivée respectives de A et B
1
5"
c’'est-a-dire quand le point de coordonnées (x ; y) se trouve
dans la zone grise.

5. Puisque l'aire du carré OIKJ est 1, la probabilité pour que

les deux amis se rencontrent est I'aire de 'hexagone OEFKDC.

compatibles avec une rencontre quand x - % Sys<x+

Les triangles EIF et CJD ont chacun pour aire % X % X %
L'hexagone OEFKDC a donc pour aire 1 —g X g c'est-a-dire

%. La probabilité pour que les deux amis se rencontrent est

donc 11,
onc 36

m Partie A

1.P(A) ==X et ps(B)=20=X—q_ X

=20 20 20
P(A):P(S)XPS(A):ZX—Oxp:%.
P(B)=P(S)x Ps (B) = (1—2)(—0)p.

P(Sﬂﬂ) P(B)
2.p,=P;(5) = - "0
PR TR
:(1_20 P_(0-xp
1_p7x 20-px
20
Partie B

1. X suit la loi binomiale de parametresn=20etp =0,2.
2.a.T=Ty+ 10X

b. La durée moyenne en minutes du parcours d'un candidat
est:E(T)=E (To+ 10X) = E(Ty) + 10E (X)
E(T)=150+10%20x0,2=150+40=190.

La durée moyenne du parcours d'un candidat est de 190 minutes
soit 3 heures et 10 minutes.



20
3.a. P(T<180)= E& P((X=k) N (T < 180)) car les événements
{X=k} pour 0 < k < 20 sont deux a deux incompatibles et ont
pour réunion I'événement certain {0 < X < 20}.

On en déduit: P(T < 180) = § Py—,(T<180) P(X=Kk).

b. Pour tout entier k compriézontre Oet20:
Py_(T<180) = Py_4(To+ 10X < 180)

d'ou: Py_,(T<180) = Py_,(To+ 10k < 180).

On en déduit :

20
P(T<180)= 2, Py_ (T < 180 - 10k) P(X = k).
k=0

Variables
K variable entiére
P, N, B variables réelles
Initialisation
P prend la valeur 0
Traitement
Pour K variant de 0 a 20
N prend la valeur P(Ty < 180 — 10K)
B prend la valeur P(X = K)
P prend la valeur P+ N x B
Fin Pour
Sortie
Afficher P
Pour programmer l'algorithme sur la calculatrice, on
remarquera que pour tout entier k compris entre 0 et 20 :
P(Ty <180 -10k) =P (0 < T, < 180 — 10k).
L'algorithme donne en sortie P(T < 180) = 0,360.

P Prises d'iniliatives

m Soit X la variable aléatoire modélisant le salaire annuel
brut d'un employé syndiqué et Y celle modélisant le salaire
annuel brut d'un employé non syndiqué.

P(X > 40000) = 0,128 et P(Y > 40 000) = 0,921.

On considere un employé choisi au hasard dans I'entreprise.
On note S I'événement : « L'employé est syndiqué » et A
I'événement « Le salaire brut annuel de 'employé est supérieur
a40 000 € ».

On construit un arbre pondéré :

On en déduit: P(A)=0,9x0,128 + 0,1 X 0,921 = 0,207.
D’ou la probabilité pour que I'employé choisi soit syndiqué :

0,9%x0,872

PalS)~=25,207

= 0,990.

fZE Danslecasoula compagnie accepte n réservations, on
note Xla variable aléatoire modélisant le nombre de personnes
confirmant leur réservation et retirant leur billet.

X suit la loi normale de moyenne 0,92n et d'écart-type 0,27 Vn.
On cherche le plus grand entier n tel que P(X > 400) < 0,05,
400-0,92n

0,27Vn
T suit la loi normale centrée réduite.

c'est-a-dire tel que P(T > < P(T > 1,645) ou

On doit donc avoir :

400-0,92n

>
0,274n 1,645

(carP(T>a) < P(T>b)équivauta1-P(T<a)<1-P(T<VD)
soitaP(T<a)>P(T<Db)).

n doit donc vérifier : 0,92n - 0,44415n — 400 < 0.

On pose N =+n et on résout 0,92N2 + 0,44415N - 400 < 0.
On en déduit 0 <+n < 20,6115 d'ou N < 424.

La compagnie peut accepter au maximum 424 réservations.
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CHAPITRE

12

haniiionne
PHESTIMaTIon

Le progreamme

On approfondit le travail en probabilités et statistique mené les années précédentes.

La loi normale permet d’initier les éléves a la statistique inférentielle par la détermination d’un intervalle de confiance
pour une proportion a un niveau de confiance de 95 %.

Cette partie se préte particuliérement a I'étude de problémes issus d’autres disciplines.

Le recours aux représentations graphiques et aux simulations est indispensable.

Contenus | Capacités attendues | Commentaires
Intervalle de [E Démontrer que sila variable aléatoire X,, | La démonstration ci-contre donne I’expression d’un
fluctuation suit la loi B (n, p), alors, pour tout ot dans | intervalle de fluctuation asymptotique (*) au seuil 1 — o de

10;1[ona lim P(% c In) =1-oaoul, | lavariablealéatoire fréquence F, = 7" qui, a tout échantillon de
n—+o

désigne Pintervalle : taille n, associe la fréquence obtenue f.

{p—udp(j,{p) ;p+uaJp(j;,_p)]-

« Connaitre I'intervalle de fluctuation Avec les exigences usuelles de précision, on pratique cette
asymptotique (*) au seuil de 95 % : approximation des que n =30, np = 5etn (1-p) = 5.

l:p 196 p(j: ?) p+196 p(j: ?) ] En majorant 1,96 \/p(1 - p), on retrouve I'intervalle de fluctuation
h n

présenté en classe de Seconde.

ot p désigne la proportion dans la La problématique de prise de décision, déja rencontrée, est

travaillée a nouveau avec I'intervalle de fluctuation asymptotique.

population.
Estimation « Estimer par intervalle une proportion | Les attendus de ce paragraphe sont modestes et sont a exploiter
Intervalle de inconnue a partir d’'un échantillon. en lien avec les autres disciplines.

%
confiance (*). Il est intéressant de démontrer que, pour une valeur de p fixée,

. o Déterminer une taille d’échantillon . . )
Niveau de . . Pintervalle contient, pour # assez grand, la proportion p avec une
suffisante pour obtenir, avec une précision

confiance. ) . X R
donnée, une estimation d’une proportion

probabilité au moins égale 4 0,95.

. On énonce alors que p est élément de I'intervalle avec un niveau
au niveau de confiance 0,95. e . .
de confiance de plus de 95 %, o1 f désigne la fréquence observée

sur un échantillon de taille #.

Avec les exigences usuelles de précision, on utilise cet intervalle
dés que n=30,np =5etn(l-p) =5.
La simulation de sondages sur tableur permet de sensibiliser
aux fourchettes de sondage. Il est important de noter que, dans
d’autres champs, on utilise l'intervalle :

[f_L% Jf(jg— i) ;fﬂ)%df(jz—f)}

quil n’est pas possible de justifier dans ce programme.

2 [SVT] Analyse de graphiques ot les données sont fournies par
des intervalles de confiance.

Prise de décision lors de la comparaison de deux proportions
(par exemple lors d’un essai thérapeutique).
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(*) Avec les notations précédentes :

- un intervalle de fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F, au seuil 1 — o est un intervalle déterminé & partir
de p et de n et qui contient F, avec une probabilité d’autant plus proche de 1 — ot que 7 est grand ;

- un intervalle de confiance pour une proportion p a un niveau de confiance 1 — o est la réalisation, a partir d’'un
échantillon, d’un intervalle aléatoire contenant la proportion p avec une probabilité supérieure ou égale a 1 — 0,
intervalle aléatoire déterminé a partir de la variable aléatoire fréquence F, qui, & tout échantillon de taille n, associe
la fréquence ;

— les intervalles de confiance considérés ici sont centrés en la fréquence observée f.

Nolre poinl de vue

Ce chapitre traite les parties « Echantillonnage » et « Estimation » du programme de probabilités.

La partie « Echantillonnage » repose sur la notion d’intervalle de fluctuation asymptotique. Celui-ci est défini aprés
un résultat théorique dont la démonstration (exigible au baccalauréat) utilise le théoréme de Moivre-Laplace, vu au
chapitre précédent. Ce résultat, difficile a appréhender, est introduit dans l'activité 1 a la fois de fagon théorique et
aussi en utilisant le tableur.

La seconde partie du cours revient sur la notion de prise de décision sur échantillon, déja abordée en classe de
Premiére S. Le principe est le méme, mais cette fois-ci, les éléves ont a leur disposition deux méthodes, selon
que les conditions de validité d’utilisation de l'intervalle de fluctuation asymptotique sont ou non vérifiées.
La troisiéme partie du cours est consacrée a I'estimation, et a la notion d’intervalle de confiance : la justification de

- 1 1 . Ny B} . .
lintervalle | f ——; f + — | nécessite une propriété, démontrée dans le cours. Cette démonstration, au programme,
prop prog
Jn Jn

7

est trés riche car elle utilise le théoréme de Moivre-Laplace, la définition de la limite d’une suite et 'étude des variations
d’une fonction polynéme.

Les exercices, issus de problémes concrets, permettent de travailler sur la prise de décision a partir d’un échantillon
et sur l'utilisation des intervalles de confiance.

Le premier TP revient sur le phénomeéne évoqué dans la page d’introduction du chapitre, a savoir I'élection présidentielle
de 2002 : l'utilisation du tableur et des notions du chapitre permettent de mieux comprendre « I'erreur » des sondages de
2002. Le second TP propose une méthode graphique tres précise de détermination des intervalles de confiance, que ce soit
avec une calculatrice ou bien un grapheur.

Les notions abordées dans le chapitre 12

1. Echantillonnage

2. Prise de décision a partir d’un échantillon

3. Estimation d’une proportion

Voir livre pages 429 et 430 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Les notions abordées dans ces exercices permettent, d’'une part de travailler sur les intervalles et les inégalités, notions
trés utiles dans ce chapitre, d’autre part de réactiver les connaissances sur la loi binomiale et la loi normale, puisque
ces lois interviennent en plusieurs points du chapitre.
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() Activites

Aclivite 1 Un sac de bille

Cette activité a pour but de donner du sens a la formule du
cours donnant un intervalle de fluctuation asymptotique d’une
fréquence.

Pour cela, on se place dans le cas concret du tirage de billes dans
un sac dont on connait la répatrtition ; ainsi, p est égal a 0,2 dans
toute l'activité.

Pour cela, on détermine dans un premier temps l'intervalle :

[p—1,96 “p“Jﬁ_p) :p+1,96 VPUJE_D)}

dans le cas n = 100, on constate alors par un calcul effectif utilisant
la loi binomiale que la probabilité que la fréquence soit dans cet
intervalle est voisine de 0,95.

On conforte ce résultat pour d’autres valeurs de n (de plus en
plus grandes) a I'aide du tableur : pour cela, on place les points
d’abscisse n et d’ordonnée cette probabilité. On constate que
cette probabilité se rapproche de 0,95 pour n grand. Le qualificatif
d'intervalle de fluctuation « asymptotique » est ici bien illustré par
le graphique.

Enfin, dans un troisieme temps, on démontre la formule dans le cas
particulier ol p = 0,2, ce qui permet au professeur de faire ensuite
la démonstration du cours en changeant uniquement 0,2 en p.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium :

12_TS_activite1.xlsx (Excel 2007),

12_TS_activite1.xls (Excel 2003)

et 12_TS_activite1.ods (Open Office).

1. a. X, suit la loi binomiale de parameétres net p =0,2.
b. La variable aléatoire F, représente la fréquence des billes
rouges tirées dans les échantillons de taille n.

2.a.0ntrouve s=0,04. 1=[0,1216;0,2784].

b.P(F, €)= P(O,1 216 < 1)(()”0 <0 2784)
=P(12,16 < X,, < 27,84)

=P(13 <X, <27)=0,941,4 1073 prés.

3. a. Le premier point placé sur le graphique est :

(1 00; P(1 XS |)) , Cest-a-dire (100 ; 0,941).
b. Une lecture rapide du graphique montre que ces probabilités
sont comprises entre 0,935 et 0,965. De facon plus précise, on

peut observer que 0,938 < P(X ) < 0,961, pour n compris
entre 100 et 800.

4.a. ynp(1-p) =40,2%0,8n =0,4vn.
Ainsi Z,= X, —np

\np(1-p)’

Le théoréme de Moivre-Laplace (voir p. 328) dit que la limite
de a,=P(-1,96 < Z, < 1,96) quand n tend vers + = est égale
aP(-1,96 < X < 1,96), ou X suit la loi normale centrée réduite.
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D’aprés le cours sur la loi normale, cette limite est donc égale
a0,95a1073 prés.

b. -1,96 <Z,<1,96 < -0,784vn <X, -0,2n < 0,784vn
©0,2n-0,784n <X, <0,.2n+0,784n.

c. La double inégalité précédente équivaut a:

0,784 0,784
0,2- <F,<02+~+—
i o
Ainsi, en posant u, = 0,784 ,on abien:
n

lim PO2-u,<F,<02+u,)=P(-1,96<X=<196)
n—+o =0,95 (ouXsuitN(0, 1)).

d. Dans l'onglet « Intervalles de fluctuation », on a représenté
les intervalles [0,2 — u,,; 0,2 + u,] pour n égal a 100, 500, 1 000,
5000 et 10 000. On observe qu'ils sont tous centrés en 0,2 et
que leur amplitude décroit avec n.

Aclivité 2 Malvoyants moyens
ou profonds

Cette activité permet de revenir sur la notion de prise de décision a
partir d'un échantillon vue en Premiére avec la loi binomiale, puis
de découvrir que l'intervalle de fluctuation asymptotique permet
de développer aussi cette méthode, avec I'avantage d’une formule
explicite.

1. a. X suit la loi binomiale de paramétres n =400 et p = 0,018.
b.Ontrouve a=3 et b=13.

c. Un intervalle de fluctuation de la fréquence de malvoyants

estl= [4%0 . 41730] s0it [0,007 ; 0,033] & 103 prés.

d. Régle de décision : « Sila fréquence observée f de malvoyants
moyens ou profonds dans les échantillons de taille 400
appartient a |, on accepte I'hypothése p = 0,018, sinon on la
rejette ».

Ici, f=0,0375:f¢ |, donc on rejette cette hypothese.

2.a.p=0,018;n=400,np=7,2etn(1-p)=3928, donc les
conditions de validité sont remplies. Un intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil 0,95 est I'=[0,004;0,032],a 10-3 pres.
b. La reégle de décision est obtenue en remplacant | par I'.On se
rend compte que les deux intervalles ne coincident pas.

La seconde méthode fait intervenir une formule, contrairement
ala méthode vue en Premiere.

Activité 3 Intervalles de fluctuation

Cette activité illustre le passage de l'intervalle de fluctuation
asymptotique vu dans le cours précédemment a l'intervalle de
fluctuation vu en Seconde. Le tableur permet de montrer I'écart
existant entre ces deux intervalles selon les valeurs de p et de n.
En particulier, on se rend compte que, pour n grand, I'écart est
trés faible.



Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

12_TS_activite3.xIsx (Excel 2007),

12_TS_activite3.xls (Excel 2003)

et 12_TS_activite3.ods (Open Office).

1. a. Expression d'un intervalle de fluctuation asymptotique au

seuil de 0,95 de la fréquence d'un caractére dans un échantillon
de taillen:

|:p—1,96 Vpgﬁ*p) :p+1,96 “p%p)}.

b.$'(p) =1 -2p, donc ¢'(p) s'annule en %

¢ est croissante sur [0; %} et décroissante sur [% 1}, son

-1
T
cp(l-p)< %sur[0;1],donc¢(p)é%sur[0;1].

maximum est ¢ (%)

d.1,06 Y¥PU=P) _ 196x05 _ 1
vn vn vn

Jp(1-p) 1 Jp(1-p) 1
+1,96 —~——~ <p+—etp-19% "+~ =p-—
P vn P vn P vn P vn
donc |, estinclus dans J,,.

,donc

e. Puisque |, est inclus dans J,, la probabilité pour que la
fréquence appartienne a J, est supérieure a celle que la
fréquence appartienne a I, donc J, est un intervalle de
fluctuation asymptotique a un seuil au moins égal a celui de
l'intervalle |,

X .
2. Le tableur calcule les valeurs P(T" EJ,,) pour diverses
valeurs de p et de n.
La droite d'équation y = 0,95 est aussi tracée, afin de conjecturer

a partir de quelle valeur de n les probabilités P(% S J,,)

restent supérieures a 0,95.

. X,
a. On peut conjecturer que les probabilités P(T S Jn) sont
toujours supérieures a 0,95.

Exercices

“ a.n=30,np=6etn(1-p)=24, donc les conditions de
validité sont vérifiées.

b. n=200,np=2etn(1-p)=198, donc la conditionnp =5
n'est pas Vvérifiée.

c.n =50 np=475etn(1-p)=2,5, donc la condition
n (1 -p) = 5 n’est pas vérifiée.

d.n=10000,np =10etn(1-p)=9990, donc les conditions
de validité sont vérifiées.

n n =100, np =50 et n(1-p) =50, donc les conditions de
validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est [0,402 ; 0,598].

n Voir livre p. 430.

b. On peut conjecturer que v, = 0,95 :
—pourn=31danslecasp=0,35;
—pourn=81ldanslecasp=0,40;

- pour n =271 dans le cas p = 0,45.

c. Pour p=0,5, on conjecture a l'aide du tableur que ny = 529.
C'est pour p = 0,5 que ng semble étre le plus grand : en effet,
c'est pour cette valeur que la fluctuation est la plus importante
puisque la variance est maximale pour p = 0,5 (la variance est
égaleap - p?).

Activite 4 Le grand stade

Dans cette activité, on introduit la notion d'intervalle de confiance
a partir de l'intervalle de fluctuation [ —i; +i] vu
p P=IriPt s

précédemment, et on fait réfléchir I'éléve sur ce qu’apporte (ou
n’apporte pas) cet intervalle.

1.D’apres | , —#; +—1__ |estunintervalle
aprés le cours [p 034 p 034 } un interv,
de fluctuation asymptotique de la fréquence au seuil de 0,95

dans les échantillons de taille 1 024, et ; 324 =0,03125, donc

la probabilité de I'événement « F € [p-0,03125; p +0,03125] »
est au moins 0,95.
2.p-0,03125 <F < p+0,03125 équivauta:
F-0,03125<p < F+0,03125,
donc P(p € [F-0,03125; F + 0,03125]) = 0,95.

_.576 _
3.a.f= 275 =05625.

b.[f-0,03125;f+0,03125] =[0,53125;0,59375] : p n'appartient
pas obligatoirement a cet intervalle.

4. a. La proportion p appartient a environ 95 % de ces
intervalles.

b. Oui, c'est possible. La seule chose que I'on sait, c'est que
p appartient a environ 95 % des intervalles de la forme
[f-0,03125; f+ 0,03125]. L'échantillon du sondage ne fait pas
obligatoirement partie de ces 95 % d’échantillons mentionnés
plus haut.

n n=1000,np=710etn(1-p)=290, donc les conditions
de validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est [0,68 ; 0,74],a 0,01 prés.

B n =100, np =20 etn(1-p)=280, donc les conditions de
validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 est
[0,121;0,279],a 0,001 pres.

n n =400, np =160 et n(1 - p) = 240, donc les conditions
de validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,99 est
[0,33;0,47],2 0,01 pres.

EA 2 x 1,9 x 05 _ 0,049, soit vn = 40, ce qui donne
n=1600.
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ﬂ 1.n=900, np =675 et n(1 - p) =225, donc les conditions
de validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est1=1[0,72; 0,78],a 0,01 prés.

2. Régle de décision : soit fla fréquence observée ; sif € |, alors
on accepte I'hypothése au seuil de confiance 95 %, sinon on
la rejette.

3.f= % =0,61:f¢ |, doncon n'accepte pas I'nypothese du

président au seuil de confiance 95 %.
ER voir livre p. 430.

10 | f_%_ow n=350,nf=63etn (1 -f) = 287, donc

les conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance est [0,12; 0,24].

III Voir livre p. 430.

I:EI f-43—020—008 n=400,nf=32etn(1-f)=368, donc

les conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance est [0,03 ; 0,13].

13 | f_%_om n =200, nf=28 et n(1 - f) = 172, donc

les conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance est [0,06 ; 0,22].

EEN f=0,77:n=200 nf=154 et n(1 - f) = 46, donc
les conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance est [0,69 ; 0,85].

POUR §’ ENTRAINER

m n=100,np=51 et n(1-p)=49,donc les conditions de
validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est [0,412; 0,608], a 103 preés.

3 n=2000,np=440 et n(1-p)=1560,doncles conditions
de validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est [0,201 ; 0,239], a 103 prés.

EEX voir livre p. 430.

m n=1000,np =529 etn (1-p)=471,donc les conditions
de validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est [0,488 ; 0,570], a 103 prés.

m n =100, np =60 et n(1 - p) = 40, donc les conditions de
validité sont vérifiées.

a. On recherche d'abord ug, tel que P(-ug, < X < u,) = 0,80,
ou X suit N'(0, 1).

Onaalors P(X < ug,) =0,9, et up, = 1,282 avec la calculatrice.
Un intervalle de fluctuation au seuil 0,80 est [0,537 ; 0,663], a
1073 prés.

b. On recherche d'abord vy tel que P(-ug; =< X< ug;) =0,90,
ou X suit N'(0, 1). On a alors P(X < ug,) = 0,95 et ug; = 1,645
avec la calculatrice. Un intervalle de fluctuation au seuil 0,90
est [0,519;0,681],a 1073 prés.
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m n =100, np =30etn(1-p)="70,donc les conditions de
validité sont vérifiées.
a. On recherche d'abord uy; tel que:

P(=Ug,07 < X < Ug7) = 0,93, ol X suit N(0, 1).
Onaalors P(X < ug;) = 0,965 et ug 7 = 1,812 avec la calculatrice.
Un intervalle de fluctuation au seuil 0,93 est [0,216; 0,384], a
1073 pres.

b. On recherche d’abord ug g, tel que :

P(=Up 0z < X < Ugpy) = 0,98, ol X suit N'(0, 1).
Onaalors P(X< ug,) = 0,99 et ug; = 2,326 avec la calculatrice.
Un intervalle de fluctuation au seuil 0,98 est [0,193 ; 0,407], a
1073 prés.

EX.a X, suit la loi binomiale de parameétresn et p =0,9,

doncnp=0,9net \Jnp(1—p) =0,3Vn.
N X,—0,9n X, —np
Dlou: Yy=Ze 920 AP
! "" 03 Jnp(i-p)

D'aprés le théoréme de Moivre-Laplace, la limite quand n tend
vers +o de P(-1,96 < Y, < 1,96) est P(-1,96 < X < 1,96), ou
X suit N(0, 1), soit environ 0,95.

b. XT €l,<09n-0,588vn < X, < 0,9n+0,588Vn
X,—0,9n
o-196< S0 <1,96
0,3vn
=-1,96<Y,<1096.

Ainsi, la limite de P( e )quand n tend vers +x est
P(-1,96 < X < 1,96), ou X suit N(0, 1), soit environ 0,95.

2.a. Unintervalle de fluctuation est[ § O'SJESS ;0,94 % }

b. Les conditions de validité s’écrivent n = 30, 0,9n = 5 et
0,1n = 5, ce qui donne n = 50.

0,588 . 489, ce qui donne vn > 58,8

. On doit ir 0,
¢. On doit avoir 0,9 — I

etn=3458.

EEX Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

12_TS_exercice23.alg (AlgoBox).

1. Il calcule les bornes a et b d’un intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de confiance 0,95.

2. On introduit l'instruction conditionnelle SI ... ALORS ...
SINON : elle permet de tester si les conditions de validité sont
respectées.

¥ VARIABLES
n EST_DU_TYPE NOMBRE
p EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
LIRE n
LIRE p
¥ S1(n>=30 ET n*p>=5 ET n*p*(1-p)>=5) ALORS
DEBUT SI
a PREND_LA_VALEUR p-1.96*sqrt{p=(1-p)in)
b PREND_LA_VALEUR p+1.96=sqri{p*(1-p)/n)
AFFICHER a
AFFICHER b
FIN_SI
¥ SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER "Les conditions ne sont pas vénfiées”
FIN_SINON |




EX . Algorithme, dans lequel F est la fonction telle que :
Fx)=u & P(X<u)=x,0uXsuitN(0,1).
Saisir n, p, o

u prend la valeur F (1 - %)

a prend la valeur p — u x

b prend la valeur p + ux ———+
p! 14 n
Afficher a, b

2. Programmes sur calculatrice.

PROGRAM: FLU FLU

tPromrt M,F-A "H="7aNT TP="PaP "A="7
H Frd- Normale(1-A *Re X o
7233 IrweNormCDCl-A-2) 2l
'F‘ UkSCCP-P2 )/ My E—LIKI((F'—F'E)+N)~:E=,
,:’,E’ E*'-'”‘ (P-Fzas P+ ¢ CP=P235H)50

:0iz=F E.CH

E Correctif : Il se peut que, dans certains manuels, il soit
demandeé si la proposition est vraie. Dans ce cas, ne pas tenir
compte de cette question. L'exercice porte uniquement sur la
réciproque de la proposition.

Oui, parce que la contraposée de cette proposition est vraie
(p=p'=1=1.

EA Faux: I'amplitude est a=2x1,96 x m(j/_ P) .

Si on double n, alors la nouvelle amplitude est a’= %.

Eﬂ 1.n=100,np =40 et n(1-p) =60, donc les conditions
de validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation est | =[0,303 ; 0,497], a 1073 prés.

2. Régle de décision : soit fla fréquence observée; sif € |, alors
on accepte I'hypothése au seuil de confiance 95 %, sinon on
la rejette.

3.f= 1?610 =0,31:f€l,doncon accepte I'hypothése au seuil de

confiance 95 % ; I'échantillon est représentatif de la population
pour cette allergie.

EX3 voir livre p. 430.

30 | Puisque n = 20, on ne peut pas appliquer la méthode
utilisant un intervalle de fluctuation asymptotique.

On fait I'hypotheése que le taux de réussite du joueur est 0,5.
On définit X |a variable aléatoire égale au nombre de penaltys
réussis sur 20 penaltys tentés, supposés indépendants les uns
des autres. Alors, X suit la loi binomiale de parametres 20 et 0,5.
Le plus petit entier a tel que P(X =< a) > 0,025 est 6, et le plus petit
entier btel que P(X < b) < 0,975 est 14.

Un intervalle de fluctuation au seuil de risque 5 % est donc
1=[0,3;0,7].

La fréquence observée est f = ﬁ =0,75. Puisque f & |, on peut

dire que ce joueur a un taux de réussite différent d'une chance
sur deux, au seuil de risque 5 %.

EI 1. Ici, p = 0,008 et n = 500, donc np = 4 : la condition
np =5 n'est pas remplie.

2. et 3. Soit X la variable aléatoire associée au nombre de
rouleaux jaunissant le papier dans un échantillon de 500
rouleaux : X suit la loi binomiale de paramétres 500 et 0,008.
Le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 est 1, et le plus
petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est 8.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 95% est donc
1=[0,002;0,016].

La fréquence observée est f= % =0,012. Puisque f € |, on
peut dire que le grossiste n'a pas menti au client, au seuil de
confiance 95 %.

EX 1.sile générateur de nombres aléatoires du tableur
fonctionne bien, alors la probabilité d’avoir 1 est p = 0,5.
n=100,np=50etn(1-p)=
sont vérifiées.

50, donc les conditions de validité

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 est
1=[0,4;0,6].

La fréquence observée de 1 est f==2 W =0,58.

Puisque f € |, on accepte I'hypothése au seuil 95 %.

2.n=1000,np=500etn(1-p)=
validité sont vérifiées.

500, donc les conditions de

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 est
J=1[0,46;0,54].

La fréquence observée de 1 est f' = 280 _ =0,58.

1000
Puisque ' & J, on rejette I'hypothése au seuil 95 %.

E p=%,n=240, np =40 et n(1 - p) = 200, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,99 est
1=[0,10;0,23],a 0,01 pres.

D’ou la régle de décision : soit f la fréquence observée sur
240 lancers ; sif € |, alors on accepte I'hypothése selon laquelle
le dé nest pas truqué, sinon on la rejette.

Ici f==2 m =0,22:fe|,donc, au seuil de risque 1%, on rejette

I'hypothese selon laquelle le dé est truqué.
L'affirmation de I'énoncé est fausse.

EII p=0,5n=240,np =120 et n(1 - p) = 120, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 est
1=[0,43;0,57],20,01 prés.

D’ou la regle de décision : soit f la fréquence observée sur 240
lancers ; si f € 1, alors on accepte I'hypothése selon laquelle le
dé n'est pas truqué, sinon on la rejette.

Ici f= % =~ 0,44 : f € |, dong, au seuil de confiance 0,95, on

accepte I'hypothése selon laquelle le dé n'est pas truqué.
L'affirmation de I'énoncé est vraie.
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EEN 1.£=0,89;n=100,nf=89 et n(1-f) =11, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=1[0,79;0,99],a 102 prés.

2. Cette affirmation est fausse: p n’appartient pas
obligatoirement a cet intervalle de confiance.

On sait seulement qu’au moins 95 % des intervalles de la forme

[f - T i+ T} contiennent p.

EX £=085;n=100,nf=85etn(1-f) =15, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=1[0,75;0,95],a 102 prés.

EZA Cest faux : si on formait un trés grand nombre
d'échantillons de taille n, alors p appartiendrait a au moins 95 %
des intervalles de confiance calculés a partir de ces échantillons.
BEI Voir livre p. 430.

39 P 0,86;n=100,nf=86etn(1-f)=14,doncles conditions
de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=[0,76;0,96],a 102 prés.

EXN Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium :

12_TS_exercice40.xlsx (Excel 2007),

12_TS_exercice40.xls (Excel 2003)

et 12_TS_exercice40.0ds (Open Office).

1. La formule a saisir en C4 est| =C3+10]|.
2. Laformule a saisir en D3 est| =B$2-1/RACINE(C3) |.
La formule a saisir en E3 est |=B$2+1/RACINE(C3)|.

EN Faux: I'amplitude de l'intervalle de confiance est

2 ot
. N n
elle diminue lorsque n croit.

i
m FAUX : p appartient ou n’appartient pas a cet intervalle,
puisque p est un nombre fixé (mais inconnu).

m Si n est la taille de I'échantillon, on doit avoir % < 0,02,
soit n = 2 500.

III Si n est la taille de I'échantillon, on doit avoir % < 0,03,
soitn=1112.

EER 1.£=0,2;n=200,nf=140etn(1 - f) = 160, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance pour p au seuil de confiance 95% est
1=[0,129;0,271],a 1073 prés.

2. Soit n le nombre d’opérations. Alors, on a # < 0,01, soit
n =10 000.
E 1./=0,51;n=100,nf=51etn(1 - f) = 49, donc les

conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % pour la
proportion de « Oui» est1=[0,41;0,61].
f'=0,49;n=100,nf'=49etn(1-f")=
de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % pour la
proportion de « Non » est J =[0,39; 0,59].

51, donc les conditions
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2. Pour un échantillon de taille n, un intervalle de conf’ance au seuil
95 % pour la proportion de « Oui» est | = [O 51-—,;0,51+ —}
et un intervalle de confiance au seuil 95 % pour Ia proportion de

«Non»est)= [0 49_T °49+r]

letJne serecouvrentpassi0,49+ — <0,51- ,cequidonne
p J— Jﬁ q

— < 0,01,s0it n>10000etn=10001.

«/ﬁ

EA f=015;n=100,nf=15etn(1-1)
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=10,05;0,25].

Au seuil de confiance 95 %, une fourchette pour le nombre de
dossiers incomplets est [500 ; 2 500].

= 85, donc les

EEX voir livre p. 430.

m 1.f=0,12;n=250,nf=30et n(1 - f) = 220, donc
les conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
[0,056;0,184].

1 ; _1 .
2. Qn cherche n tel que i < 0,03, soit n= 0,032
D'oun=1112.
EX =N _.n=300;nf=Netn(1-f)=300-N.

300
Les conditions de validité imposent N =5 et 300 - N = 5, C'est-
a-dire 5 < N < 295.
Un intervalle de confiance au seuil 95 % est :
(366~ 36" 306 365
300 «/W 300 «/W

Il ne contient pas 0,4 si = — 300 W > 0,4, soit N> 300 + 120,
soit N = 138.
L'affirmation de I'énoncé est fausse.
EI 1. Pour les carpes: p = =0,625,n=40,np =25 et

n(1 - p) =15, donc les conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de fluctuation est [0,474 ; 0,776],a 1073 prés.

40 _1
240 " 6

n(1-p)= 100 ~ 33,3, donc les conditions de validité sont

2. Pour les tanches : p' = ;n=40,np" = % =~ 6,7 et

vérifiées. Un intervalle de fluctuation est [0,051;0,283],a 1073 prés.

52 | On fait I'hypothése que la proportion de clés USB
défectueuses est p = 0,03 ; n =800, np =24 etn(1-p) =776,
donc les conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 de la
proportion des clés USB défectueuses dans un échantillon de
taille 800 est | =[0,018;0,042], a 1073 prés.

La fréquence observée de clés défectueuses dans I'échantillon
estf= % =0,045.

fn'appartient pas a |, donc le directeur des ventes n'acceptera
pas le stock, au seuil de confiance 95 %.

53 0,6;n=100;nf=60etn(1-f)=40,doncles conditions
de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est [0,5; 0,7].



POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 430 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.

ACCOMPAGNEMENT PERSONNALISE

&A - 150, np =9 et n (1 - p) = 141, donc les conditions de
validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 est
[0,021;0,099],a 1073 prés.

EI n =100, np=35etn(1-p)=65,donc les conditions de
validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,99 est
[0,227;0,473],a 1073 pres.

EZ3 correctif: arrondir les bornes a 10-2 preés.
f=0,6;n=1200,nf=720etn(1-f)=480,donc les conditions
de validité sont vérifiées. Un intervalle de confiance au seuil de
confiance 0,95 est [0,57; 0,63], a 1072 prés.

A correctif: arrondir les bornes a 102 pres.

f=3 ~ 0,056;n=90,nf=5etn(1-f)=85,doncles conditions
de validité sont vérifiées. Un intervalle de confiance au seuil de
confiance 0,95 est [0;0,17],a 0,01 prés.

» Comparaison de deux proportions

> Pour p;:n=300,f=0,81,nf=243 et n(1 - f) =57, donc les
conditions de validité sont vérifiées.
Pour p,:n=200,f=0,76, nf=152 et n(1 - f) = 48, donc les
conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance de p, au seuil 95 % est :
I, =[0,752;0,868].
Un intervalle de confiance de p, au seuil 95 % est :
I,=[0,689;0,831].
> 1, N1, n'est pas vide, donc les deux tests ont un pouvoir de
détection sensiblement égal, au seuil de confiance 95 %.

EI f= % =0,40625;n=160,nf=65etn(1-f)=95,donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95% est
1=1[0,327;0,486],a 1073 prés.

f’=% ~0,455;n=220,nf"=100etn(1 -f') =120, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95% est
J=1[0,387;0,522],a 1073 prés.

| et J ont une intersection commune, donc on peut conclure
que ces deux commerciaux ont la méme efficacité au seuil de
confiance 95 %.

GA correctif : il se peut que dans certains manuels il soit
demandeé par erreur un seuil de confiance de 99 %, I'exercice doit
étre fait avec un seuil de confiance de 95 %.

f=%=o,6;n= 100, nf = 60 et n(1 - f) = 40, donc les

conditions de validité sont vérifiées.
Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=10,5;0,71.

f'=% =0,7;n=200,nf =140 et n(1 - f*) = 60, donc les

conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
J=10,629;0,771],a 1073 prés.

| et J ont une intersection commune, donc on peut conclure
qu'il n'y a pas de différence significative entre les durées de
vie des ampoules fabriquées par les entreprises A et B au seuil
de confiance 95 %.

EJ f=0,03;n=1000,nf=30etn(1-f)=970, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=1[0;0,062].
f'=0,05;n=1000,nf'"=50etn(1-f")=0950, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
J=10,018;0,082],a 1073 prés.

| et J ont une intersection commune, donc on peut conclure
qu'il n'y a pas de différence significative entre les deux groupes
au seuil de confiance 95 %.

A correctif : il se peut que dans certains manuels il soit
demandé par erreur un seuil de confiance de 99 %, I'exercice doit
étre fait avec un seuil de confiance de 95 %.

f=0,077 ;n=3000,nf=231etn(1-f)=2769, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
1=1[0,058;0,096], a 1073 prés.

f'=0,059;n=3000,nf"=177 etn(1 - f') =2 823, donc les
conditions de validité sont vérifiées.

Un intervalle de confiance au seuil de confiance 95 % est
J=10,040;0,078],a 1073 prés.

| et J ont une intersection commune, donc on peut accepter
I'hypothése de I'absence de changement des habitudes de
consommation au seuil de confiance 95 %.

TP 1 Sondages 8 risques

L’objectif de ce TP est de justifier la phrase de Michel Lejeune,
et ainsi de prendre conscience que des résultats de sondage ne
peuvent pas étre résumés uniquement par des nombres, mais par
des intervalles. Le tableur, et plus particulierement la simulation
de plusieurs sondages de taille 1 000, va illustrer ce phénoméne.
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Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium : 12_TS_TP1.xlsx (Excel 2007),
12_TS_TP1.xls (Excel 2003) et 12_TS_TP1.ods (OpenOffice).

A. Intervalles de confiance

1. Pour J. Chirac:f=0,18,n=1 000, nf=180 et n(1 - f) = 820,
donc les conditions de validité sont respectées. Un intervalle
de confiance au seuil 0,95 est | =[0,148;0,212].
Pour L. Jospin: f=0,17,n =1 000, nf=170 et n(1 — f) = 830,
donc les conditions de validité sont respectées. Un intervalle
de confiance au seuil 0,95 est J =1[0,138; 0,202].
PourJ.-M.Le Pen:f=0,145,n=1000,nf=145etn (1 -f)=855,
donc les conditions de validité sont respectées. Un intervalle
de confiance au seuil 0,95 est K=[0,113;0,177].

2. On saisit {Chirac], [Jospin]et {Le Pen]dans les cellules A1,
B1etC1.

Puis on entre les valeurs [0,18], [0,17 ] et {0,145] dans les
cellules A4, B4 et C4.

On saisit en A2 la formule [=A4-1/RACINE(1000)] eten A3 la

formule =A4+1/RACINE(1000)).
On recopie ensuite ces formules vers la droite. On peut alors
les représenter graphiquement.

Avec Excel 2007-2010

o Sélectionner la plage de cellules A1:C4.

¢ Dans le menu Insertion , choisir Autres graphiques, puis Stock ,
et le premier type de graphique de cette catégorie.

e Par un clic droit sur I'axe des ordonnées, choisir Mise en forme
de l'axe, puis dans I'onglet Options d'axe, fixer le minimum a 0,1
et le maximum a 0,25.

® Parun clicdroit sur une barre, choisir Format des lignes haut - bas,
puis modifier la couleur de trait et le style de trait.

Avec Excel 1997-2003

o Sélectionner la plage de cellules A1:C4.

e Dans le menu Insertion , choisir Graphiques (ou alors utiliser
I'icone Assistant Graphique ), puis Boursier , et le premier type de
graphique de cette catégorie, puis cliquer sur Terminer

o Par un clic droit sur I'axe des ordonnées, choisir Formatde I'axe,
puis dans I'onglet Echelle , fixer le minimuma 0,1 et le maximum
a0,25.

® Parun clicdroit sur une barre, choisir Format des lignes haut - bas,
puis modifier la couleur de trait et le style de trait.

Avec OpenOffice

o Sélectionner la plage de cellules A1:C4.

e Dans le menu Insertion, choisir Diagramme (ou alors utiliser
I'icéne Diagramme ), puis sélectionner Cours , et le premier type
de graphique de cette catégorie.

Cliquer sur Suivant, sélectionner Séries de données en lignes et
Premiere ligne comme étiquette , puis cliquer sur Terminer .

® Par un clic droit sur I'axe des ordonnées, choisir Formater I'axe,
puis régler I'échelle.

Par un clic droit sur une barre, choisir
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Formater les séries de données puis dans I'onglet Ligne , modifier
la couleur et la largeur.
3. Ces intervalles de confiance se recouvrent deux a deux
partiellement, donc on ne peut pas prévoir I'ordre des trois
candidats lors de I'élection.

B. Fluctuation des sondages

1.0On saisiten A2 laformule [=ALEA.ENTRE.BORNES(1 B 0000)].

2.a.X=3607car1988+1618=3606 et Y=5293,

car3606 + 1686 =5 292.

b. On saisit en B2 la formule :
(=S1(A2<1989;1;51(A2<3607;2;5(A2<5293;3;4))) ].

3. a. On saisit en E4 la formule [=NB.SI(B2:B1001;1)/1 000],

puis en F4 la formule [=NB.SI(BZ:B1001;2)/1000] eten G4 la

formule (=NB.SI(B2:B1001;3)/1000).

b. On saisit en E2 la formule [=E4-1/RACINE(1000)], puis en

E3 la formule [=E4+1/RACINE(1000)).
On recopie ensuite ces formules vers la droite.
4. On opere comme dans la partie A.

5. a. Pour simuler plusieurs sondages de taille 1 000, on utilise
latouche F9 surExcel etla combinaison de touches Maj Ctrl

F9 avec OpenOffice (et non pas Alt Ctrl F9 comme il est
indiqué dans certains manuels).

b. Les diverses simulations indiquent qu’on ne peut pas prévoir
I'ordre des candidats le jour de I'élection.

C. Synthése

Deux simulations représentées ci-dessous montrent que des
échantillons semblables (de méme taille) conduisent a des
résultats tres différents sur 'ordre des candidats.

0,250

0,200

0,150

J.Chirac L. Jospin JM LePen

0,250

1 Chirac . Jozpin IMLePen




La critique principale que I'on peut faire a ce sondage, c’est qu'il
donne des résultats figés, alors que I'on aurait dt donner des
fourchettes d'intentions de vote pour chacun des candidats.
Iy a certainement une différence entre les sondages réalisés et
les simulations sur tableur, car les échantillons choisis ne le sont
pas tout a fait au hasard, et ensuite les résultats des sondages
sont souvent « redressés » par les instituts selon des criteres
qu'ils ne communiquent pas !

TP 2 Methode de l'ellipse pour
les intervalles de confiance

La formule donnée dans le cours pour les intervalles de confiance
résulte d’'une grande approximation. L'objectif de ce TP est
de présenter une méthode graphique permettant d’obtenir
un intervalle de confiance avec une trés grande de précision.
L'utilisation du logiciel GeoGebra permet d’obtenir l'intervalle par
lecture directe dans la fenétre Algébre.

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium : 12_TS_TP2.ggb (GeoGebra).

A. Etude théorique et calculatrice
1.a. Unintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
de la fréquence des jetons rouges dans les échantillons de taille

100 est [p—0,196{p(1-p); p+0,196p(1-p)] .

b. On doit avoir 100p = 5 et 100(1 - p) = 5, ce qui donne
p = 0,05 et p < 0,95. D'out | = [0,05; 0,95].

2. C'est une conséquence de la question 1.a.

3.a.0'00=1 _0’098X%'
o= 0049
x(1=x){x(1=x)
b. ¢"(x) > 0 pour tout réel x de |, donc ¢’ est strictement
croissante sur .
$'(0,05) = 0,59 et ¢’ est croissante sur |, donc ¢'(x) > O sur I.

c. On en déduit que ¢ est strictement croissante sur I.

4. V' (x)=2-¢'(x).

Puisque ¢’ est croissante : ¢'(x) < ¢'(0,95), et ¢'(0,95) = 1,4.On en
déduit que ¢’(x) < 2, donc ¥'(x) > 0, et ainsi ¥ est strictement
croissante sur .

5. a. On saisit les deux expressions dans Y1 et Y2 et on prend
comme fenétre [0,05; 0,951 x[0; 1].

b. On saisit puis on lit les abscisses des deux points
d'intersection. A 103 prés, on trouve [0,254 ; 0,438].

¢. La formule du cours donne [0,240 ; 0,440].
L'amplitude de I'intervalle trouvé est plus petite.

B. Utilisation d'un grapheur

1.0na -0,196 yp—p?> < F-p < 0,196 yp—p?, ce qui
équivaut a: (F-p)? < 0,1962(p - p?).

2. Avec GeoGebra, on entre dans le champ de saisie :
((y-x)"2-0,196/2*(x-xA2) = 0.

3. On crée un curseur e : on le fait varier de 0 a 1 avec un

incrément de 0,01.

4.0n entre dans le champ de saisie.

Puis on construit les points d'intersection A et B de cette droite
ainsi tracée avec la représentation graphique précédente (avec
le menu des Points : Intersection entre deux objets ). On lit les
cordonnées de A et B dans la fenétre Algébre : les abscisses
de ces points donnent les bornes de l'intervalle de confiance
cherché.

a. L'intervalle trouvé est : [0,0775 ; 0,2099], en arrondissant a
1074 pres.

b. On trouve [0,4721 ; 0,66271].

¢. On trouve [0,7671 ; 0,9070].

5. Pour retrouver les courbes représentatives des fonctions
0 et y, on trace les droites verticales d’équations respectives
x =0,05 et x = 0,95. La partie « basse » de la courbe délimitée
par ces deux droites est celle de la fonction ¢, la partie « haute »
est celle de la fonction V.

CAP VERS LE BAC

Sujet A
1.f= % ~ 0,483 ; n = 900, nf=435 et n(1 - f) = 465, donc les

conditions de validité sont remplies.
Un intervalle de confiance au seuil 0,95 est [0,45 ; 0,52].

2. Oui, car malgré une proportion inférieure a 0,5 dans I'échantillon,
le candidat A peut étre élu : en effet, l'intervalle de confiance au
seuil 0,95 contient 0,5.

Sujet B

1.Réponse a.

f= 60 ;n=300,nf=60 et n(1-f)=240,donc les conditions
de validité sont remplies. L'intervalle de confiance a 0,95 est
[0,142;0,258].

2.Réponse b.

Correctif: il se peut que dans certains manuels il soit demandé par
erreur un seuil de confiance 0,99, 'exercice doit étre fait avec un
seuil de confiance de 0,95.

Réponse avec un seuil de confiance 0,95 :

Le centre de l'intervalle est 0,335.

Ona 0,335+ 1,96 x ¥0:335X0,665 _ 3¢
Jn

1,96% x 0,335 x 0,665
0,0252

Réponse avec un seuil de confiance 0,99 :2 373.

soit n= = 1370, a l'unité pres.
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Sujet C

1.a. X;, suit la loi binomiale de parameétres net p=0,9.

b. Correctif : il faut lire

: Jp(1-p) Jp(1-p)
=|p-196Y"——;p+196 Y ————|, =09,
«Sil, [p i p T avec p = 0,9,
montrer que lim P(& € I,,) =L, avec L = 0,95 » et non pas
n—+o n
; Jp(1-p) Jp(1-p)
=|p-196"——;p+196"—""—|,
«Sil, [p Nl p T montrer que
lim P(£): 0,95 ».
n—+ n
% €l, © np-196Jnp(1-p) <X,<np+1,96np(1-p)
-196<-L=P_ _ 196
np(1-p)
X, —np

_ = = = —_——
&-1,96<7,<1,96, avec Z, m
D’apres le théoréme de Moivre-Laplace, la limite quand n tend
vers +o de P(-1,96 < Z, < 1,96) est P(-1,96 < X < 1,96), ou X
suit la loi normale centrée réduite, et :

P(-1,96 < X < 1,96) = 0,95.

2.a.P(X > 300) = 0,0002, soit 0 a 0,001 prés.

b. P(X > 300) = 0,840. Dans ce cas, la probabilité de surbooking
est 0,84.

3.a.p=09,np=09netn(1-p)=0,1n.

On doit avoir 0,9n = 5 et 0,1n = 5, soit n = 50.

Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95 % dans
un échantillon de taille n est :

0,588 0,588}
0,9- ; 0,9+ .
[ vn vn

b. Puisque le nombre d’acheteurs ne doit pas dépasser 300, la
proportion d'acheteurs ne doit pas dépasser % au seuil 0,95,

soit 0,9+ 9288 <300 &t 0,954 0,588vn < 300.
Jn n

c.Ona 0,9N2+0,588N -300 < 0.

Pour ce trindme du second degré : A = 1 080,35 et les racines
sont N; =-18 et N, = 17,93.
Ce trindbme est négatif ou nul pour N; < N < N,, soit ici
0=<N < N, etainsin < N,

Puisque N,2 = 321,6, la valeur maximale de n pour limiter le
risque est 321.

Sujet D

1. Le sac contient un trés grand nombre de billes, donc le
nombre de billes est suffisamment grand pour que ce tirage
soit assimilé a un tirage avec remise.

2. Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
de lafréquence des billes rouges dans les échantillons de taille

100 est [p—0,196 Jp(1-p); p+0,196 p(1—p)].
3. D'aprés la question précédente :

p-0,196p(1-p) <F,<p+0,196p(1-p).
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4.p-0,196p(1-p) <0,8<p+0,196p(1-p)
<-0,196p(1-p) <0,8-p=<0,196p(1-p)

< (0,8-p)2<0,1962(p - p?)
< 0,64-1,6p +p?=<0,038416p — 0,038416 p2
5 1,038416p2 - 1,638416p + 0,64 < 0.

5. On résout I'inéquation précédente.

Les racines du trindbme sont, a 10 prés : p; = 0,7112 et
p, = 0,8666. D'oui I'intervalle, a 103 prés: [0,711 ; 0,867].

Cet intervalle n’est pas centré en 0,8, contrairement a celui vu
en cours.

Sujel E

1. Correctif : On recherche un intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de confiance 95 % (cette précision ne figure
pas dans certains manuels).

p=0,16;n=100,np =16 et n(1 - p) = 84, donc les conditions
de validité sont respectées.

Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95 % est
1=1[0,08; 0,24], en arrondissant les bornes a 0,01 prés.

2. Regle de décision : si la fréquence observée f dans un
échantillon de taille 100 appartient a |, on accepte I'hypothése
du médecin, sinon on la rejette.

3.f=0,22 donc f € | : on accepte cette hypothése au seuil 95 %.

mp =% ;n=280,np=133etn(1-p)=66,7 donc les
conditions de validité sont remplies.

Un intervalle de fluctuation asymptotique au niveau 0,95 est
[0,08;0,25],a 0,01 pres.

EZN Correctif : il faut déterminer un intervalle de fluctuation
asymptotique (et non pas un intervalle de confiance, comme il
peut étre écrit dans certains manuels).

p=0,7,n=50,np=35etn(1-p)=15,doncles conditions de
validité sont remplies.
Un intervalle de fluctuation asymptotique au niveau 0,95 est
[0,57;0,83],a 0,01 pres.
EER on doit avoir -L < 0,01, soitn = 10000.

n
f= g n =900, nf= 500 et n(1 - f) =400, donc les conditions
de validité sont remplies. Un intervalle de confiance au seuil de
95 % est [0,52;0,53],a 0,01 pres.

EEN 1.p=04;n=100,np =40 et n(1 - p) = 60, donc les
conditions de validité sont remplies.

Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,99
est[0,27;0,53],a 0,01 preés.

2. On doit avoir 2,58 xi‘o"t/%o’s

n = 640.

< 0,05, ce qui donne



POUR ALLER PLUS LOIN

74 R 100, np =13 etn(1 - p) =87, donc les conditions de
validité sont vérifiées.

Un intervalle de fluctuation au seuil de confiance 0,95 est
1=1[0,064 ;0,196], a 0,001 pres.

2. La fréquence observée des jeunes ayant eu une crise
d'asthme est f=0,19. Puisque f < 0,196, il n'est pas utile de
mettre en place une investigation plus compléte.

3.0n cherche ntelque 0,13+ 1,96 X —“O'J_nnn <0,19,

dire n > 196X “0’1131, soit n=121.

cest-a 006
4.a.ps-0,13=1,96 "013X°8 ,d'our:
_ 0,13><0,87><1,962 _ 0,43448496
p. —013 p. —0,13

b. n=0(ps), avec ps > 0,13 : ¢ est décroissante sur]0,13; 1].

50--y

401
304

201

0 0,2 04 0,6 0,8 1 X

EA voir livre page 430.

m Pour retrouver les résultats du tableau, on utilise I'autre forme
de l'intervalle de confiance donnée dans le cours :

JFA=F) JFa=1)
|:f—1,96 T' f+1,96 T:|

La « marge d’erreur » décrite dans le texte est donc égale a:

J=1) JFa=1)
1,96 J_ =196 ____~ m .

On obtient successivement, a 0,01% pres :
1,35 (pour 1,4); 1,86 (pour 1,81) ; 2,48 (pour 2,5) ;
2,84 (pour 2,8) ; 3,04 (pour 3,0) ; 3,10 (pour 3,1).

4 p=08;n=2870,np =456 et n(1 - p) =414, donc les
conditions de validité sont remplies.

Un intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence de
personnes d’origine mexicaine dans les échantillons de taille
870 au seuil de confiance 99 % est | =[0,76; 0,84],a 0,01 prés.

La fréquence observée est f = 339 0,39. Puisque f & |, on
peut dire, au seuil de risque 1 %, que les Américains d'origine
mexicaine sont sous-représentés dans les jurys populaires de ce
comté (c’est aussi vrai au seuil de risque un pour mille).

EZN 1 =1000;p=001,np=10etn(1-p) =990, donc les
conditions de validité sont remplies.

Sous I'hypothese p = 0,01, un intervalle de fluctuation au seuil
de confiance 95 % est | =[0,0038;0,0162], a 10~* prés.

0,016 € |, donc on ne peut pas affirmer que la machine est
défectueuse au seuil 95 %.

Remarque : il est plus indiqué ici de faire un test unilatéral.
On teste alors I'hypothése « p = 0,01 » contre I'hypothése
«p > 0,01 ». Alors, au seuil de confiance 0,95, on obtient
[0; 0,0152], et dans ce cas on considére la
machine comme défectueuse au seuil 95 %.

I'intervalle I' =

EZN 1. a. x suit la loi binomiale de parameétres 5 000 et 0,62.
D'oUE(X)=3100etc (X)=41178 =34,3.

3100 _ 1178
5000 202 et ViF)= 5 0002

donc F suit la loi normale N (0,62 ;5 x 1075).

=5x1075,

¢. La probabilité que Gallup se trompe est P(F < 0,5) = 0.
2.n=5000;p=0,62np=3100etn(1-p)=1900, donc les
conditions de validité sont remplies. Un intervalle de fluctuation
de la proportion des électeurs votant pour Roosevelt, dans un
échantillon de taille 5 000, au seuil 99 %, est [0,60 ; 0,64], a 0,01
prés. On constate que Gallup n'avait quasiment aucune chance
de se tromper.

3. L'échantillon choisi par le magazine était de trés grande
taille, mais absolument pas aléatoire car il ne prenait en compte
que des lecteurs de ce magazine.

EX 1. on sait gu’un intervalle de fluctuation asymptotique

au seuil de 99 % est [p— 2,58 7""(};”); p+2,58 7“’(};")}.

Comme dans le cours, on utilise le fait que p(1 - p) < 0,25 et donc
Jp(1=p) < 0,5. De la méme facon que dans la propriété de la
page 362, il existe un entier ny tel que, sin = ny, alors:

0,5 _ Xn_ 0,5
I Jn

et on obtient un intervalle de confiance au seuil 0,99 :

|:p 129 1\/2_9}

2. On détermine u tel que P(—u < X < u) = 0,999, oU X suit
N(0, 1). On a u = 3,29. D'ou un intervalle de confiance au

P(p 2,58 %2 ) >0,99,

: 1,65 . 1,65
seuil 0,999 : [ 422 }
P=" Pt
u, u,
3. Auniveau de confiance 1- 0, on obtient| p — —=; p+—=|.
u niveau de confiance 1 - o, on obtien [p oW p ZJF}
EN 1. a. x suit la loi binomiale de paramétres n = 500

etp=0,15.

b. E(X) =500% 0,15 =75.

6 (X)=4500%0,15% 0,85 =7,98.

2.a.P(X>200)=0.

b.P(X<10)=5x 1024,

c. P(50 < X < 100) = 0,9986.

3. Sous I'hypothése p = 0,15, un intervalle de fluctuation

asymptotique de la fréquence des personnes contaminées
dans les échantillons de taille 500 est [0,118; 0,182].
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La fréquence observée est ici f = % =0,09. Puisque f & |, on
rejette I'hypothése selon laquelle la proportion de personnes
contaminées est 15 %.

4. L'amplitude de l'intervalle de fluctuation asymptotique au
seuil 95 % est telle que :

2x1,96x7‘w/_>rj()85 <0,02
soit ¥n =196 +0,1275 etn = 4 899.

Ea Lorsque IC est inférieur a 1, il y a moins de guérisons dans
le groupe traité que dans le groupe placebo, donc on ne peut
pas juger le traitement efficace.

Seul I'essai n° 1 est positif, car il y a moins de 5 % de chance
qu'il y ait moins de guérisons dans le groupe traité que dans
le groupe placebo.

L'essai n°® 3 est négatif, mais avec une estimation relativement
précise.

L'essai n°4 montre que le traitement a un effetimportant, car IC
dépasse 1 dans prés de 95 % des cas, mais I'essai reste négatif,
car l'intervalle de confiance contient 1 : un tel résultat incite a
refaire I'étude avec plus de malades.

m 1.p=0,512;n=132,np =67 et n (1 - p) = 64, donc les
conditions de validité sont respectées.

Un intervalle de fluctuation asymptotique de la proportion des
garcons au seuil 0,95 est 1 =[0,42;0,60],a 0,01 pres.

2. La fréquence observée est f= % =0,35.

f n‘appartient pas a |, donc la différence observée est
significative au seuil 0,95.

EII Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium :

12_TS_exercice84.xlsx (Excel 2007),

12_TS_exercice84.xls (Excel 2003)

et 12_TS_exercice84.ods (Open Office).

1. Si on fait I'hypothése que la piece est bien équilibrée, alors
p=0,5 etla variable aléatoire X comptant le nombre de « FACE »
obtenus suit % (100; 0,5).
Alors, la probabilité de rejeter I'nypothése quand elle est vraie
est 1-P(40 < X < 60), soit 0,035 a 1073 prés.
2.0n accepte I'hypotheése.
3. a. Correctif : fest une fréquence théorique, elle n'est pas observée
dans un échantillon de 100 jets.
Ici, X suit B (100; 0,7). La probabilité cherchée est :

P(40 < X < 60) = 0,021.
b. On trouve alors P(40 < X < 60) =~ 0,538.
4. a. Pour entrer les valeurs de f, on saisit dans la cellule
A2, puisla formule dans la cellule A3, et on recopie
cette formule vers le bas.
Puis on saisit dans la cellule B2 la formule :

=LOI.BINOMIALE(60;100;A2;1)
-LOL.BINOMIALE(39;100;A2;1)

et on la recopie vers le bas.
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On compléte aussi la colonne Cen calculant 1 - par la formule

saisie en C2.

b.Le nombre 1 - est la probabilité de refuser I'hypothése que
la piéce est équilibrée sous une hypothése f=f,: en particulier,
si fest éloigné de 0,5, ce nombre doit étre grand.
c. Avec Excel 2007-2010
e Sélectionner les plages de cellules A1:A92 et C1:C92
(sélectionner chaque plage en gardant appuyée la touche
Ctrl ).
e Dansle menu Insertion , choisir Nuage de points , et le premier
type de graphique de cette catégorie.
 Par un clic droit sur le nuage de points, choisir
Mettre en forme une série de données , puis dans l'onglet
Options de marqueur , choisir le type de marqueur prédéfini et
diminuer la taille du marqueur (3 ou 4).

Avec Excel 1997-2003

e Sélectionner les plages de cellules A1:A92 et C1:C92
(sélectionner chaque plage en gardant appuyée la touche
Ctrl ).

e Dans le menu Insertion , choisir Graphiques (ou alors utiliser
I'icone Assistant Graphique ), puis = Nuage de points , et le premier
type de graphique de cette catégorie, puis cliquer sur Terminer .
e Par un clic droit sur le nuage de points, on peut choisir
Format de la série de données , puis modifier certains éléments
avec l'onglet Motifs .

Avec OpenOffice

e Sélectionner les plages de cellules A1:A92 et C1:C92
(sélectionner chaque plage en gardant appuyée la touche
Ctrl ).

e Dans le menu Insertion, choisir Diagramme (ou alors utiliser
I'icbne Diagramme ), puis sélectionner XY, et le premier type
de graphique de cette catégorie, soit Points seuls . Enfin, cliquer
sur Terminer .

¢ Par un clic droit sur le nuage de points, choisir = Formater
les séries de données , puis on peut modifier la largeur et la
hauteur du symbole, ainsi que sa couleur.
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E A.1.1,=120;401. P(X € I;) = 0,979, 2 103 prés.
2.1,=[21;391.P(X €y = 0,963, 3 10 prés.



3. |5 est aussi un intervalle de fluctuation au seuil 0,95 car
P(X €13) =0,9502, a 10~* pres.

B.1.P(X<1,65)=0,95053 et P(-2,576 < X < 1,696) = 0,95006
a 1073 prés, donc ce sont bien des intervalles de fluctuation
au seuil 0,95.

2.a.F(t
normale centrée réduite. D'ou F'(x) = 2f(x).

Puisque f(x) > 0sur R, F'(x) > 0 sur [0; + [ et F est strictement
croissante sur [0 ; + .

b. F prend ses valeurs sur [0 ; 1], donc d'aprés le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a
tel que F (a) = 0,95. Ce réel a est la valeur minimale telle que
[-a; a] soit un intervalle de fluctuation de X au seuil 0,95.

On trouve a = 1,96.

3.a.G(t) = j "f(x) dx, donc G'(x) = (=2 + x). On en déduit que
G'(x) > 0, donc G est strictement croissante sur [0 ; + o [.
b.G(4)=P(-2=<X=<2)=
valeurs intermédiaires montre qu’il existe un unique réel b de
[0; 2] tel que G(b) =0,95.

= 2_[ f(x) dx, ou f est la fonction densité de la loi

0,954. Le corollaire du théoréme des

2+b

€.Gb)= [ fodx+ [° fogdx+ [ 7 Fdx.

Oer)=j f(x)dx =095,

doncj x)dx_—J' f(x)d

OrJ' f(x)dx >0, doncj f(xdx<0 etainsia>-2+b,
soitb<a+2.
d.Gb)=095 <= PX<-2+b)=0,95-P(X<-2)

< -2+b=1,92

< b=3,92(a0,01 pres).
4. 'amplitude de l'intervalle trouvé a la question 2. est 2a, soit
3,9199 (a 104 pres), et celle de I'intervalle trouvé a la question
3. est b, soit 3,9228 (a 10 prés).
5.PF1<X<-1+0=P1<X<0)+PO<X<-1+0).
P(-1<X<0)<0,35carP(-1 <X=<0)=0,341.
PO<X<-1+¢)<0,5carP(X>0)=0,5
D'ol P(-1 < X< -1+ ¢) <0,85:il n'existe donc pas de réel ¢
tel que P(-1 < X< -1+ ¢) =0,95. ll n'existe pas d'intervalle de
fluctuation au seuil 95 % de la forme [-1; -1 + c].

Ea 1. C'est la formule vue en cours dans laquelle :

o=¥p(-p)

vn
2. Celaestdtial'équivalence :

p-uUOSF,sp+u,0F,-U0<p=<F,+Uu,0.
p_Fn -
(¢

< Ug

3.a.F,-U 0<p=<F,+Uu,0-U, <
2
= (%) <u2 (2).
b.(2) & F2-2pF,+p?><c?u,?
—p2
S F2-2pF,+p?<P=P" np U2

S NnF,2-2npF,+np? < puy? - p2u,?

S h+uAp?-2nF,+uAp+nF2<0 (3).

4. a. On calcule le discriminant A de ce trindbme :
A=4nu,2F,(1-F,) +u,
A>0,doncilyadeuxracines:
_2nF, +u2—VA ¢ p, = 2nF + U2+ VA
VT 2(nvu2) 2T 2n+u2)
b. Correctif : il se peut que dans certains manuels il soit noté

(2nF,, +uu2)— 4nu2F,(1- F) + u“4,ilfautlire:
2n+uy?)
(2nF, +u2) - J4nulF, (1 F,) +u,*
2(n+uu2) '

Avec la regle du signe du trindme:
(B) ® pysp<p,
5.a.Une réalisation de F, est f, d’ol un intervalle de confiance
2nf +u2 -8 2nf+u2+8
2(n+u?) 2(n+u?) }

de p auseuil 1 - [

ol d=A=4nu2f(1-1)+u,*
b. Correctif : il se peut que dans certains manuels il soit noté
o’ fuaf(I=F)  uq’

f+
2
2n " nz 4n L il faut lire :
o
1+ n
fy u,’ f(1— f) u_m2
2 “Non 4n?
2
1+‘2'—n
En divisant numérateur et dénominateur par 2n, on obtient :
2
Fede 1 Ju2(@nf(-F+u2)
Py = 2n  2n
5 :
14 Y
n
f+u03 f(-f)  ug?
f 2n ¢ n 2
soit: Dy = mE 4n
1+
n
f+£+ fa-1)  u?
¢.Onobtient p,=— 20 * = 4n’
u&
1+
n

d. On obtient le deuxiéme intervalle de confiance du cours en

Uy? e Uy®
4n n

6. Intervalles de confiance au seuil 0,95 :

- formule du cours :[0,129;0,271];

- seconde formule du cours : [0,144 ; 0,256] ;

- formule de la question 5.:[0,150; 0,261].

négligeant les termes Yo

Ea Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur
le manuel numérique premium :

12_TS_exercice87.xlsx (Excel 2007),

12_TS_exercice87.xls (Excel 2003)

et 12_TS_exercice87.0ds (Open Office).

1. b. Correctif : on entre dans la plage A4:A103 les proportions
observées de 1% a 100 % (et pas de 0 % a 100 %).

On entre 1 % dans la cellule A4, puis on saisit en A5 la formule

=A4+001 |. On recopie ensuite cette formule vers le bas.

Chapitre 12 Echanlillonnage et estimation — T¢™ § specifique 183



2. a.0n saisit en B4 la formule| =A4-1/RACINE(CS1) |.

De méme, on saisit en C4 la formule [=A4+1/RACINE(C$1)].

b. Certaines valeurs sont négatives et d'autres dépassent 100 %.

3. a.On saisit en B4 la formule :
[:SI(A4-1/RACINE(C$1)<O;O;A4-1 /RACINE(C$1))].

b. On saisit en C4 la formule :
(=S1(A4+1/RACINE(C$1)>1;1;A4+1/RACINE(CS1)) ).

c. Quand on augmente la taille de I'échantillon, on remarque
que I'amplitude de I'intervalle diminue.

Avec Excel 2007-2010 :
o Sélectionner la plage de cellules A4:C103.
e Dans le menu Insertion , choisir Nuage de points, et le premier
type de graphique de cette catégorie.
e Par un clic droit sur le premier nuage de points, choisir
Mettre en forme une série de données , puis dans l'onglet
Options de marqueur , choisir le type de marqueur prédéfini et
diminuer la taille du marqueur (3 ou 4).
Opérer de méme pour l'autre nuage de points.

Avec Excel 1997-2003 :

o Sélectionner la plage de cellules A4:C103.

e Dans le menu Insertion , choisir Graphiques (ou alors utiliser
l'icéne Assistant Graphique ), puis Nuage de points , et le premier
type de graphique de cette catégorie, puis cliquer sur Terminer .,
e Par un clic droit sur le nuage de points, on peut choisir
Format de la série de données , puis modifier certains éléments
avec I'onglet Motifs .

On peut faire de méme avec le second nuage de points.

Avec OpenOffice :

o Sélectionner la plage de cellules A4:C103.

e Dans le menu Insertion, choisir Diagramme (ou alors utiliser
I'icobne Diagramme ), puis sélectionner XY, et le premier type
de graphique de cette catégorie, soit Points seuls . Enfin, cliquer
sur Terminer .

100 %

10% 20% 320% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
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e Par un clic droit sur le nuage de points, choisir

Formater les séries de données , puis on peut modifier la largeur
et la hauteur du symbole, ainsi que sa couleur.
Opérer de méme avec le second nuage de points.

1.p=0,54:n =460, np = 248,4 et n(1 - p) = 211,6, donc
les conditions de validité sont respectées.
On trouve | =[0,494 ; 0,586], a 0,001 pres.

2.f= % =0,565, donc fel.

3.p=0,2;n=460,np=92etn (1 -p)=368,donc les conditions
de validité sont remplies.
On trouve I'=1[0,163 ; 0,237].

108 _ P
4.f =260 0,235,donc f' €'

5. L'échantillon est bien représentatif de la population pour
cette information.
6.f"=0,295;n=460,doncnf”"=1357etn(1-f")=3243,
donc les conditions de validité sont remplies.

Un intervalle de confiance au seuil 95 % est [0,248 ; 0,342].

(" Prises d'iniliatives

89 I premiere série de lancers fournit l'intervalle de
confiance au seuil de confiance 95 % : I, = [0,08 ; 0,23].

La seconde série de lancers donne l'intervalle de confiance au
seuil 95%:1,=1[0,11;0,23].

I; et I, ont une intersection non vide, donc, au seuil de risque
5 %, on peut dire que la proportion de 6 est resté constante
d’une expérience a l'autre.

(90 B premiére série de naissances fournit I'intervalle de
confiance au seuil 95 %: 1, =[0,48;0,55].

La seconde série de naissances donne l'intervalle de confiance
au seuil 95%:1,=1[0,48;0,53].

I; et I, ont une intersection non vide, donc, au seuil de risque
5%, on peut dire que la proportion d'individus de sexe masculin
est restée constante d'une génération a l'autre.

91 I premier lot de chocolats donne l'intervalle de confiance
au seuil de confiance 95 %: 1, =[0; 0,14].

Le second lot de chocolats donne l'intervalle de confiance au
seuil 95%:1,=[0,02;0,14].

I; et I, ont une intersection non vide, donc, au seuil de risque
5 %, on peut considérer qu'il n'y a pas de différence significative
entre les deux processus.
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RdISUNNEMENNOgIqUE

EW E-{-4,-3,-2,-1,0,1,2,3}

Les propositions vraies sont celles numérotées 1, 3 et 5.

N Le meilleur encadrement est : -3 < x < -1.

EN Laseule proposition vraie est la proposition 1.

N Ac%;Be %,

B a. 1,2,4,12,15, 25, 31 sont des entiers pairs ou supé-

rieurs a 10.

b. 2,3,6,9,12,15, 18 sont des entiers multiples de 3 ou infé-

rieurs a 20.

. 3,6, 12, 18 sont des entiers divisibles par 3 et par 2.

n 1. Farid fait partie des groupes B, C, E.

Katia fait partie des groupes A, C, E.

Léo fait partie des groupes A, B, C, D.

2. Myriam ne fait pas automatiquement partie du groupe des

adhérents au judo.

EA 1vin)=11;21;10)=[-1;31

2.1NJ=1-2;2];1UJ=]-=;3].

[N 1. Ceest faux. Contre-exemple: x = 3.

2. C'est faux. Contre-exemple : I'entier 2.

3. Clest faux. Il suffit de construire un quadrilatére tel que

AD = BC avec (AD) non paralléle a (BC), par exemple un tra-

péze isocele de bases [AD] et [BC].

| 2n
3

4, C'est vrai. Par exemple, le rée convient.

5. C'est faux. La suite (u,) telle que u,,; = 2n - 100 est crois-
sante, mais elle n'est pas positive.

[N 1. Cet énoncé est vrai.

Enoncé réciproque : « si le discriminant de P est strictement
négatif, alors P (x) est strictement positif pour tout réel x ».
Cet énoncé est faux : le polyndme Ptel que P(x) =-x2+x-1a
un discriminant strictement négatif (A = -3), et P (x) est stricte-
ment négatif pour tout réel x.

II'n’y a donc pas équivalence.

2. Cet énoncé est faux (voir le cours).

Enoncé réciproque : «si fest dérivable en g, alors elle est conti-
nueenan».

Cet énoncé réciproque est vrai; il n'y a pas équivalence.

3. Enoncé faux. Un contre-exemple est donné par la fonction
ftelle que f(x) =x3 + 1.

Enoncé réciproque : « si f(x) = x3, alors f'(x) = 3x2».

Cet énoncé réciproque est vrai; il n'y a pas équivalence.

4. Cet énoncé est vrai.

Enoncé réciproque : « si ABCD est un parallélogramme, alors
A‘B’= D‘C’ »,

Cet énoncé réciproque est vrai ; il y a bien équivalence.

5. Cet énoncé est vrai.

Enoncé réciproque : « si (A_B’; 5) = % + kmaveck € Z, alors les

droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires ».

Cet énoncé réciproque est faux, car les droites (AB) et (CD)
peuvent étre non coplanaires et donc non perpendiculaires ; il
n'y a pas équivalence.

E 1. (P2) «Siles diagonales d’un quadrilatéere ne sont pas
de méme longueur, alors ce quadrilatére n'est pas un carré ».
(P3) « Si les diagonales d'un quadrilatéere sont de méme lon-
gueur, alors ce quadrilatére est un carré ».

(P4) « Si un quadrilatére n'est pas un carré, alors ses diagonales
ne sont pas de méme longueur ».

(P1) et (P2) sont vrais ; (P3) et (P4) sont faux.

2. (P2) « Si l'entier n est impair, alors n2 est impair ».

(P3) « Si I'entier n est pair, alors n2 est pair ».

(P4) « Si n est un entier tel que n? estimpair, alors n estimpair ».
(P1), (P2), (P3) et (P4) sont vrais.

3. (P2) « Si, pour tout réel a, f'(a) # 0, alors f ne change pas de
sens de variation ».

(P3) « S'il existe un réel a tel que f'(a) = 0, alors fchange de sens
de variation ».

(P4) « Si f ne change pas de sens de variation, alors, pour tout
réela, f'(a) #0».

(P1), (P2), (P3) et (P4) sont faux.

(P1) et (P2) seraient vrais si on rajoutait I'nypothése « f déri-
vable ».

4. (P2) « Si une suite n'est pas convergente, alors elle n'est pas
bornée ».

(P3) « Si une suite est convergente, alors elle est bornée ».

(P4) « Si une suite n'est pas bornée, alors elle n'est pas conver-
gente ».

(P1) et (P2) sont faux, (P3) et (P4) sont vrais.

(11 R Supposons que cet ensemble soit fini, et soit ny son
plus grand élément. Alors, ny + 1 est aussi un entier et il est
plus grand que ny, ce qui est impossible. Donc, I'ensemble des
nombres entiers est infini.

2. Supposons que v2 est un nombre rationnel. Alors, il sécrit

2= % avec p entier, g entier naturel non nul et p et g pre-

miers entre eux.

On obtient : p2 =2q2.

Ainsi : p? est pair. Ceci entraine que p est pair, car si p était
impair, alors p? serait aussi impair.

Donc: p = 2p’avec p’ entier, et ainsi g2 =2 p'2.

De la méme fagon que plus haut, g2 est pair, donc g est pair.
Ceci est impossible, car p et g ne peuvent étre pairs tous les
deux, puisqu'ils sont premiers entre eux.

Dong, v2 est irrationnel.

3. On note a le plus petit de ces trois nombres et on suppose
quea=1.

Onadoncb=a=1etc=a=1.

Dou:a+b+c=3.
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L1 1 a1 1.1
Ona.asLb<1etc<1,donca+b+

D’oﬂ:3sa+b+c<%+%+%S3,cequiestimpossible,

1
C<3.

donc le plus petit de ces nombres est strictement inférieura 1.
m 1. On distingue quatre cas :
-Six=0ety=0,alorsxy =0:|x| =x, |yl =y et |xy| =xy,
d'ou I'égalité.

-Six=0ety=<0,alorsxy<0:|x| =x, |yl =-yet|xyl =-xy,
d'ou I'égalité.

-Six<O0ety=0,alorsxy <0:|x| =-x, lyl =y et Ixy| = -xy,
d'ou I'égalité.

-Six<O0ety=<o,alorsxy =0:|x| =-x, lyl =-y et Ixy| =xy,
d'ou I'égalité.

2. Soit un triangle ABC isocéle en A et ayant un angle de 60°.
- Sil'angle de 60° est EA\C alors la somme des autres angles
est 120°, et comme ils sont égaux, chacun des deux angles
vaut 60°: le triangle est équilatéral.

- Sil'angle de 60° est I'angle A?C alors on a aussi A/C\B =60° et
donc le troisieme angle BAC=60°:le triangle est équilatéral.
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- On fait de méme si I'angle de 60° est I'angle ACB.
3.0na:nm-n=n({-1)(Mn+1).
Le reste de la division de n par 3 peut étre égala 0, 1 ou 2.
- Si ce reste est 0, alors n est un multiple de 3, donc
n(n-1)(n+ 1) aussi.
- Si cereste est 1,n - 1 est un multiple de 3, donc
n(n-1)(n+ 1) aussi.
- Si ce reste est 2, n + 1 est un multiple de 3, donc
n(n-1)(n+ 1) aussi.
Ainsi, n® — n est un multiple de 3 pour tout entier n supérieur
ouégalal.
4. On raisonne selon l'entier x.
-Six<-1,alorsx2> 1etx2+y2> 1:iln’y a pas de solution.
-Six=-1,alors y>=0, soity =0.
-Six=0,alorsy2=1,soity=-1ouy=1.
-Six=1,alorsy?=0, soity=0.
-Six>1,alorsx?>1etx?+y2>1:iln'y a pas de solution.
Il'y a donc quatre couples solutions :

(=1;0),(0;-1),(0; 1) et(1;0).
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CHAPITRE

EHDMICIESIDIEMIEIS

Le progreamme

L’enseignement de spécialité prend appui sur la résolution de problémes. Cette approche permet une introduction

motivée des notions mentionnées dans le programme.

Plusieurs exemples de problémes sont donnés a titre indicatif. L'étude des situations envisagées dans le cadre de cet
enseignement conduit & un travail de modélisation et place les éléves en position de recherche.

Les thémes abordés sont particuliérement propices a I'utilisation des outils informatiques (logiciels de calcul, tableur)
et a la mise en ceuvre d’algorithmes.

Le niveau d’approfondissement des notions est guidé par les besoins rencontrés dans la résolution des problémes traités.

Exemples de probléemes Contenus

Problemes de codage (codes barres, code ISBN, clé du | « Divisibilité dans Z

RIB, code INSEE) « Division euclidienne

« Congruences dans Z

» Nombres premiers

« Existence et unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers

Questionnement sur les nombres premiers : infinitude,
n répartitions, tests de primalité, nombres premiers
particuliers (Fermat, Mersenne, Carmichaél)

@ Nolre point de vue

L’objectif du chapitre est 'introduction des notions de base de I'arithmétique : divisibilité, division euclidienne,
nombres premiers, congruence. Deux types de problémes introductifs sont utilisés : certains permettent de découvrir
et démontrer une propriété du cours, d’autres ont plutot pour objectif d’introduire une notion par le traitement d’'une
situation illustrant son utilité.

Les savoir-faire exposent les raisonnements usuels de I'arithmétique élémentaire et sont largement exploités dans les

exercices de la partie Pour s’entrainer.

Les problémes de la partie Pour aller plus loin reprennent les thémes des problémes introductifs et du cours ; ils
illustrent naturellement les questionnements cités dans le programme : infinité des nombres premiers, nombres
premiers particuliers, problémes de codage. Le double intérét, théorique et pratique, des notions du chapitre est ainsi
mis en évidence.

Le cours et les exercices des parties Pour démarrer et Pour s’entrainer permettent de travailler 'algorithmique dans des
cas simples. La partie Pour aller plus loin présente quelques exercices d’algorithmique plus ouverts qui permettront
de souligner auprés des éléves le fait que les questions d’algorithmique, de programmation et de mathématiques
s’entremélent : ce sera 'occasion pour I'enseignant de souligner I'interaction de ces disciplines dans le monde de la
recherche et de I'ingénierie.

Les notions abordées dans le chapitre 1
1. Divisibilité et division euclidienne
2. Les nombres premiers
3. Congruence et criteres de divisibilité

(3 Avant de commencer

Voir livre page 140 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.
Correctif: la correction de I'exercice 12 peut étre erronée dans le manuel car I'énoncé indique que k appartient a Z, pas Q (voir le site).
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Problemes

Probleme 1 Diviseurs d’'un entier

Lobjectif est de découvrir quelques propriétés importantes des
diviseurs d'un entier par le biais de la résolution d’'un probléme
de géométrie élémentaire, et d'illustrer une idée importante en
arithmétique : une recherche exhaustive par programmation est
une démonstration lorsque l'on sait que le nombre de cas pos-
sibles est fini.

Partie A

1. Avec Pythagore, xX2-y2=36 0u (x - y) (x + y) =

2. Les diviseurs positifsde 36:1,2,4,3,6,12,9, 18, 36.

3. Les couples (1;36),(36;1),(2;18),(18;2),(4;9),(9; 4),
(35 2),(12;3),(6;6).

4. L'unique couple (x; y) solution : (10; 8).

Partie B

1. Pour n =36, les affichages sont: 1,36 - 2,18 - 3,12-4,9-6,6.
Pour n = 38, les affichages sont : 1,38 - 2,19.

3.« % = E(’;’) » équivaut a « ’)’ est entier ».

4.0 <a<b doncaa < ab, soit a <n.De méme, ab < bb,
soit vn < b. Lorsqu’on recherche le plus petit diviseur de n
dans un couple (a; b) tel que ab = n, on peut donc arréter la
recherche aVn.

5. Ce qui précede montre que le nombre de diviseurs positifs
de n est majoré par 24n.

Probleme 2 Le code-barres

Il s’agit ici de mettre en ceuvre les propriétés essentielles de la divi-
sibilité et de la division euclidienne par I'étude de I'un des thémes
qui font Iimportance actuelle de I'arithmétique dans ses applica-
tions : les codes détecteurs d'erreurs.

1.5=3%x25+35=110.
2.5=3%x24+31+c=103+cdolic=7.
3. Correctif: I'’énoncé peut étre erroné dans certains manuels, il

faut lire « Dans la suite, on noterar le reste de la division de S — c par
100l cest la clé. Vérifier que c = 10-rdans le cas de la question 2 ».

S-c=103,r=3etc=7=10-r.

4. a. Les valeurs possibles sont 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9.

b. Pour r=0, on ne peut prendre ¢ =10 -r. Dans ce cas, c=0.
¢. Si r est un chiffre entre 1 et 9, alors ¢ = 10 - r est un chiffre

entre 1 et 9.S - cs'écrit 10g + ret en prenantc=10-r, on
obtlent5—10q+r+c—10(q+1)mu|t|p|ede10

5.S5iS= 3202, +2021+1 +cetS = 3202, +202/+1 + ¢’ sont
i=1 i=0 i=1 i=0
multiples de 10, alors S - §’ = ¢ - ¢’ est multiple de 10, or c et ¢’

sont des chiffres, d'ouc=c.

6. Oui, par exemple 4971850187820 et 4971850177920 ont
la méme clé.
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7.a. b, et a, sont des chiffres donc -9 < b, - a, < 9.

b. S-S5 =3(a, - b,). S-S est donc un multiple de 3 compris
entre —27 et 27. Le seul multiple de 10 entre -27 et 27 qui soit
multiple de 3 est 0, or a, # b..

c. Sest multiple de 10, donc S’ ne I'est pas (sinon S - §' le serait).
8. Dans ce cas S-S’ =a; - b; le raisonnement est analogue.

9. Les deux codes corrects donnés a la réponse 6. ne différent
que par deux chiffres.

Probleme 3 Le calendrier

Ce travail sur les notions de quotient et de reste dans une divi-
sion euclidienne est une préparation aux idées du calcul sur les
congruences.

1. a. Entre le 1°" janvier 00 h 00 et le 1" mai 2013 00 h 00
s'écoulent 120 jours.

b.120=7 %17 + 1. Le nombre de semaines complétes est 17.
c.r=letn=7qg+r.

d. Le 1°"mai 2013 est donc un mercredi.
2.n"'=314=7x44+6.

3. Le 11 novembre 2013 est donc un lundi.

Probleme 4 Le crible de Matiassevitch

On étudie ici un premier crible sur les nombres premiers.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :01_TSspe_probleme4.ggb (GeoGebra).

1. a. Les ordonnées des points de I'axe des ordonnées
appartenant a I'un des segments verts semblent étre des
nombres composés, tandis que ceux qui ne sont pas sur un
segment vert semblent étre premiers.

—jz_._.
T =i-j.

i2
b. Le coefficient directeur est . ;

c. Ladroite (P,-Nj) a pour équation y = (i - j)x + p. Et Pj(i ; i?) étant
sur cette droite :i2 = (i - j)i + p d’ou p = ij.

2. Les ordonnées des points de I'axe des ordonnées se trouvant
sur I'une des droites (PN;) sont les nombres de la forme ij,
c'est-a-dire les nombres composés. On en déduit les nombres
premiers.

3. Les nombres composés inférieurs a 100 ont au moins un
diviseur inférieur ou égal a 10 et leurs diviseurs sont d'au plus 50.

Probleme 5 Test de primalité et infinité
des nombres premiers
On établit ici la propriété « le plus petit diviseur au moins égal
a2d’un entier naturel n = 2 est premier » et on en déduit l'infinité
des nombres premiers par I'étude des sorties d’un algorithme.
1.a.Sortie: 11.
b. Sortie : 2.



2. a. Si un diviseur J de N est trouvé entre 2 et VN alors il est
affiché, sinon N est affiché.

b. C'est le plus petit des diviseurs de N (parmi les diviseurs au
moins égaux a 2) qui est affiché. Ce plus petit diviseur J est
premier, sinon il s'écrit J = ki avec i et k (au moins égaux a 2)
divisant J donc N et on contredit le fait que J est le plus petit
diviseur.

c. Tout entier N non premier admet au moins un diviseur a avec
a<+N (cf probléme 1 question B. 4.). Le plus petit de ceux-la
est premier d'aprés la question précédente.

3. La sortie est identique a I'entrée si, et seulement si, I'entrée
est un nombre premier.

4. a.leresteest 1.

b. Si I'affichage était I'un des p;, cet entier p; serait diviseur de N,
or le reste de la division de N par p;est égal a 1.

c. On a, avec les questions précédentes, établi par I'absurde
I'infinité des nombres premiers.

Probleme 6 Les nombres de Fermat

On souléve ici quelques difficultés de I'étude des grands nombres
a l'aide de nombres « historiques ». On établit ensuite une deu-
xiéme démonstration de l'infinité des nombres premiers.

2. |l faudrait environ 231 jours pour écrire F3.

3. 2@ est pair donc F,, est impair.

4.Fp=2etF,=4donc Ffy=F,-2etsiFyFy...F,_1=F,-2
alors FoFy ...Fy_1Fp = (F, = 2)F, = (227 1) (2@" +1)

SOit FoFy ...Fp_1Fp=22X -1 =F, ;-2

5. Sid divise F, et F,,, avec m < n alors d divise

F,-FoF;...Fy ...F,_1 =2.Comme les nombres de Fermat sont
impairs,ona:d=1.

6. De la question précédente, on déduit que deux nombres de

Fermat distincts n'ont aucun facteur premier commun. L'infinité
des nombres de Fermat implique celle des nombres premiers.

Probleme 7 Deux fraitements
pour une meéme sorlie
On établit une double caractérisation de la congruence de deux
entiers modulo m en conjecturant que deux algorithmes distincts
ont le méme effet.

1. Non.

2. a. Le triplet (A, B, M) = (2, 2, 2) par exemple est tel que A est
congru a B modulo M. Le triplet (A, B, M) = (2, 3, 3) est tel que A
est non congru a B modulo M.

b. Dire que A et B sont congrus modulo M est équivalent a ce
que A - B soit divisible par M.

3. a. R contient le reste de la division euclidienne de A par M.
b. « Oui » est renvoyé lorsque j = % est entier, c'est-a-dire

lorsque B - R est multiple de M.

c. B- Rest multiple de M signifie qu'il existe un entier k tel que
B=kM + R.Comme R est compris entre 0 et M - 1, R est aussi le
reste de la division de B par M lorsque B - R est multiple de M.
Par contre, lorsque le programme renvoie « non », cela signifie
que B - R n'est pas multiple de M, donc que I'on ne peut pas
écrire B sous la forme kM + R et R n’est pas le reste de B dans
la division par M.

d. Cf. la démonstration du premier théoréme du cours page 22.

Probleme 8 Puissances
d’'un entier modulo m

On conjecture puis établit une propriété des congruences par un
travail sur les TICE qui guide vers une propriété de factorisation.
Cette méme propriété des congruences sera établie dans le cours
par une autre méthode.

Fichier associé sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel

numérique premium : 01_TSspe_probleme8.xws (Xcas).
1. On ouvre une feuille du tableur Xcas par le raccourci
Alt + T ouen utilisant le menu Tableur Nouveau tableur .

Pour entrer les entiers 1, 2, 3... en colonne B, on entre 1 en

cellule BO puis la formule |[=B0+1 | en cellule B1 et on copie

vers le bas cette formule en utilisant le raccourci Alt + D ou
en utilisant le menu du tableur Edit Remplir Copier vers le bas .

2. Pour tout entier k, I'entier mk est congru a 0 modulo m.

est donc congru a Bi modulo m, Bi désignant

ici 'entier contenu dans la cellule Bi.

3. En cellule DO, on entre la formule |=irem(E0Ap,m)]. Les

colonnes C et D ont alors des contenus identiques, et ce pour
toutes valeurs de m et p. On conjecture la propriété suivante :
si a et b sont des entiers tels que a = b(m) alors aP = bP (m).
4.0"-b"=(a-b)x [ia”b”ﬂ'}

j=1
5. La conjecture résulte immédiatement de la factorisation
précédente. On en propose une démonstration par récurrence
dans le cours page 22.

Probleme 9 La preuve par neuf

On découvre ici comment établir un critére de divisibilité. La
preuve par neuf est ensuite étudiée : au-dela de son intérét histo-
rique dans l'enseignement, le paralléle peut étre fait avec le prin-
cipe des codes détecteurs d'erreurs.

1.10-1=3x3.
2,10k = 1k(3).
3.4a;%x 10/ = @g;(3) d'ou le résultat par sommation.

4. n est congru a lasomme s de ses chiffres modulo 3. n et s ont
donc méme reste dans la division par 3.

5. Méme démarche compte tenude: 10 =1(9).

6.a.0n ap = AB(m) et g = ab = AB(m). Comme p et g sont
comprisentre0etm-1,onap=q.
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b. m =9 : on peut déterminer les restes en déterminant les
sommes des chiffres (en recommengant au besoin surla somme
obtenue):a=8,b=2,q=7,p=4,p#qdoncle calcul de Max
est faux.

c.Avecm=3:a=2,b=2,q=4,p=4.0nnedétecte pas |'erreur.

d. Sile produit erroné obtenu est congru modulo 9 au produit
exact, 'erreur n'est pas détectée.

W Les ¢léments de N sont les entiers positifs ou nuls. Z
contient également les opposés des entiers positifs.

n Les diviseurs positifsde 36:1,2,4,3,6,12,9, 18, 36.
De49:1,7,49.

De126:1,2,3,6,9,18,7,14,21,42,63, 126.

n Aux listes explicitées a I'exercice [EM, on ajoute les
opposés.

n Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

01_TSspe_exercice4.ods (OpenOffice),
01_TSspe_exercice4.xlsx (Excel 2007)

et 01_TSspe_exercice4.xls (Excel 2003)

Voir livre page 140.

B (A), (D) d'une part, (B), (C), (E), (F), (G) d'autre part.

A voir livre page 140.

n De deux entiers consécutifs, I'un est toujours pair. Le
produit I'est donc aussi.

n Trois entiers consécutifs peuvent s'écrire sous la forme n,
n+1,n+2etlasommes=3(n+1)est multiple de 3.

N 2k + 1)+ @Kk +1) =20k + k' +1).

m On aurait 14 divise m et m divise 100, donc 14 diviserait
100, ce qui est faux.

EEN n=2ket A=2k(4Kk? + 20) = 8k (K2 + 5).

EEX voir livre page 140.

EEN 0ui. Si b= ak et c = ak’ alors bc = a?kk .

EN 1.0-2b=5.

2, Si d divise a et b, d divise a - 2b. d vaut donc 1 ou 5 ou -1
ou -5.

m Oui. Soit d (n) le nombre de ses diviseurs positifs. Alors le
nombre de ses diviseurs dans Z est 2d (n).

E& 1.Lentierb peut étre égal a I'entier a. Par exemple : n =25,
a=5,b=>5.

2. S'iln'est pas possible que a = b, le raisonnement de Pierre est
correct. Par contre, s'il est possible que a = b, c'est-a-dire si n
peut s'écrire comme le carré d’un entier, le nombre de diviseurs
positifs est impair.

EEA voir livre page 140.

m 1. Sortie : 6.

2. gaa = 111a =3 x 37a. La sortie est a.

m 1.a=2013;b=7:quotient = 287, reste = 4.
2.a=-2013;b=7:quotient = -288, reste = 3.
3.a=7;b=2013:quotient=0, reste=7.
4.a=-7;b=2013:quotient = -1, reste = 2 006.

m Pour les entiers 0, 1, 2, 3,4, 5, 6.
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EZN Pour les entiers n multiples de 7.

EZX Pour les entiers n multiples de 7.

m 1. Sortie : 2.

2, Sortie: 3.

3. Rest le reste de la division euclidienne de A par B.

EZN Le reste de la division euclidienne d’un entier par 4 est
0,1,20u3.

EEN 113 et 227 sont premiers. Les autres ne le sont pas.

EX on veérifie qu’aucun entier entre 2 et la racine carrée de
I'entier n n'est diviseur de n.

EXA voir livre page 140.

m 45=32%x5;1400=23%x52x7;735=3Xx5x%72

EZN un programme de décomposition en facteurs premiers
est donné dans le cours page 18.

Ef) 26 -22x19_ 19
24

23x3  2x3
13650 _ 2x3x52x7x13 _ 2x5x13
1785 3x5x7x17 17

m Les entiers 0 et 1 ne sont ni premiers, ni composés.

m Le nombre de diviseurs positifs deaest (2+ 1) x (7 + 1) = 24.
Celuidebest(1+1)x(3+1)=8.

EEN 1.2et3.

2. Non. L'un au moins des trois est pair strictement plus grand
que 2.

m 128-15=10x11+3.128 et 15 ne sont donc pas congrus
modulo 11.

EEN 2013=287%7+4.Doncr=4.

E& 2017=201x10+7.r=7.

m r=-3.

m On cherche les entiers de la forme 2 012 + 11k (k
entier) tels que —2 000 < 2 012 + 11k < 2 000, donc tels que
-364<k=<-2.llyena363.

m Il s’agit des entiers naturels m tels que m divise 22, soit
1,2,11,22.

m Ce reste est aussi celui de 100 par 11, soit 1.

8 voir livre page 140.

m Oui, tout entier est congru a son reste modulo 4 et
3=-1(4).

43 | Oui, car 7, 8, 9 sont respectivement congrus a 1, 2, 0
modulo 3.

EZ¥ oui,car-3=0(3),28=1(3), 137 =2(3).

E= Tous.n?-3nest toujours multiple de n.

£33 1000-1=27x37.

De 103 = 1(37), on déduit (103)k = 1(37).

m 1. Avec I'entrée A = 3, la sortie est - 4.

Avec I'entrée A =4, la sortie est -3.

Avec A=7,la sortie est 0 et avec A= 8, la sortie est 1.

2. Les sorties possibles: —4,-3,-1,0, 1, 2.



3. La sortie est obtenue en enlevant un multiple de 7 a I'entrée.
Entrée et sortie sont donc congrus modulo 7.

4. |l suffit de remplacer le symbole = par le symbole > dans le
test d’arrét de la boucle.

5.

tPromrt A "A"E 7R
thhile A>3 While A>3«
tA-7*A ~T+Ad

iEnd WhileEnd«
thihile A{ -3 While A<-3«
TR+ +7+He

tEnd WhileEnd«d
tDise A A

m Pour n entier : 7 divise n + 54 si, et seulement si, il existe
k entier tel que n=7k - 54.

Les entiers naturels répondant a la question sont obtenus pour
k=8.

m Soit n tel que n divise n + 12. Comme n divise n, n divise
(n+ 12) - n=12. Réciproquement un diviseur de 12 divise
n+ 12. Les entiers solutions sont donc les diviseurs de 12.
EJ Les entiers solutions sont les diviseurs de 7.

BN Gn+4-3(n+7)=-17.

Les entiers solutions sont les diviseurs de 17.

EX 2n+9)-2(n+11)=-13.

Les entiers solutions sont les diviseurs de 13.

m adivise (n+2)(n-1)-(n?2+n+3)=-5.

El n-2(n+2)-(n?+2)=-6.

Réciproquement, si n + 2 divise 6 alors n + 2 divise
6 + (n-2)(n+ 2) = n? + 2. Les entiers solutions sont donc les
entiers n tels que n + 2 divise 6 : -8, -5, -4,-3,-1,0, 1, 4.

m 1.2 divise a2 + b2 + 2ab = (a + b)2.

2. 3 divise a3 + b3 + 3a%b + 3ab? = (a + b)3.

EBA 1.28n+7)-6(n+1)=8

2. Pour tout entier n, si n + 1 divise 3n + 7, alors n + 1 divise
2(3n+7)-6(n+1)=8.

3. Non. Contre-exemple:n=7.

E3 Les couples d’entiers solutions sont les couples d’entiers
solutions de (x - y)(x +y) = 17.

(x—y;x+y) peut a priori prendre les valeurs (1; 17), (-1;-17),
(17;1),(=17;-1).On vérifie ainsi que les couples (x; y) solutions
sont(9;8),(-9;-8),(9;-8),(-9; 8).

EX Les couples solutions sont solutions de (x - 3y)(x + 3y) =7.
Cela meéne aux solutions: (4;-1),(-4;1),(4;1),(-4;-1).

m Voir livre page 140.

m Faux. Contre-exemple:d=3,m=n=3,a=b=2.

m 1. Pour tout entier n, on a u,; = 8 x 237" - 1, d'oul
Upy1 =8 XU, + 7. La suite construite par le programme satisfait
cette relation de récurrence et le premier terme (terme d'indice
0) est le méme pour les deux suites : elles sont donc égales.
2. Initialisation : up=0=7 x0.

Hérédité : si u, = 7k alors u,,; = 7(8 X k + 1) avec la relation de
récurrence mise en évidence a la question précédente.

m Pour n entier naturel, on pose u,, = 42" - 2",

On vérifie alors que, pour tout entier naturel n,on a:

Upq = 16U, + 14 x 2", L’'hérédité de la propriété en résulte.

m Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr

et sur le manuel numérique premium :
01_TSspe_exercice64.0ds (OpenOffice),
01_TSspe_exercice64.xlsx (Excel 2007),
01_TSspe_exercice64.xls (Excel 2003) et
01_TSspe_exercice64.xws (Xcas).

1. On vérifie que pour tout entier naturel n, on a la relation :
Up41 = 4u, + 9n. Ceci explique la construction de la feuille de
calcul.

2. La relation de récurrence établie ci-dessus permet d'établir
I'hérédité.

m FAUX. Contre-exemple:a=2,¢c=3,b=4,d=9.

T3 VRAL Si b= ak (k entier), alors b2 = (kka)a.

A VRAL 2k + 1) + k+ 1)+ 1) = 4k + 1).

3 raux. Contre-exemple:a=3,b=>5.

EN 1 789 = bg + 497. b et g sont donc diviseurs
« complémentaires » de 1292, avec b > 497.
Onadonc(b;q)=(646;2)ou(b;q) =(1292;1).

E 225 = bg + 4. b est un diviseur de 221 avec b > 4. b peut
valoir 13,17 ou 221.

m Voir livre page 140.

n s'écrit 4g ou 4g + 1 ou 4g + 2 ou 4q + 3. Les carrés,
dans chacun des cas, s'écrivent 4k ou 4k + 1 en développant
et regroupant les termes multiples de 4.

EEN sinest de la forme 5q alors le facteur n - 55 est divisible
par 5. Si n est de la forme 5q + 1, le facteur n - 11 est divisible
par 5. Sin est de laforme 5q + 2, le facteur n - 22 est divisible par
5.Sinestdelaforme 5qg + 3, le facteur n - 33 est divisible par 5.
Sin est de la forme 5q + 4, le facteur n - 44 est divisible par 5.
EZ3 on développe le second membre de I'égalité.
n+2>n-3=0pourtoutn=3:n-3estlereste pourn=3.
On traite lescasn=0, 1 ou 2 a part.

EZl 7n+3=3(2n-1)+(n+6).n + 6 est le reste cherché pour
les entiers n tels que 2n - 1 > n + 6, 'est-a-dire pour n = 8.0n
traite les premieres valeurs de n une a une.

1. Avec a = 24, la sortie est « OUl ». Avec a = 25, la sortie
est « NON ».

2. g est le quotient de la division de a par 7. a - 7q est le reste
de la division de a par 7. Les entrées donnant la sortie OUl sont
donc les entiers tels que le quotient de la division de a par 7 est
égal au reste. L'égalité a—7qg = g permet de les trouver : ce sont
les entiers 8g ou g prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

3.

TEXAS CASIO

tPromrt A CATE PR
934 2 e

tlhile M=A While MzRe
10+120 C+130e
tH+ 73 H

BT,

. A-7#0= 11eEn
fen7xa=a 1f A-rx0=ne
:Dise "OUI" Then "0OUI"e
tElse Else "HON"&
i0ize "NON IfEnd

m FAUX. Contre-exemple:a=10,b=7.

m VRAI Exemple:a=5,b=2.

m FAUX. Contre-exemple:a=a'=13,b=7.

m VRAl.a=bg+r,a=bq +r.aa =blbgq +qr’' +q'n)+rr'.
Sirr'=bq" +r", on obtientaa’ =b(bqq' +qr' +q'r+q")+r".
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EZN V1789 < 43. On vérifie quaucun des entiers premiers
inférieurs a 43 ne divise 1 789.
EX1.fn=m+7)n+11)est produit d'entiers supérieurs
strictementa 1.
2.f(-12) =5 est premier.
EEN voir livre page 140.
EEl %2 - px+ g s'écrit sous la forme (x - n)(x - m) ol n et m sont
des entiers naturels. D'ou p=n+ m et g = nm. Comme q est
premier, on a par exemplen=1etm=gq.Onaalorsp=1+gq.
Or les seuls nombres premiers consécutifs sont 2 et 3.
m 1.Sin=2,alors n+ 7 =9 est non premier.Etsin>2etn
premier, alors n est impair et n + 7 est pair donc n + 7 est non
premier.
2. La réciproque est fausse. Contre-exemple : n=8.
3. L'implication est fausse. Contre-exemple : n=2.
EA 2.0n remarque que tous les nombres premiers se situent
dans la colonne 2 et la colonne 6. Conjecture : tout nombre
premier est de la forme 6g + 1 ou de la forme 6g + 5. Pour
justifier cette conjecture, on explicite des diviseurs non triviaux
(le facteur 2 ou le facteur 3) dans chacun des autres cas : 6q,
6g+2,6q+3,6q+4.
3.Sip=6qg+ 1alorsp2-1=12g(3g+ 1).Si g n'est pas pair, 3G+ 1
I'est et p2 - 1 est divisible par 24. On raisonne de méme si
p=6q+5:p2-1=12q(3q +5) + 24.
1.Sipestdelaforme 3k+ 1alors 8p2 + 1 =3(24k?+ 16k + 3),
et sip est de la forme 3k + 2 alors 8p? + 1 = 3(24k? + 32k + 11).
Dans les deux cas, 8p2 + 1 est composé.
2. La réciproque est fausse. Contre-exemple : p = 4.
m Une telle somme s'écrit :

2g+ 1)+ Qg+ 1)+ 1)=4g+4=4(q+1).
Soit g =0 etla somme est égale a 4, non premier. Soitq > Oetla
somme est produit de deux entiers strictement supérieursa 1.
m 1. Voir cours.
2.n=pg ou p est le plus petit diviseur de n entre 2 etn-1 et
g le plus grand. Comme p est premier, n est produit de deux
nombres premiers.
m Voir livre page 140.
m 1. On doit avoir f(0) premier, soit b premier.
2. f(b) = ab + b= b(a+ 1). f(b) premier implique a = 0. f est
donc constante.
m FAUX. Contre-exemple : 2.
m FAUX. Contre-exemple : 9.
m FAUX. P(41) n'est pas premier.
96 | fl(p-1)=(p-1)2+p-1+p=p? non premier.
m 231=3xX7x11.Un arbre permet de lister facilement les
8 diviseurs positifs.
(98 K 1,p, p%
2. Les carrés de nombres premiers.
EEN 4x7x2x11x6=369.
E p' ou p2g* ou p et g sont premiers.
I3 voir livre page 140.
m VRAI. S'ils étaient tous premiers, on aurait deux
décompositions en facteurs premiers d'un méme entier.
1 FAUX. 4 a trois diviseurs positifs et n'est pas premier.
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m FAUX. 23, puissance d'un nombre premier, a 4 diviseurs

positifs.

[T 1. Ce sont les entiers de la forme -1 + 5k.

2.104.

1078
xmod 5 0 1 2 3 4
3xmod 5 0 3 1 4 2

Les entiers solutions sont les entiers 4 + 5k, k entier.
2.

xmod 5 0 1 2 3 4

3xmod 5 0 2 4 1 3

Les entiers solutions sont les entiers 4 + 5k, k entier.

T 1.75=1(9) d'ou (75 = 1(9).

2. Réciproque : « Pour tout naturel n, si 7" = 1(9) alors n = 0(6) ».

Faux. Contre-exemple : n= 3.

[LH 57 =1(7). Le reste de la division de 572018 par 7 estdonc 1.

83=6(7)et62=1(7)d'ou6%+1=6(7). Le reste de la division

de 832019 par 7 est donc 6.

2018=2(7)et26=1(7),d'ol 2336X6+2 =4 x (26)336 = 4(7) et

le reste de la division de 2 018298 par 7 vaut 4.

K 1. Si m divise a - b, alors m divise c(a - b).

2. Réciproque : « Pour tous entiers a, b, c et tout entier m = 2,

si ac = bc(m) alors a = b(m) ». Faux. Contre-exemple:a=7,

b=8m=2,c=2.

I 32=2(7), d'ot (39" = 2"(7).

m Pour n = 3, a, =1 + 37(8), soit a, = 2(8) ou

a, = 4(8) suivant la parité de n. Ainsi a, n'est pas multiple de

23, donc non multiple de 1 000.

EE voir livre page 140.

[ 32=1(8).D'ou3"=1(8) pour n pair et 3" = 3(8) pour

nimpair.

3 voir livre page 140.

I Lorsqu'un vert rencontre un brun, la différence deffectifs

entre ces deux couleurs est inchangée :

V-b'=(v-1)-(b-1)=v-b.

Lorsqu’un vert rencontre un orange :
V-b=(v-1)-b+2)=v-b-3.

Lorsqu’un brun rencontre un orange :
vV-b'=(v+2)-(b-1)=v-b+3.

On montre ainsi que les différences d'effectifs entre deux

couleurs sont invariantes modulo 3. Les différences sont au

départ (v-b,v-0,b-0)=(-2,-4,-2) soit (1,2,1) modulo 3.

On ne pourra pas obtenir deux populations égales puisqu’alors

la différence serait de 0 modulo 3.

[EE2 Faux. Contre-exemple:m=8,a=7.

(EE] VRAL 19=3(8) et 32=1(8) d'oti 3% = 1(3).

m FAUX. Contre-exemple:a=2,b=4,m=4.



m 72=10(13) et 23 =10(13),d'ou 72" - 23" = 0(13).
m 1.Sin=1(7)alorsn3+n-2=1+1-2(7),d'ou le résultat.
2.Réciproque: « Pour tout naturel n, sif(n) =0(7) alorsn=1(7) ».
Faux. Contre-exemple : n= 3.
EE] Vraicar7=3(4)et32=1(4)d'ou 72" = 1(4).
E La somme des chiffres est 7 + 1 + x + 4, c'est-a-dire x
modulo 3. x peut donc valoir 0, 3,6 ou 9.
[126] 2y est divisible par 4 pour y = 0, 4 ou 8. La somme des
chiffres est x + y + 2 modulo 3.
Poury =0, on peut prendrex=1,40u?7.
Poury =4, on peut prendrex=0, 3,6 ou 9.
Pour y =8, on peut prendre x=2, 5 ou 8.
B2 voir livre page 140.
m 1.100 = 10(45).Si 10"=10(45) alors 101 = 100 (45), soit
10"1 = 10(45). D'oui la propriété par récurrence.
2.Unentiern= i a;x1 0/ est multiple de 45 si, et seulement
p =0
si, s =dy+ 10,4, est multiple de 45.
j=1
3.Poura=20‘152016,0nas:6+10(2+0+1 +5+2+0+1)=116
ets'=6+10(1 + 1) = 26. Donc a n'est pas multiple de 45.
Pourb=20152035,5s=5+102+0+1+5+2+0+3)=135,
s'=5+410(1 + 3) = 45. b est multiple de 45.
EEX] Un entier est toujours congru a la somme de ses chiffres
modulo 9 (car les puissances de 10 sont congrues a 1 modulo 9).
La différence de deux entiers ayant les mémes chiffres est donc
congrue a 0 modulo 9.
En FAUX. Contre-exemple:a=3,b=6,m=3.
En VRAI Un entier N s’écrit T00A + 10d + u (ou d et u sont les
chiffres des dizaines et des unités). Comme 100 est congru a 0
modulo 25, N est congru a 10d + u modulo 25.
Eﬂ FAUX. Soit N = 9...9 ou le nombre de chiffres 9 est égal
alrt111r 11111,
Lasomme des chiffresests=9x11111111111=99999 999 999.
La somme des chiffres de sests'=11x9=99 et la somme des
chiffres de s’ est 18 £ 9.
133 QYT d'aprés le critére usuel de divisibilité par 9.

En Sin+ 3 divise n2+ 1 alors n+ 3 divise :
(n2+1-(n-3)(n+3)=10.
Réciproquement, si n + 3 divise 10, alors n + 3 divise
10+ (n-3)(n+3)=n2+ 1. Les entiers n solutions sont donc les

entiers n tels que n+ 3 divise 10:-2,-1,2,7,-4,-5,-8,-13.
fEH En raisonnant modulo 5, on constate que pour toute
valeur de n, au moins I'un des six entiers est multiple de 5. Pour
qu'ils soient tous premiers, I'entier multiple de 5 doit donc étre
égal a 5. Cet entier ne peut étrequen+1oun+3.n=4estla
seule solution.

EE 49 et 335 sont congrus a 10 modulo 13. Donc pour tout
entier naturel n, I'entier 727 - 335" est congru a 0 modulo 13.

nmod 6 0 1 2 3 4 5 nmod 5 0 1 2 3 4

8n+1mod6 3 3 g(n) mod 5 2 0 2

13n+1mod 6 2 3 4 0 138] - - -
Entrée : N entier naturel non nul, p nombre premier

n mod 6 0 2 3 4 Traitement : Affecter la valeur 0 a A

Nmod 6 0 o 0 o 0 o Tant que p divise N :

Affecter lavaleur A+ 1aA
Affecter lavaleur N a N
Sortie : A p

Entrée : N entier naturel
Traitement :
Tant que N > 10:
Affectera N-21a N
Sortie : N

m 73=1(9).Sin=3q,leresteest 1.Sin=3qg+ 1, le reste est
7.Sin=3q + 2, le reste est celui de 72 c'est-a-dire 4.

Comme 2014 =7(9) et 2012 = 2(3), le reste de la division
euclidienne de 2 0142092 par 7 est 4.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 140 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.

Correctif: Il se peut qu'il manque le mot « petit » dans I'énoncé de
I'exercice EEZ] de certains manuels: « n est le plus petit entier positif
ayant...».

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Le nombre de zeros de n!

On étudie ici quelques algorithmes pour la découverte du
nombre de 0 terminant l'écriture décimale de n! : c’est I'occasion
de faire travailler les notions de diviseurs et de facteurs premiers
d’un entier et de manipuler des grands nombres en arithmétique.
Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

01_TSspe_TP1.xws et 01_TSspe_correctionTP1.xws (Xcas).
A. Découvrir la notation factorielle
1.21=2;31=6;4!=24;10! =3 628 800.

B. Le nombre de zéros de n!

1.0n ouvre I'éditeur de programme par le raccourci Alt + P
ou parle menu Prg Nouveau programme .

nbZero(n) :={
local compteur,q;

tantque g==floor(q) faire
ompteur:=compteur+l;

q9:=q
ftantque;

q/10;

retourne compteur;}:;

Chapitre 1 Divisibilité et nombres premiers — Tem S specialite 195



2. Second programme :

nbZ (n) :={
local c,p;

tantque irem(n,p)==0 faire

ftantque;
retourne c-1 b::

3. Apres quelques essais, on peut aboutir a la conjecture
suivante : il semble que le nombre de 0 dans n! soit I'exposant
du facteur 5 dans la décomposition de n! en facteurs premiers.
Pour faciliter les observations, on pourra ouvrir une feuille de
tableur (raccourci Alt + T ), remplir la colonne A par les
premiers entiers naturels, la colonne B par la décomposition
en facteurs premiers de la factorielle de I'entier (instruction

[=factoriser_entier((AO)!)]) puis la colonne C par le nombre

de zéros de la factorielle de I'entier (instruction| =nbZ((A0)!) |).

C. Vers une étude théorique
1. Fonction déterminant I'exposant du facteur 5 :

nbCing(n) :={

local compteur, gq;
compteur:=0;
g:=n/5;

tantque g=—floor(g) faire
compteur+=1;

q/=3;

ftantque;

retourne compteur;

b

2. Avec l'intruction (séquence pour les valeurs de n =1 a
n =100) :[seq(aninq(n!)-anero(n!),n,1,100)] on obtient
I'affichage d’une séquence de 0.

3.Dansle produit 1x2x3x...xn,siunfacteur5kx a, XAyX...Xd,
intervient, alors le facteur 2K x a; x a, X ... X ap, apparait aussi
(puisque c’est un entier plus petit) et cette correspondance est
clairement injective.

4. Résulte immédiatement de la question précédente.

D. Un autre algorithme
2. Le nombre de multiples non nuls de m inférieurs a a est
a

égal a la partie entiére de ™ puisque 0 < mj < g équivaut a

0o<j=< mdonca0</sE(m).

3. L'algorithme calcule la somme E(%) + E(s%) ot E(sik) ou

_n_

kesttel que E(Sk+1

) =0 (c'est-a-dire n < 5k*1), Cette somme est

égale a: nombre de multiples de 5 inférieurs a n + nombre de
multiples de 25 inférieursan + ...

On compte ainsi les multiples de 25 deux fois, les multiples
de 125 trois fois.... et chaque facteur 5 dans la décomposition
en facteurs premiers de I'entier n! est donc compté une fois
exactement.

4.a.(n+ 1N)!=nlx(n+1).La décomposition de (n + 1)! contient
donc au moins autant de facteurs 2 et de facteurs 5 que la
décomposition de n! donc up,,; est supérieur ou égal a up,.
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b. On peut par exemple utiliser la fonction suivante :

£(z) :={
local k,s,3;

8:=0;9:=0;

tantque s!=z faire
s:=s+nbCinqg(j);
fpour;

return j}:;

f(1000) renvoie 4 005 : les entiers n, tels que n! se termine par
1000 zéros, sont donc les entiers 4 005, 4 006, 4 007, 4 008, 4 009.

TP 2 Table de multiplication modulo 7

On résout dans ce TP quelques équations sur les congruences.

La lecture d’une table de multiplication modulo un entier est la
clef de ces résolutions.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

01_TSspe_TP2.xlIsx (Excel 2007),

01_TSspe_TP2.xls (Excel 2003) et

01_TSspe_TP2.ods (OpenOffice).

A. Construction et utilisation d’une table

2, La formule qui convient :

c.[moD(sA2'Bs17)

4. En regardant la ligne du 2 dans la feuille du tableur (c’est-
a-dire la ligne 4 sur la copie d’écran de I'énoncé), on constate
que 2x = 5(7)équivaut a x = 6(7).

5.Lalignedu 3 donne:3x=x(7) ©x=0(7).

6. La diagonale donne: x2=1(7) & x=1(7) oux=6(7).
7.5n+3=0(7) & 5n=4(7).
Lalignedu5donne:5n+3=0(7) ©n=4(7).

B. Une autre table

3x = 1(26) < x = 9(26). Et x2 = 5(26) n’a aucune solution.

TP 3 Alignement de restes

Des conjectures a I'aide d’un graphique obtenu sur tableur
permettent ici d'exprimer quotient et reste dans la division d’un
polynéme A par un polynéme B. Lobservation d’un « début » de
graphe « irrégulier » permet de revenir sur la condition 0 <r < b
définissant un reste.

Fichiers associés sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

01_TSspe_TP3.xlsx (Excel 2007),

01_TSspe_TP3.xls (Excel 2003) et

01_TSspe_TP3.ods (OpenOffice).

A. Un premier cas
1. Les formules de la feuille de calcul :

A B C D E

1 Entiers A(n) B(n) q(n) r{n)

20 =A2°2+5°A2-T =A2+3 =ENT(B2/C2) =B2-C2°D2

3 =A2+1 =A3"2+5°A3-T =A3+3 =ENT(B3/C3) =B3-C3°D3

4 =A3+1 =A4°2+5°A4-T =A4+3 =ENT(B4/C4) =B4-C4°D4

5 =Ad4+1 =A5"2+5°A5-7 =A5+3 =ENT(BS/C5) =B5-C5°D5

6 =AS5+1 =AB"2+5'A6-T =A6+3 =ENT(B6/CG) =B6-C6'D6

7 =AB+1 =AT"2+5°A7-7 =AT+3 =ENT(B7/C7) =B7-C7"D7

8 =A7+1 =AB"2+5'AB-T =AB+3 =ENT(B8/CE) =B8-CB*D8

9 =AB+1 =A9°2+5°A8-7 =A9+3 =ENT(BS/C8) =B9-C*'D9

10 =A9+1 =A10"2+5"A10-7 =A10+3 =ENT(B10/C10) =B10-C10°D10|
11 =A10+1 =A11"2+5"A11-7 =A11+3 =ENT(B11/C11) =B11-C11*D11




2.0n sélectionne la colonne A puis la colonne D en maintenant

latouche Ctrl enfoncée. Avec OpenOffice, on clique surl'icbne
Diagramme et on choisit XY-dispersion pour la représentation.

3. et 4. Les points obtenus semblent alignés pour n = 10.

On conjecture puis on démontre que, pourn = 10:

gn)=n+1etr(n)=n-10.

B.Un second cas

On conjecture cette fois que les points (n; g(n)) se situent sur
la parabole d’équation y =x2 + 3x + 1 et que les points (n; r(n))
se trouvent sur la droite d'équation y = x + 3.

On vérifie alors facilement que g(n) =n2+3n+1etr(n)=n+3
pour tout entier naturel n.

CAP VERS LE BAC

Sujet A

Correctif: il faut lire « on se propose de déterminer les couples
(n; m) d’entiers... » et non (m; n).

1. Pour m =1, 2, 3, 4 respectivement, I'équation s'écrit 7" =7,
7"=13,7"=25,7"=49. Deux solutions : (1; 1), (2; 4).
2.a.Pourm>4,ona2m™=0(32).

b.74=1(32)d'ou 7" = 1(32) pourn = 0(4), 7" = 7(32) pour
n=1(4),7"=17(32) pourn=2(4),7"=23(32) pourn =3(4).
c. Si (n; m) vérifie (F) alors n = 0(4) d'aprés la question
précédente. Or 74 = 1(5), donc 7" = 1 (5).
d.Sionavait7"-3x2m=1avecm > 4,onaurait 7"-1=3x2m
et 3 X 2™ serait multiple de 5.

3. L'ensemble se réduit aux couples déterminés a la question 1.

Sujet B

1.
amod 3 0 1 2
a?mod 3 0 1 1

x2 + y2 n'est donc pas multiple de 3 lorsque x et y ne sont pas
tous deux congrus a 0 modulo 3.

2. Vrai, I'entier s'écritk(2x3x ... x(k=1) X (k+ 1) X...xn+1),
produit de deux entiers strictement supérieurs a 1.
3.113=1(7)d'ou 11670x3+1=11(7) et 11 = 4(7).

4, Faux, contre-exemple:n=9.

5.Vrai.L'équation s'écrit (9x - y)(9x + y) = 17. x ety étant positifs,
pour une solution (x;y) :0 <9x -y <9x+y.D'ou9x-y=1et
9x +y =17 et 'unique solution (x; y) = (1; 8).

Sujet C

1.u(1)=31,u(2)=331,u(3)=3331.
2.a.3u(0)=3=10-7.Etsi3u,=10"*1-7

alors 3u,,; = 30U, + 63 =10 10"+1 - 70 + 63.

b. 107+ -7 s'écrit 99...93 avec n chiffres 9 et u(n) s'écrit 33...31
avec n chiffres 3.

3. On vérifie qu’aucun des entiers entre 2 et 18 = | V331 | n’est
diviseur de 331.

4. u(n) se termine par 1 donc n’est divisible ni par 2, ni par 5. La
somme des chiffres est congrue a 1 modulo 3, donc u(n) n'est
pas multiple de 3.

5. a. Il suffit de remarquer que -7 =4(11) et 10 =-1(11).

b. Sion avait u, = 0(11), alors on aurait 3u, = 0(11), ce qui est
faux d'apres la question précédente.

6.a. Le reste est 4.

D'ou (1044 =44(17) et 4* =16 x 16 = (-1)(-1) (mod 17).
b.3uqgc,5=10"%+9-7=10°-7=0(17).

Sujet D

A. Voir cours.
B. 1. Il suffit de remarquer que 11 = 1(5) et 7 =2(5).
2.

xmod 5 0 1 2 3 4
x2mod 5 0 1 4 4 1
ymod5 0 1 2 3

2y2mod 5 0 2 3 3 2

3. Les restes sont lus dans les tableaux précédents.

4. D'apreés les tableaux précédents et la question 1, si (x; y) est
solution, alors x et y sont congrus a 0 modulo 5.
5.Sixetysont multiples de 5, alors x=5a ety = 5b et I'équation
(F) implique 11 x5a2 -7 x 5b2 = 1, le membre de gauche vaut
0 mod 5 et le membre de droite vaut 1.

(F) n’a donc aucune solution.

Sujel E

A.2.629 =17 x 37.

B. 1. P, a pour équation z = 5. Les points de P, vérifiant xy = 5
sont les points de coordonnées (1;5;5),(5;1;5),(-1;-5;5),
(=5;-1;5).

2.(n2-2n+2)(n2+2n+2)=n*+4.

3. On montre que les deux facteurs sont strictement plus
grands que 1 pourn > 1.

4. 8 points avec (x; ¥) =(1;n2+4)ou (n2+4; 1) et les
«opposés», (N2-=2n+2;n2+2n+2),(n2+2n+2;n?-2n+2)
et les « opposés ».

5. Avec la décomposition donnée en A. 2. et la question B. 4,
on a les huits points qui répondent a la question.

POUR ALLER PLUS LOIN

159K R p* divise a et b donc divise a + b. Et p®*! ne divise pas
a+ b, sinonil diviserait (a+ b)-b=a.

2. La réciproque est fausse. Aveca=b=3x7,p=3,0na
a=B=1eta+b=2x3x7 I'exposant dans la somme est

égalaa.
160 K N
nmod 8 0 1 2 3 4 5 6 7
n?mod 8 0 1 4 1 0 1 4 1

2. Si I'on ajoute trois carrés, la somme peut étre congrue
modulo8a0,3,4,2,1,5,6 (faire un arbre).
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I3 1.2et5 puisqu’un rep-unit ne se termine jamais par un
chiffre pair ou par 5.

2.N3=3%37,N;=11x101 et Ns =41 x 271.

3. a. Un rep-unit a pour chiffre des unités 1, donc est congru
a 1 modulo 10.

On conclut avec le tableau suivant :

nmod 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8|9
mmod10 | 0 |1 | 4|9 |6 |[5|6|9]|4]1

b.Sin=1+ 10k alors n2=1+ 20k(1 + 5k) et sin=9 + 10k
alorsn?2=1+20(4 + 9% + 5k?).

c. N, n'est pas un carré. Et pour k = 3, on peut écrire N sous
la forme 11 + 100 x Ny _, = 11(20). Un rep-unit n'est jamais
congru a 1 modulo 20.

I 2.Aest congrua-1modulo p;pourientre 1 etn.Lesfacteurs
premiers de A sont donc a chercher dans les p;avecj=n + 1.
Notons p; I'un des facteurs premiers de A. On a p; < A, C'est-a-
dire p; < py p,... p,~ 1 etafortiorip, .1 < p; < pyp... Py

E 1. c=g(0) doit étre premier.

2. g (kc) = c(ak?c + bk + 1) nombre composé puisque ¢ > 1 et
ak?c+kb+1>1pourk=0.

I 1. Correctif: il se peut qu’il manque une précision dans
I'énoncé:r+ 1 estle nombre de chiffres de I'écriture décimale de d.
OnaA+d-B=B+(d-B)(modd)doncA+d-Best multi-ple
de d et d - B s'écrivant avec au plus r + 1 chiffres, le nombre
A +d - Bs'écrit sous la forme 10a,4,_;...d,.

2. d divise a,d,4...0010 et a,a,...a,01, donc divise leur
différence qui vaut 9.

3. Un tel critere vérifierait la propriété de symétrie précédente.
d serait donc nécessairement égal a 3 ou 9. Et on vérifie que ces
deux entiers ne satisfont pas cette propriété.

3 Correctif: il faut lire F, = 22" + 1 et non pas F, = 22" + 1.
1(F,- )= () =225 =2 =, 1.

2.F, = (=12 +1=2(F).

3. Si d est un diviseur commun de F, et de F, ., d divise les
combinaisons linéaires de ces deux nombres, donc divise 2.
Doncdest égal a 1 ou a 2. Et d ne peut pas étre égal a 2 car les
nombres de Fermat sont impairs.

4, Pour tout entier naturel n, la décomposition de F, fait
intervenir un nombre premier qui n’est pas encore apparu
dans les décompositions des nombres de Fermat précédents.
m 1. 2 et 3. Les autres nombres premiers ne peuvent pas
étre congrus modulo 6 a 0 ou 2 ou 3 ou 4, donc sont congrus
aloubs.

2.a.0naA=-1(p) pour i< f. Donc les nombres p, avec
i < fne divisent pas A.

b. p;p, =6 donc pip, ... pr=0(6) et A = -1 (6). Si tous les
facteurs premiers de A étaient égaux a 1 modulo 6, leur produit,
c'est-a-dire A, serait congru a 1 modulo 6.

c. Supposons qu'il n‘existe qu’un nombre fini f de nombres
premiers de laforme 6n+ 5.Le nombre A=p,p, ... ps—1 n'aurait
alors pas de facteur premier congru a -1 modulo 6, ce qui
contredit ce qui précéde.

10
32 on noteS=3 jxa -
j=2

10
1.Y jxay;=182=6(11).K=5.
j=2
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2.Soitrlerestede Y jxayy; par 11.K=11-rsirnon nul et
j=2

K=0sirestnul. 10

3. Avec une erreur sur la clef, la contrainte K+ Zj X = 0(11)
j=2
n’est plus satisfaite. Une erreur sur la clef se détecte donc.

Si un chiffre a;, _; est remplacé par un chiffre b, la somme
10 10

Y jxay_; estremplacée par ib - iay, _i+ Y, j X ay1_j.

j=2 j=2

La différence entre ces sommes est ib — ia;; _;=i(b - ay; _)).
Le produit de i (entier entre 2 et 10) et de b — a,; _; (entier non
nul entre -9 et 9) ne vaut jamais 0 modulo 11. Avec un seul
changement sur les nombres a, la clef ne conviendra donc plus.
4.Sil'on permute a;; _;etaj; _ 1y la différence entre la somme
initiale S et la nouvelle somme S’ est :

(i+May _j+iay ey —iay = (1 +i) ay _ ey
c'est-a-dire a;y _; — dq1 _;+ 1) €t la somme est donc modifiée
modulo 11 (sauf si les deux chiffres sont égaux, mais ceci ne
change pas le code ISBN).

I 2.105=27(97), donc A=27H +L(97).

3.

n 112|13|4|5[|6[7(8|9]|10]|11(12
10"mod 97 | 10| 3 [30| 9 [90(27|76|81|34(49| 5 |50

4. Si K est modifiée, K n’est plus égale a 97 - r et I'erreur est
détectée. Si un chiffre a est changé en b dans L, la différence
entre les identifiants A et A’ est congrue a une différence
(a - b) x 10¥modulo 97. Or, 97 étant premier, cette différence
(a - b) x 10% ne peut valoir 0 modulo 97. On raisonne de méme
pour le dernier cas.

I 1. r=85K=12.

100A = 16 945 004 000 458 155 381 100 = 10"2a + 10b + c ou
a=16945004000,b=458155,c=381100. Comme 100 = 3(97),
ona10'2=102x6=3%(97), soit 10'2=50(97) et 106 =27(97).
Ainsi T00A = 50a + 27b + c. Les nombres obtenus peuvent
maintenant étre réduits modulo 97 avec les modeles les plus
communs des calculatrices.

2.

n 1 2 3 4 5 6 7
10"mod 97 | 10 3 30 9 90 27 76

n 8 9 10 1 12
10"mod 97 | 81 34 49 5 50

n 13 14 | 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20
10"mod97 | 15 | 53 | 45 | 62 | 38 [ 89 | 17 | 73

3. Si l'erreur est dans la clef, le calcul de la clef la détecte.
20

Dans les autres cas : écrivons A = Zaj x10/. Si l'erreur est
j=0

sur le chiffre a; changé en b alors A est changé en A’ avec

A-A’=10/(a;- b). Et 100A - 100A’= 3 x 10/((a; - b) et cet entier

n'est pas 0 modulo 97 : I'erreur est détectée.

4. On procéde comme ci-dessus en constatant que A - A’ ne

peut étre congru a 0 modulo 97.



Prompt N, K
:Disp PartEnt(N/
K)=partEnt ((N-1)
7Kl

"N"O’N. IIK!D-’)_,K
;n’tg (N=K>=Inta C((N-1

g,,(k):1 sikdivisen,gn( k) =0si knedivise pasn.Sin=kq +r
1

alors 21 % q+? et k —q+T Les deux parties entieres

sont égales a g pour r non nul. La premiére est égale a g et la

secondeag-1sir=0.

2.
tPromrt N 'N""*Nd
HE g
tFor (K, 1, M2 or 12K
SHpartEnt (NK) — S+1nt9 (N K) Ints <((N
PartEnt C(N-1)-K> =1)+K
?End tslexw
t0ise S ¢

d, est le nombre de diviseurs de n.

3. a. On modifie la derniére ligne du programme précédent :

-DZSP H*PartEnt( NxInte (1+(-1+5))W
145

17¢
b.u,=0 Iorsque n n'est pas premier, u, = n sinon.

Promet N “"H"?3Ne

B 9+S¢

EoknCpartEnt (hy cor 17K To Ne
K3-PartEnt C(H-1) S}Kxil"“ e Lo
K335

End Nexte

iDisp S Se

L'affichage est la somme des diviseurs de I'entier n.

1710 R Algorithme:

Entrée : N entier naturel
Traitement : Affecter a A la valeur 0
Tant que 23 divise N :

Affecter A+1a A

.Affecter % aN
Sortie : N

PROGRAM: EXY0Q "N": 7aNa

ESSSMPL N B+Re .

iDhile PartEntCN Ehlle Ints (N:23)=N=3
723)=N-23 A+13A«

tA+13A N+23+He

tN-23+N WhileEnde

tEnd a

tDisF A

2. Le programme précédent ne peut étre utilisé tel quel car
2 013! dépasse les capacités de la calculatrice. On peut, par

exemple, traiter un a un les entiers de 2a 2 013.

B2Ae
For 2+J To 2013«
JaNe

1@+A
'SOE(J 22,2813
l.ilhxle Inta (N+23)=N+2

th1 le rFartEnt. (N
N-23

(AN Ao23oN Ntisfe,

‘End WhileEnde
ftEnd Nexte
iDizr A Ae

3. Les facteurs 23 qui apparaissent sont donnés par les multiples
de 23:cesontles nombres 23kavec 23k <2013, soit 1 < k< 87.
Certains de ces multiples font intervenir deux facteurs 23 : les
nombres 23 x 23k pour k =1, 2, 3. On obtient donc 90 facteurs
23 dans la décomposition de 2 013!

m Algorithme:

Entrée : un naturel A, un naturel N = 1

et un naturel M = 2.

Traitement :

Affecter a R le reste de la division

de A par M

Affecter a B la valeur R

Pouriallantde2a N:
Affecter a B la valeur de B x R
Affecter a B le reste de la division
de B par M

Fin Pour

Sortie : Afficher B

TEXAS CASsIO

Promet A, H.ME
;HEN*PEPLEﬂL( AM
N

"H, M, MY PR T TN
A-MxInta (A<M)+Re

R+Be

For 2+J To Ne
BxR2E«

B-MxInta (B<MI2Bd
Hexta

TEXAS CAsIO

tPrompt N.B "N":?4N: "B": ?3Be

xuhlle NéB While N=0d

-PartSn&(N/B)*O Int.s (N*B)-#Qd
N-Bx0+R

tDisp R R

12N :

tEnd lehl leEndtJ

2. Le programme affiche les chiffres de N. La premiére valeur
de R est en effet le reste dans la division par 10 de I'entier N,
c'est-a-dire son chiffre des unités. On « tronque » ensuite ce
chiffre des unités et on recommence.

3.SiNest non nul, I'écriture N =BQ + R permet d'affirmer Q <N.
La suite des quotients est une suite strictement décroissante
d’entiers naturels. 0 est donc atteint, sinon on a une infinité
d’entiers entre 0 et N.

4. 0On suppose que B=2 et N < 103,

a. 103 <210,
b.N=2Q; +R, =

de suite.
12=23+22et 901

& 1.
TEXAS CASIO

2(2Q, + Ry) + Ry =22Q, + 2R, + R, ... et ainsi

=2942842742241.

.EEDTPtNﬁlB aﬂ.'?+N¢* e

: ile
:par{tgntfuxmyag Inta (N-IBHQ«:J
otk ke
;E;Si Q-}Hm While N@a
tpartEnt (N 18090 s B ekt
F4HRHSISI 3N i

:End Whi1eEnde

E;g S+Ne

EDice N Hh;leEnd«J
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2.Lenombre S=ay+ 10X (a; +a, + ... + a,) estremplacé par le
nombre S=ay+4x(a; +a, + ...+ ay) quilui est strictement plus
petit tant que (a; + a, + ... + ai) est non nul, c'est-a-dire tant
que N est supérieur a 10. L'algorithme s’arréte donc (principe
de descente infinie).
3. On vérifie (récurrence) que 10" = 4(6) pourn = 1, Sest donc
congru a N modulo 6 a toute étape. Le résultat affiché est donc
multiple de 6 si, et seulement si, N I'est.
EA 1.M,=1,My=3,M;=7 et M, = 15.
2.a"-1=(@-1)(1+a+a?+...+a"").Sia"- 1 est premier,
alorsa-1=1eta=2.
3.Sin=dkalors 2" — 1 =29 — 1 = (29 - 1, ce qui s'écrit sous
laforme (29— 1)(1 + 29+ 220 + ., + 22dk-1) donc My divise M,,.
4. Conséquence de la question précédente.
5. Contraposée : « Pour tout entier n = 2, si M, est premier alors
n est premier ».
Réciproque : « Pour tout entier n = 2, si M, est composé alors n
est composé ». Cette réciproque est fausse car M, est composé.
6.a=bg+r.
20-1=20a%x2—1=(204-1)2r+2" -1

=226 - 1)(1+20+226 4, +2@-1b) 4 Dr— 1,
(E3 1.Forme4n-1:3;7;11;19;23.
Forme4n+1:5;13;17;29;37.
2. Sip est premier distinct de 2, alors p est de laforme 4n -1 ou
de la forme 4n + 1. En effet, tout entier est de 'une des formes
4nou4n+1oudn+2ou4n-1etlesformes4net4n+2sont
des nombres composés pour n > 1. Comme il y a une infinité
de nombres premiers, I'une des deux formes au moins est prise
par une infinité de nombres premiers.
3.a. AestimpairetA=4x3x7x11x19%x23x27-1=658811.
b. A= -1(g) et A impair : les facteurs premiers de A sont donc
de la forme 4n + 1 et A, produit de nombres premiers congrus
a 1 modulo 4, vérifie A= 1(4).
c. La formule définissant A montre que A = -1(4) d'olu une
contradiction.

200

~ Prises d'iniliatives

m 200 et 320 sont des contre-exemples.

B4 ns-n=nh-1)n+1Nn2+1).

On vérifie qu'il y a toujours I'un des facteurs pairs et un autre
multiple de 5.

EZ] Un entier peut étre de trois « types » : 0, 1 ou 2 modulo 3.
Si, parmi les 5 entiers choisis, on a (modulo 3) un 0, un 1 etun
2, leur somme est multiple de 3.

Sinon, seuls deux des types sont présents.

Mais, alors, I'un des deux types est présent au moins 3 fois et la
somme de ces trois-la est multiple de 3.

I si (x; y) solution alors x2 = 5 (7) et ceci n’est pas possible
(disjonction des cas).

2 Un calcul sur les premiers entiers mene a la conjecture
d’une suite périodique :5,3,1,7,5,3,1,7,5, 3... On vérifie
aisément que f(n +4) =2 014(n+ 4) + 2015 = n (8), ce qui
permet de justifier la périodicité.

A sivn = % alors nb? = a2 Les facteurs de la décomposition
du membre de droite apparaissent tous avec un exposant pair,
donc a gauche aussi par unicité.

Comme ils apparaissent avec un exposant pair dans b2, ils
apparaissent nécessairement avec un exposant pair dans n.
Mais, alors, n est un carré d’entier.

EE Si av2 + b3 = cv2 +d+3,alors (a— W2 = (d-b)1V3 et
2(a-c)?=3(d - b)2 Supposons a - cet d- b non nuls. Le facteur
premier 2 apparait alors avec un exposant impair dans I'entier
2(a - ¢)? et un exposant pair dans I'entier 3(d - b)2.

m Soit n un entier dont I'écriture décimale est de longueur
m. Les entiers compris entre 9 876 543 210 x 10k + 1 et
9 876 543 210 x 10k + n avec k = m s’écrivent en utilisant
tous les chiffres. Comme ce sont n entiers consécutifs, I'un est
multiple de n. En changeant k, les entiers sont modifiés... Il y
a bien une infinité de multiples de n satisfaisant la contrainte.



CHAPITRE

gecnirement

QLe programme

Exemples de probléemes Contenus

Problémes de chiffrement (chiffrement affine, chiffrement de | « PGCD de deux entiers.

Vigenere, chiffrement de Hill). « Entiers premiers entre eux.
« Théoreme de Bézout

Sensibilisation au systéme cryptographique RSA. « Théoreme de Gauss

G Nolre point de vue

Lanotion de PGCD de deux entiers est essentielle dans ce chapitre. On découvre des algorithmes de calcul du PGCD de
deux entiers et notamment I'algorithme d’Euclide lors des problémes 2, 3 et 4. Cette notion va permettre de présenter
deux grands théorémes de l'arithmétique, le théoréme de Bézout et le théoréme de Gauss a I'aide de la notion de
nombres premiers entre eux.

La résolution d’équations diophantiennes va permettre de chiffrer et de déchiffrer des messages codés a I'aide d’'un
chiffrement affine comme dans le probléme 5, d’un chiffrement a clé publique abordé dans le probléme 6 ou du
chiffrement de Vigenére présenté dans le probleme 7.

Le chiffrement de Hill n’est pas abordé dans ce chapitre car il est nécessaire de connaitre le calcul matriciel, notion
vue dans le chapitre suivant.

On introduit ensuite le PPCM de deux entiers dans les problémes 8 et 9. On aborde le petit théoréme de Fermat dans
le probléeme 10. Le probléme 11 propose une démonstration du petit théoréme de Fermat pour la valeur particuliére
31 et aborde le chiffrement par exponentiation.

Le TP3 ainsi que quelques exercices de la rubrique « Pour aller plus loin » reprennent ces différentes situations de
chiffrement.

Les savoir-faire sont des applications directes du cours qui doivent aider les éléves dans la résolution des exercices
simples et classiques de l'arithmétique proposés dans la rubrique « Pour démarrer » et dans la rubrique « Pour
s’entrainer ». Des exercices plus variés sont proposés dans la rubrique « Pour s’entrainer » : des exercices de logique,
de programmation ou d’utilisation de TICE, des restitutions organisées de connaissances.

Les exercices de « Cap vers le bac» sont des exercices ou parties d’exercices d’épreuves récentes de baccalauréat.

Les notions abordées dans le chapitre 2

1. Plus grand diviseur commun de deux entiers
2. Entiers premiers entre eux
3. PPCM et petit théoréme de Fermat

(9 Avant de commencer

Voir livre page 140 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.
Correctif : @ Réponses Bet C.
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Problemes

Probleme 1 Un panneau publicitaire

Dans ce probleme, on aborde la notion de plus grand diviseur
commun de deux entiers d travers un probléme concret.

Partie A

Le nombre de carrés nécessaires pour recouvrir le panneau
étant un nombre entier, la longueur d du coté du carré doit
diviser la longueur et la largeur du panneau.

Partie B

1.450=2x32x52et 180 =5x22x 32,

D(450)={1;2;3;5;6;9;10;15;18;25;30;
45,;50;75;90;150; 225 ; 450}.

D(180)={1;2;3;4;5;6;9;10;12;15;18;

20;30;36;60;90; 180}

2.D(180) N D(450)={1;2;3;5;6,;9;10;15;18;30;90}.

3.d=PGCD(180; 450) = 90.

4.PGCD(180;450)=2x32X5.

Probleme 2 Algorithme des différences

Dans ce probléme, on découvre certaine propriétés du plus grand
diviseur commun de deux entiers, propriétés qui vont permettre
la mise en ceuvre d’un algorithme de calcul du PGCD.

Partie A

1.D(110)={-110;-55;-22;-11;-10;-5;-2;
-1;1;2;5;10;11;22;55;110}.

D(66)={-66;-33;-22;-11;-6;-3;-2;-1;

1;2;3:6:11;22;33,;66}.

2.a.PGCD(110;66) = 22.

b.PGCD(-110; 66) = 22.

¢.PGCD(-66;110) = 22.

d. Correctif : il faut lire PGCD(-110; —66)

et non pas PGCD(-110; 66).

PGCD(-110;-66) = 22.

Partie B

1.Comme d divise a et b, il divise aussi la combinaison linéaire
a-b.

2. Comme d’ divise a - b et b, il divise aussi la combinaison
linéairea-b+b=a.

3. Les diviseurs de a et b sont les mémes que les diviseurs de
a-betdeb.D(a) N D(b) et D(a-b) N D(b) ontle méme plus
grand élément donc PGCD (a - b; b) = PGCD (a ; b).

4. d divise x et y et divise 3x - 4y = b et divise 2x -3y =a.
ddivise a et b donc ddivise x et y.

DoncD(a) N D(b) =D (x) N D(y) et PGCD (a; b) = PGCD(x ; y).

Partie C

1. On effectue des différences successives et d’apreés la pro-
priété précédente, on obtient le PGCD de a et de b.

2. Programmes sur calculatrice :
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FROGRAM:DIF
tPromrt. A B
thile A#EB

: ! While AzBe
naxCR BIIL | Max({R.B})Ce
IC-B3A Mint{A,B})+Be
‘End C-B+AilihileEnds
:0isF A A

FF
|IH=II?+H: IIB:II?*BQ

Probleme 3 Algorithme d'Euclide

On découvre ou on redécouvre I'algorithme d’Euclide pour déter-

miner le PGCD de deux entiers a I'aide de divisions euclidiennes

successives.

1.a.a=0bq +r. Soit d un diviseur commun de a et de b alors d

divise la combinaison linéaire a - bq donc d divise r.

b. Soit d’ un diviseur commun de b et r alors d’ divise la com-

binaison linéaire bqg + r donc d’ divise a.

¢.D(a;b)CD(b;retD(b;r)CD(a;b)doncD(a;b)=D(b;r).

D'ou les deux ensembles D(a ; b) et D(b ; r) ont le méme plus

grand élément: PGCD (a; b) =PGCD(b; ).

2.PGCD(260;91)=PGCD(91;78) =PGCD(78; 13)
=PGCD(13;0)=13.

3.a.PGCD(123;95)=1.

b.PGCD(715;55) =55.

¢.PGCD (616 ;52) = 4.

Probleme 4 Pavage d'un rectangle

Ce probléme va permettre de visualiser géométriquement la mise
en ceuvre de 'algorithme d’Euclide. On fera appel a I'utilisation
du tableur pour déterminer le PGCD de deux entiers.
Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le ma-
nuel numérique premium :
02_TSspe_probleme4.xlsx (Excel 2007),
02_TSspe_probleme4.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_probleme4.ods (OpenOffice).
1.a.adivise 15 et a divise 21 donc a divise 21 - 15 = 6.
Donc a divise les dimensions de R;.
b. a divise 6 et 15 donc a divise 15 - 2 x 6 = 3 et a divise les
dimensions de R,.
c. 3 est la dimension maximale a des carrés. Comme a divise
21 et 15, alors ces carrés conviennent.

d.6=2%x3+0.
2.21=2x10+1
10=1%x10+0

donc le pavage se fera avec des carrés de coté 1.
3.a2.210=188x1+22
188=22x8+12

22=12x1+10
12=10x1+2
10=2%x5+0

donc 2 est le c6té des carrés qui conviennent pour le pavage.



b. Voir les fichiers.
4. Voir les fichiers.

Probleme 5 Chiffrement affine

A travers un probléme de chiffrement affine, on découvre la no-
tion de nombres premiers entre eux.
On utilise dans la partie B un tableur et les fonctions CODE et
CAR qui permettent de chiffrer et de déchiffrer les messages plus
efficacement.
Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le ma-
nuel numérique premium :

02_TSspe_probleme5.xlsx (Excel 2007),

02_TSspe_probleme5.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_probleme5.ods (OpenOffice).
Partie A
1. KHNKYC.
2. a.0n associe 12 a M et on obtient I'équation:

15x +8 =12 (26).

Il existe y entier tel que 15x - 26y =12 -8 =4.
15x -4

26
Pour x allant de 0 a 26, on cherche dans la table quelle est la

valeur de x pour laquelle y est une valeur entiére.

On trouve x = 2, soit la lettre C.

c. CODAGE.

Partie B

1. On écrit le texte a coder sur la premiére ligne du tableur.

2. En A2, on entre la formule qui permet de
transformer la lettre en nombre en fournissant le code ASCII
de la lettre écrite.

3. En A3, on entre la formule : on retrouve ainsi un
entier compris entre 0 et 25.

4. En A4, on entre la formule [=MOD(15*A3+8;26) ] qui
donne le reste de la division euclidienne de 15x + 8 par 26, ou
x est I'entier de la cellule A3.

5. En A5, on entre la formule qui permet de
transformer un nombre en une lettre, par l'intermédiaire du
code ASCII.

On recopie ensuite ces formules vers la droite.

Partie C

1. Les nombres de la ligne 5 sont tous impairs.

2. |l existe g entier tel que 2x+ 7 =z+26q, d’'ou 2x-26g=z-7.
3.z2=2X(x-13g+ 3) + 1 donc z est impair.

4. Lorsque a =2 et b = 8, alors les nombres de la ligne 5 sont
tous pairs.

Lorsque a = 13 et b = 8, alors les nombres de la ligne 5 sont
8ou21.

b. Correctif : il faut lire y =

etnonpasy= %

Probleme 6 Chiffrement & clé publique

Il s‘agit d'une version simplifiée d’un chiffrement asymétrique
appelé aussi chiffrement a clé publique. Dans la question 2, on
aborde la relation de Bézout.

Correctif : il faut lire e = cM + a et non pas e = CM + a.

l.ef-1=(cM+a) (dM+b)-1

=M(cdM + ad + bc) + ab - 1 = M(cdM + ad + bc + 1)
et ef -1 est divisible par M.
nestdoncun entieretn=cdM+ad + bc+ 1.
Comme g, b, c et d sont supérieurs ou égaux a 3 et M a 8, alors
n=3x3x8+9+9+1=25
2. Soit d = PGCD (e ; n) alors d divise e et n et la combinaison
linéaire ef - Mn donc d divise 1 etd = 1.
3.a.M=11;e=58etf=70etn=369.
b. Comme e =58 et n = 369, alors p = 58 m (369).
€.58%x70-11%x369=1.
58 x70m-11x369m=m.
11 %369 = 0(369) d'ou 70p = m (369).
d.116-0-111-116.
e. OK.

Probleme 7 Chiffrement de Vigenere

Il sagit de découvrir le chiffrement de Vigenere, et d'utiliser un ta-
bleur pour le chiffrement et le déchiffrement de messages.
Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le ma-
nuel numérique premium :
02_TSspe_probleme7.xlsx (Excel 2007),
02_TSspe_probleme7.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_probleme7.ods (OpenOffice).
1. a. Voir fichier.
b. [ MOD(CODE(A1)+CODE(A2)-2*65;26) ] donne le reste
de la division euclidienne par 26 de la somme des lettres
écritesen A1 eten A2.

La fonction CAR donne la lettre codée.

c. VIGNERE devient HIZLEKL.

2. a.Soit x la valeur de la lettre a déchiffrer: x + 12 = 4 (26) soit
x = -8(26), il existe g entier tel que x + 26q = -8.

b.-8 =18 (26).

c. Voir fichier.

Probleme 8 Satellites

C'est une situation classique qui permet d’aborder la notion de
plus petit multiple commun de deux entiers.
1.68=22x17 et 200=23x52

2.PPCM (68 ;200) = 23 x 52 x 17 = 3 400.

3. On retrouvera la méme configuration a 10 h + 3 400 h plus
tard soit 142 jours et 2 h plus tard soit le 21 maia 12 h.

Probleme 9 Remplissage d'une boite

Dans ce probléme, on relie la notion de plus grand diviseur com-

mun et la notion de plus petit multiple commun. On utilise la dé-

composition en nombres premiers.

1.a.a=PGCD(882;945) = 63.

Les valeurs possibles pour a sont les diviseurs de 63 soit :
1;3;7,;9;21et63.

b.V=77760=Lx €212 estle PGCD de L et de ¢, il existe donc

deux entiers premiers entre eux tels que L=12L"et € = 12¢".

V=123L"x€'2; 0on obtient: L' x €2=45soit ¢’=10u €' =3.
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Les deux boites ont pour dimensions :

12x12%x540 et 36x36x60.
2. a. Comme le nombre de boites a placer dans cette caisse
cubique est un nombre entier, le nombre ¢ est un multiple de
L et de € donc un multiple de L et €.
b. PPCM (882 ; 945) = 13 230 et ¢ est un multiple de 13 230.
3.a.15435=32x5x73et105=3x5X%7.
b. Les dimensions sont € =21 et L = 35.

Probleme 10Nombres de Carmichaél

Ce probleme sur les nombres de Carmichaél permet d’aborder le
corollaire du petit théoréeme de Fermat.

1. a. Il s'agit de la somme de n termes consécutifs d'une suite
géométrique de raison a donc:

n _
T+a+..+am=42

a-1
b.P(a)=(a-1)kouk=1+a+...+a"" .
2.a.Pour n=280 et en prenant a? a la place de a dans I'égalité
de la question 1., on a (a?)28° = k (a2 -1) avec k entier.
En multipliant les deux membres de I'égalité par a, on obtient :

a6 —a=ka(a?-1).

b.Sia =0 (3), alors a®®' -a=0 (3).
Sia=1(3),alorsa’>-1=0(3)eta*®'-a=0(3).
Sia=2(3),alorsa2-1=03)eta’®'-a=0(3).
Donc a%¢! - g est divisible par 3.
3.a.Pourn=28eta'%alaplace de a dans I'égalité de la ques-
tion 1. a., puis en multipliant les deux membres par a on ob-
tient I'égalité.
b. En raisonnant par disjonction des cas modulo 11, on montre
que a°%' - g est divisible par 11.
4. Méme démarche que dans la question 2. et la question 3.
5. Comme 3, 11 et 17 sont premiers entre eux, et comme
3x11x17=561,d"apres le corollaire 1 du théoreme de Gauss,
le nombre a%¢' - g est divisible par 561.
6. 561 est un nombre de Carmichaél car il n'est pas premier et
pour tout entier g, 561 divise a>°' - a.

1 poura 1.

Probleme 11 Chiffrement par exponentiation

Dans ce probléme, on découvre la démonstration du petit théo-
réme de Fermat dans le cas particulier ot p = 31. Cette démons-

Exercices

[Em 630_15,

546 13
N 1.456=58x7 +50.
2. Les diviseurs communs de 456 et de 58 sont aussi des divi-
seurs de 456 — 7 x 58 donc de 50.
Dso={1;2;5;10;25; 50} Par élimination, les diviseurs com-
muns de 456 et 58 sont 1 et 2.
n 2. Comme 123 456 — 789 x 156 = 372, les diviseurs com-
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tration permet d'utiliser la relation de congruence liée au petit
théoreme de Fermat dans un exemple de chiffrement par expo-
nentiation.

Fichier disponible sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium :

02_TSspe_probleme11.xws (Xcas).

Partie A

1. Comme 31 est un nombre premier, il est premier avec tous

les entiers naturels qui lui sont strictement inférieurs. De plus

a n'est pas divisible par 31. Donc 31 est premier avec tous les

éléments de M (a).

2. a. Supposons que, pour k # k; on ait r, = ry.. a(k -k’) est un

multiple de 31 compris entre —30a et 30a. Le seul multiple qui

convient est 0 et ainsi k =k’ Donc r,=ry..

b. Réciproquement si r, # r,- alors a(k —k'), compris entre -30a

et 30a, n’est pas un multiple de a. Donc k -k'# 0 et k # k'.

Tous les restes sont différents et appartiennent a I'ensemble

{1;2;...;30}L

3. Le produit des restes est égal au produit des éléments de

{1;2;...;30}L

Comme ka =r,(31), alors :
30X29%...x2X1xa¥=30x29X...x2x1(31).

4.30%29%...X2X1xa*°-(30x29%...x2x1)=0(31).

Donc 30 X 29 X ... x 2 X 1 x (a®® - 1) est un multiple de 31.

Comme 31 est premier avec le produit 30 X 29 X... X 2 X 1 alors

(a3°-1) estun multiple de 31 eta3°-1=0(31) soita** =1 (31).

Partie B

1. Comme 7 et 30 sont premiers entre eux, d'aprés le théo-

reme de Bézout, il existe deux entiers d et v tels que :
7d+30v=1.

Par exemple d = 13 et v =-3 répondent a la question.

2. B n'est pas divisible par 31.

D’aprés la partie A, B3 = 1 (31).

7d=1-30vd'ou B7d=B"-30 = B x (B39)~V avec -v positif.

Donc B’ = B (31).

3.C4=B7d=B(31).

4. YAH?.

5. Voir fichier.

muns de 123 456 et de 7 789 sont aussi des diviseurs de 372.
3 voir livre page 140.

BN 1.0,,5=1{1;5;29; 145} et D3y =1{1;2;3;5;6;10;15; 30}.
2.Dq45 N D3g={1;5}

3.Dg70 N Dygo ={1;2;3;5,;6;10;15;30}.

KN a.0snD,,=1{1;2;4;8)

b. Dsg, N Dyy,=1{1;2;4;8;n;2n;4n; 8n} pour n entier pre-
mier différent de 2.

BEA 1.140=22x5x7 et 154=2x7x11.
2.PGCD(140;154) =14.



N 7980=22x3x5x7x19et19800=23x32x52x 11.
PGCD(7 980; 19 800) = 22x 3 x 5 = 60.

R voir livre page 141.

I PGCD(656;321) = 1 donc le seul diviseur commun posi-
tif de ces deux entiers est 1.

EEN PGCD (151782 ; 698 394) = 246.

151782 =246x617 et 698 394 = 246 x 2 839.

151782 _ 6617,
698 394 2 839

m Soit d le PGCD de n + 2 et de 2, d est un diviseur de 2 et
de{1;2}.Sinestpair:d=2,sinestimpair:d=1.

EEN soit dle PGCD de n + 1 et de 3, d est un diviseur de 3 et
d e {1;3}.d=3 pour tout n tel que n + 1 = 0 (3) soit pour tout
n=2(3) etd=1dans les autres cas.

EZ3 voir livre page 141.

EEN 1.PGCD(A;3) €1{1;3).

2. PGCD(A ; 3) = 3 lorsque A est divisible par 3, c'est-a-dire
lorsque 2n est divisible par 3, donc pour tout n multiple de 3.
PGCD(A; 3) = 1 dans les autres cas.

K3 1.24-3B=6n+10-6n+3=13.

2.PGCD(A;B) e {1;13}

EEA voir livre page 141.

m a et b ont pour PGCD 26, donc il existe a’ et b’ premiers
entre eux tels que a = 26a’ et b= 26b'.
axb=26%a'xb'=6084 et ab'=9=1x9=3x3=9x1.
On obtient les couples (26 ; 234), (243 ; 26) et (78 ; 78).

EEN 240=12x20.

L'autre entier peut étre 12x1=120u 12x5=60ou
12x7=840u12Xx11=1320u12X13=1560u12%x17 =204
ou 12x19=228.

m % =9 Les entiers cherchés sont des multiples de 35,

donc de la forme 35k avec k entier compris entre 0 et 8 et

PGCD(9;k)=1.0n en conclut:
ne{35;70;140;175; 245 ; 280}.

EXN 252=10+ kp et 547 =8+ k'p aveck et k'entiers.

252 -10=242 et 547 - 8 =539 sont divisibles par p.

PGCD (242;539)=11,doncp=Toup=11.

m 1234=2+kpet5678 =22+ k'p avec k et k’ entiers.

1234-2=1232et5 678 - 22 =5 656 sont divisibles par

PGCD(1232;5656)=56,doncpe{1;2;4;7;8;14;28;56}.

EXEN a.855et57 ne sont pas premiers entre eux :

PGCD(855;57) =57.

b. 171 et 99 sont divisibles par 9.

€. 322 647 et 38 160 sont premiers entre eux.

d. 535 075 est divisible par 1 259.

m a. Non. b. Non.

EXA voir livre page 141.

EA n=7+ 529 =7 + 64q’ avec g et g’ entiers.

529 =64q' < 13g=16q". Comme PGCD(21; 13) =1, d'aprés le

théoréme de Gauss g est divisible par 16 et g’ par 13. Le plus

petit entier g est 16 et N = 839.

m 1.P=n(n+1)(n+ 2); parmi les trois entiers consécutifs

un au moins est pair et N est divisible par 2. Parmi les trois en-

tiers consécutifs, un est divisible par 3 et N est divisible par 3.

c. Oui. d. Oui.

2. Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, alors N est divisible
par leur produit 6.

EXA voir livre page 141.

m 1.x= 2 (7) & il existe k entier tel que x = 7k + 2.

x =2 (3) & il existe k' entier tel que x =3k’ + 2.

On obtient I'équation 7k = 3k’ (E) et comme 7 et 3 sont pre-
miers entre eux, d'apres le théoréme de Gauss, 3 divise k' et
7 divise k. On obtient k = 7q et k' = 3q" avec g et g’ entiers. En
remplacant dans I'équation (E),onag=q'.

D'olx=21q + 2 oux-2=21q soit x— 2 est un multiple de 21.
2. Les entiers cherchés sont 2, 3, 44, 65, 86, 107, 128, 149, 170
et 191.

EI 1. Comme PGCD (m; n) = 7, il existe deux entiers naturels
m’ et n’ premiers entre eux telsquem=7m’'etn=7n".
Comme mxn=588,o0onad9m’'xn'=580soitm’'xn"=12.

2. ,

1 3 4 12
' 12 4 3 1
7 21 28 | 84
84 | 28 | 21 7

3

3

S |3

m Il existe m" et n’ deux entiers premiers entre eux tels que
m

7

m=5m’etn=5n’et%= :%.D’oﬂm’=4etn’=3.
Doncm=20etn=15.

m a.(3;24),(6;21);(9;18),(12;15),(15;12),(18;9),(21;6)
et (24;3).

b. (5;50),(10; 25),(25; 10) et (50; 5).

c.(16;9).

ER 3;-5).

E3 ;).

EH 1.2;1).

2.x=2+3kety=1+ 2k, avec k entier.

EX 1.5;-3).

2.x=5+13kety=-8-21k, avec k entier.

EZ1.09;-3).

2.x=9+5kety=-3 -2k, avec k entier.

m Voir livre page 141.

EXN 1.PGCD (2045 ; 65) = 1.

2. Le théoréeme de Bézout assure I'existence d’au moins une
solution de (E).

3.(21; 671) est une solution particuliére d'ol x = 21 + 64k et
y =671+ 2045k avec k entier.

4.x=147 + 64k et y=4697 + 2 045k avec k entier.

m A - 2B =1, donc d'apres le théoréme de Bézout A et B
sont premiers entre eux.

EEN 1.A=2n+3 et B=3n+4 et 34-2B=1.

2. D’apres le théoréme de Bézout, A et B sont premiers entre
eux.

2N a.PPCM (108 ; 144) = 432.

b. PPCM (128 ; 230) = 14 720.

c. PPCM (1 848; 1 950) = 600 600.

d. PPCM (480 ; 735) = 23 520.

e.PPCM (876 ;1 028) =225 132.

EE0 voir livre page 141.
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EZ3 PGCD(35;24) = 1 donc PPCM (35 ; 24) = 35 x 24 = 840,
A PGCD (24 36) = 12 donc PPCM (24 ; 36) = % =72

£ PPCM (n;25) = 3 x 25 doncn=3 ou n = 75.

)= 650 _
A PGCD(x;y) = 30 =5

(5;130),(10;65),(130; 5) et (65 ; 10) sont les couples d’entiers
cherchés.

X3 voir livre page 141.

m 541 est un nombre premier ne divisant pas 123, donc
d’apres le petit théoréme de Fermat : 123540 = 1(54). Ainsi,
lereste est 1.

EJ 1. Comme 307 est un nombre premier d'apres le co-
rollaire du petit théoréme de Fermat, on a n3%7 = (307) pour
tout n.

2. Il faut que n ne soit pas divisible par 307.

m 1. Les entiers n qui vérifient n'® = n (11) sont les entiers
non divisibles par 11.

2. Les entiers n qui vérifient n = n (7) sont les entiers non
divisibles par 7.

3. Comme 7 et 11 sont premiers entre eux, les entiers n qui
vérifient n® = n (77) sont les entiers non divisibles par 11 et
non divisibles par 7.

3 d=PGCD(A; B) divise A- 58=23 doncd € {1 ; 23}.
Sid=23,alorsB=0(23) etn=4(23).d=1dans les autres cas.
EE d=PGCD(A; B) divise A~ 28=-3doncd{1;3}.Sid=3,
alors B=0(3) et2n=-11(23) soit 2n = 1 (3) soitn = 2 (3).

d =1 dans les autres cas.

m Soit d un diviseur commun de x et y alors d divise
x -2y =-bdoncddivise b.

d divise 2x — 5y = -a donc d divise a.

D(x;y)c D(a;b).

Les diviseurs communs de a et de b divisent toutes les combi-
naisons linéaires de a et de b donc divisent x et y.

D(a;b)c D(x;y).

D(a;b)=D(x;y) et PGCD(a; b) = PGCD (x; y).

A soit d un diviseur commun de x et y alors d divise
3x -7y =-bdoncddivise b.

d divise 2x - 5y = -a donc d divise a.

D(x;y)c D(a;b).

Les diviseurs communs de a et de b divisent toutes les combi-
naisons linéaires de a et de b donc divisent x et y.

D(a;b)C D(x;y).

D(a;b)=D(x;y) et PGCD(a; b) = PGCD (x;y).

EA 1.a.13. b. 3. c. 60. d.4. e.l.
2.5 28 5 1663 27634
*2' 9" 2" 231 6 551

A a. soit m un diviseur commun de a et b, m divise a et b,
donc divise toute combinaison linéaire de a et b, en particulier
aeta+b.

Réciproquement, si m divise a et a + b alors m divise toute
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combinaison linéaire de a et de a + b donc en particulier
a+b-a=b.Doncmdiviseaetb.
Les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs communs
deaeta+b:PGCD(a;a+b)=d.
b. Soit m un diviseur commun de 15a + 4b etde 11a+ 3b, m
divise 11(15a + 4b) - 15(11a + 3b) = -b.
Et m divise 3(15a + 4b) - 4(11a + 3b) = a; donc m divise a et b.
Réciproquement, sim divise a et b il divise :
15a+4b et 11a+ 3b.

Les diviseurs de a et b sont les diviseurs de :
15a+4bet11a+3b:PGCD(15a+4b;11a + 3b) =d.
m Voir livre page 141.
m Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

02_TSspe_exercice60.xIsx (Excel 2007),

02_TSspe_exercice60.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_exercice60.0ds (OpenOffice).
On conjecture quesin=0(3)etn=2(3),
alors PGCD (P(n) ; Q(n)) = 3.
Sin=1(3),PGCD(P(n); Q(n)=1.
Démonstration
Soit d = PGCD (P(n) ; Q(n)), d divise P(n) et d divise Q(n), donc
d divise P(n) - 2Q(n) = 3.
d est donc un diviseur de 3, d'ou d € {1;3}.
Sid =3, alors P(n) et Q(n) sont divisibles par 3.
Sin=0(3),alorsP(n)=0(3)etQ(n)=0(3).
Sin=2(3),alorsP(n)=0(3)etQ(n)=0(3).
Sin=1(3),alorsP(n)=1(3)etQ(n)=2@3).
D’ou la conclusion.
EZ0 1.1l existe deux entiers p et g premiers entre eux tels que
a=15p et b =15qg. Comme a et b sont des entiers naturels
inférieurs a 150, alors p et g sont des entiers naturels inférieurs
a10.
2.Commea+b=210,alorsp+qg=14.

3. p q a b
1 13 15 195
3 11 45 165
5 9 65 135
13 1 195 15
11 3 165 45
9 5 165 45

23 Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
02_TSspe_exercice62.alg (AlgoBox)
et 02_TSspe_exercice62.xws (Xcas).
m Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
02_TSspe_exercice63.xlsx (Excel 2007),
02_TSspe_exercice63.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_exercice63.0ds (OpenOffice).
l.a=1xa+0xbetb=0xa+1xb.
b.a=bg, +n,
etry=a-bg;=axug+veb-(axu; +vyb)g,
=a(ug ~U1Gs) + b(vy - v1q7)



etdoncu,=uy- UG, et v,=vy-Vv;q;.

c. De méme us = u; - Uyg, et v3=v; - VG,

2. a. |l s'agit de divisions euclidiennes successives et donc de
I'algorithme d’Euclide. Le dernier reste non nul est le PGCD de
a et de b et les derniéres valeurs de u et v les coefficients de
I'identité de Bézout.

b.PGCD(1694;319)=11.

1694x13-319%x69=11.

23 voir livre page 141.

[Z3 VRALPGCD(2n+2;4n+2)=2PGCD(n+1;2n + 1).
n+1et2n+1sontpremiersentreeuxcar2(n+1)-(2n+1)=1,
doncPGCD(2n+2;4n+2)=2x1=2.

A FAUX.Par exemple, a=1 et b=-1 vérifient cette relation,
et leur PGCD n’est pas égal a 9.

A FAUX. Par exemple, pour n=2:9 et 3 ont pour PGCD 3,
qui n'est pas un diviseur de 4.

3 vRAL Sion pose x = 6x" et y = 6y’ avec X’ et y’ premiers
entre eux, alors x' + y' = 75.

Par exemple, on peut prendre (x'; y') = (50 ; 25) et le couple
(300; 150) est solution du probleme.

A A=2n,B=2(n+1) et PGCD(A; B) = 2PGCD(n;n+ 1) =2
carnetn+ 1sont premiers entre eux.

EZN 1l existe deux entiers 1 et -3 tels que3n+1+(-3)n=1.
D’aprés le théoreme de Bézout, 3n + 1 et n sont premiers entre
eux et la fraction est irréductible.

EZR voir livre page 141.

m 1. Soit d un diviseur commun de ab et a+ b, d divise ab et
a+b,ildivisea(@a+b)-ab=a?etb(a+b)-ab=>b2.

Or a et b sont premiers entre eux et donc a2 et b2 aussi. Donc
d=1etabeta+ bsont premiers entre eux.

2. Soit d un diviseur commun de a et de b, alors d divise ab et
a+b.Siabeta+ bsont premiers entre eux,d=1eta et b sont
premiers entre eux.

EZN 1. Soit d un diviseur commun de a et de b, alors d divise
b2. Donc d est un diviseur commun de a et de b% Comme a et
b2 sont premiers entre eux alors d = 1 et a et b sont premiers
entre eux.

2. Réciproque : supposons qu'il existe un diviseur p premier
commun a a et b2, En utilisant la décomposition en facteurs
premiers de a et de b2, on en déduit qu'il existe Q et Q' entiers
tels que a= Qp et b2 = Q2p2 = (Q'p)*

p est alors un diviseur premier commun a a et b, ce qui est
contradictoire avec I'hypothese que a et b sont premiers entre
eux. Donc a et b? sont premiers entre eux.

EZ3 soitdun diviseur commun de M=3x + 4yetde N=4x+5y,
alors d divise 4M - 3N = -y et d divise 5M - 4N = x donc d divise
xety. Soitd’ un diviseur commun de x ety alors d’ divise toutes
les combinaisons linéaires de x et y donc d’ divise M et N. Les
diviseurs communs de x et y sont aussi les diviseurs communs
de M et N. Donc si x et y sont premiers entre euy, il en est de
méme pour 3x + 4y et de 4x + 5y.

A si % est irréductible, alors m et n sont premiers entre
eux. Soit d un diviseur commun de M et N, alors d|4M - 3N
c'est-a-dire d|m et d| 5M - 4N c'est-a-dire d|n.D'oud =1 et M

et N sont premiers entre eux. % estirréductible.

Réciproquement, si % est irréductible alors M et N sont pre-

miers entre eux. Soit d un diviseur commun de m et de n, alors

d|Metd|Ndoncd=1et % estirréductible.
EA pour que 7 ait des points a coordonnées entiéres, il faut
que h(x) € Z pourx e Z.
Il faut que 2x + 3 divise 3x+ 5.
Si 2x + 3 divise 3x + 5, il divise 2(3x + 5) - 3(2x + 3) = 1, donc
2x+ 3 estégala-1ou1etxestégala-2ou-1.3 adoncseu-
lement deux points a coordonnées entiéres: (-1;2) et (-2; 1).
m Voir livre page 141.
EZ3 1. voir cours.
2.5m+1-5m=1,daprés le théoréme de Bézout 5m+ 1 etm
sont premiers entre eux.
3.pm+1-pm=1,d'aprés le théoréme de Bézoutpm+ 1 etm
sont premiers entre eux.
4, Soit d un diviseur commun de m et pm + g, alors d divise
toute combinaison linéaire de m et de pm + g ; en particulier
pm+q-pm=q.Doncd divise g et m. Or sim et g sont premiers
entre eux, alors d = 1 et pm + g et m sont premiers entre eux.
m Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
02_TSspe_exercice79.xIsx (Excel 2007),
02_TSspe_exercice79.xls (Excel 2003),
02_TSspe_exercice79.0ds (OpenOffice)
et 02_TSspe_exercice79.xws (Xcas).

1. n P(n) | Q(n) |PGCD(P;Q)

0 30 6 6

3 600 60 60
6 2520 | 168 168
9 6600 | 330 330
12 |13650| 546 546
15 [24480| 816 816
18 [39900| 1140 11
21 60720| 1518 1518
24 |87750( 1950 1950
27 121800 2436 2436
30 [163680| 2976 2976

PGCD (P(n); Q(n)) = Q(n) lorsque n est un multiple positif de 3.
2. Les seuls diviseurs positifs de 3 sont 1 et 3,
donc PGCD (5n+15; 3) vaut 1 ou 3.
3.S5in=0(3)alors5n+15=0(3) et PGCD(5n+15; 3) = 3.
Si PGCD (5n + 15 ; 3) = 3 alors il existe k entier naturel tel que
5n+15=3kou5n=3(k-5). Comme 5 et 3 sont premiers entre
eux, d'apres le théoréme de Gauss, 3 divise netn =0 (3).
4. PX)=5(x+1)(x+2)(x+3) et QX)=3(x+1)(x+2).
5.PGCD(P(n); Q(n))=(n+1)(n+2) PGCD(5n+ 15; 3).
Si n est un multiple de 3, alors :

PGCD (5n+15;3)=3 et PCDG(P(n); Q(n)) = Q(n).
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EIN VRALEneffet:(-2)xn+(@2n+1)=1.

EEN FAUX. Pour n = 2, la fraction vaut % et elle n'est pas ir-

réductible.

2 FAUX. En effet, le PGCD de 3n + 1 et 11 vaut T ou 11 : il
vaut en particulier 11 pourn=7.

m 1.32=15%x2+2et15=2x 7+ 1,donc 32 et 15 sont
premiers entre eux.

2.(8;-17) est un couple solution.

m 1.(3;-2) est un couple solution.
2.(E1):(3;2);(E):(-3;-2);(E3):(=3;2);(Ey):(6;-4);

(Es) : (=30 20) ; (E¢) : (-30; -20).

m 11 et 8 sont premiers entre eux, d'apres le théoréme de
Gauss, 11 divise y et 8 divise x, donc il existe deux entiers k et
k' tels que x = 8k et y = 11k’ En remplagant dans I'équation,
on trouve k = k' et les solutions sont les couples d’entiers (8k ;
11k) avec k entier.

EA 1.3x9-2x13=1.

2.x=9+13k et y=2+ 3k, avec k entier.

3.a.3x=1(13) il existeytel que 3x - 13y =Tetx=9(13).
b.13y=2Q3)y=2(3).

m On peut raisonner par disjonction des cas.
Pourn=0@4),n=1@4),n=2@4)etn=3 4 onaA=0(4).
Pourn=03),n=13)et n=2(3),onaA=0(3).

Comme 3 et 4 sont premiers entre eux, A est divisible par
3x4=12.

Voir livre page 141.

El1.9a pour équation -7x + 4y = 1.

(1;2) et (5;9) sont des points de & a coordonnées entiéres.
(1;0) et (4; 6) sont des points a coordonnées entieres de &¥'.
2. En résolvant I'équation -7x + 4y = 1, on obtient les couples
(1 + 4k; 2 + 7k), ou k est un entier.

3. En résolvant I'équation 2x - y = 2 on obtient les couples
(4+k'; 6+ 2k’) ou k' est un entier.

4, La solution du systéme est (2; 5).

5. Les droites ne sont pas paralléles et ont donc un point d'in-
tersection qui a pour coordonnées (9; 16).

m 1. Comme 4 et 3 sont premiers entre eux, d'apres le
théoréme de Bézout, il existe au moins un couple d’entiers
(x;y) tels que 4x - 3y =1, donc le couple (11x; 11y) est solution
de I'équation (1).

2.x=11+3kety=11+ 4k avec k entier.

3. PGCD(x ; y) divise 11, donc 11 est la valeur maximale du
PGCD de xetdey.

BB voir livre page 141.

Correctif : la réponse a la question 2. a. est x = 5k et y = 4k, avec
k entier.

m 1. Voir cours.

2.ax = 1(b) & ax= 1+ kb avec k entier & ax — bk = 1, équa-
tion qui a des solutions si et seulement si a et b sont premiers
entre eux.

(93 R L'équation (E) a des solutions si et seulement si
PGCD (5 ; 20) divise n. Donc n doit étre un multiple de 5.
2.n=165,(E): x+4y=33.
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Les solutions sont de laforme x=1+4kety=8-k ke Z.

3. K Nombre de Nombre de
billets de 5 € | billets de 20 €
0 1 8
1 5 7
2 9 6
3 13 5
4 17 4
5 21 3
6 25 2
7 29 1
8 33 0

m VRAL Par exemple, (x; y) = (4 ; -2) est solution.
EX VRAL 3x = 1(6) équivaut 3 3x - 6k =1, aveck € Z.
3x-6k=1< 3(x-2k) =1, ce qui est impossible.
El VRAIL 3x=3(6) < 3x=3+6k aveckE Z

< x=1+2k avecke”Z

oSx=1(2).
m Soit A et B les entiers cherchés, PGCD(A ; B) = 6 et les
couples cherchés sont (6; 120) ; (120; 6) (24 ; 30) et (30; 24).
EZA voir livre page 141.
m 1.d est un diviseurde 6,doncd €{1;2;3;6}.
2.PPCM(n; 6) X PGCD(n; 6) =6n=96d d’'ol n = 16d.
3.5id=1:n=16;sid=2:n=32;sid=3:n=48
etsid=6:n=96.
I3 1. Voir cours page 58.
2. |l existe @’ et b’ entiers premiers entre eux tels que a = da’ et
b=db'.On obtient a't’ = 21.
Les couples cherchés sont (d ; 21d), (3d ; 7d) ; (21d ; d) et
(7d; 34d).
m 1. Pour M = 30 et D = 3, l'algorithme affiche X = 30 et
Y=3;X=15etY=6.
Pour M = 90 et D = 5, I'algorithme affiche X=90etY=15;
X=45etY=10.
2. L'algorithme affiche les diviseurs de M qui sont aussi des
multiples de D.
3.Si D =1, I'algorithme affiche les diviseurs de M.
m 1. a. p divise a + b et ab donc divise a(a + b) - ab = a? et
divise b(a+ b) —ab= b2
b. Comme p est un nombre premier, s'il divise a? et b?, alors
il divise a et b.
c. Les diviseurs de a et b sont aussi les diviseurs de a + b et de
ab par combinaisons linéaires. Les diviseurs de a + b et ab sont
aussi les diviseurs de a et de b.
D(a;b)cD(a+b;ab)c D(a?;b?) et
PGCD(a; b) < PGCD(a+ b; ab) < PGCD (a?; b?).
Comme PGCD (a + b ; ab) = p est premier alors
PGCD(a;b)=10uPGCD(a;b)=p.
Mais PGCD (a; b) = 1 implique que PGCD (a?; b?) = 1 et par suite
que PGCD (a+ b; ab) =1, ce qui estincompatible avec I'énoncé.
2.a.On trouve les couples suivants : (5; 170) et (10 ; 85).
b. D'aprés la question 1., comme 5 est premier, le systeme est
équivalent au systéme précédent et admet les mémes solu-
tions.
m VRAL En effet, si x et y sont premiers entre eux, alors
PGCD (x;y) =1 et PPCM(x; y) = xy.



m VRAI Le PPCM de a et b est multiple de a et de b, donc
il est aussi multiple de 7 et 5. Puisqu'il est divisible par 7 et 5,
avec 7 et 5 premiers entre eux, il est divisible par leur produit 35.
I3 VRAL Il suffit de considérer les décompositions en fac-
teurs premiers de x et y.

L2 1.Comme 7 est un nombre premier, d’aprés le corollaire
du petit théoréme de Fermat, pour tout n entier, n”” = n (7).
2.5itn=0Q2)etn”=0(2)doun’=n(2).
Soitn=1(7)etn’ =1 (7)d'oun’ =n(2).

3.n7 - nestdivisible par 7 et par 2, comme 7 et 2 sont premiers
entre eux, n’ — n est divisible par leur produit donc par 14.
LT 1. Comme 5 est premier, d'apres le corollaire du petit
théoréme de Fermat, pour tout n entier, n°> = n (5) et A est
divisible par 5.
2.S5in=0(3)oun=13)oun=2(3),A=0(3).

Donc A est divisible par 3.

3. Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, A est divisible par
leur produit donc par 15.

110K N

Restedea |0 [ 1 |2 |3 |4 |5]|6

Restedea®| O [ 1 [ 1|1 [ 1| 1]1

2. Comme 7 est premier, d'aprés le petit théoreme de Fermat,
n® =1 (7) pour tout entier n non divisible par 7.
3.2012=3(7)et2012 =2 (6) donc 2 0122012 = 32(7) et le
reste cherché est 2.

2016 =0(7) et 20162916 = 0 (7), donc le reste cherché est 0.
[111] 1. p estun nombre premier, d'aprés le petit théoréme de
Fermat nP-1 = 1 (p) pour tout entier n non divisible par p. On
en déduit que n? = n (p) pour tout entier n non divisible par p.
Si n est divisible par p alors n? - n est divisible parpetn? =n
(p). La relation est vraie pour tout n entier.

2. a. En raisonnant par disjonction des cas modulo 3, on
montre que A est divisible par 3 pour tout n entier.

b. On applique le corollaire du petit théoréme de Fermat et A
est divisible par 7 pour tout n entier.

c. A est divisible par 3 et 7 qui sont premiers entre eux, donc
par leur produit 21.

m x> = x (30).

Soit A = x5 - x. 2 est premier, 3 est premier et 5 est premier.
D’apres le corollaire du petit théoréme de Fermat, x2 = x (2),
x*=x2(2) et x* = x (2) et x> = x2 (2) soit x> = x (2). Donc A est
divisible par 2.

x3=x(3) etx® = x3 (3) et X5 = x (3) donc A est divisible par 3.
x5 = x (5), donc A est divisible par 5.

Comme 2, 3 et 5 sont premiers entre eux, d’aprés le théoreme
de Gauss, A est divisible par 2 x 3 x 5 donc par 30 et x> = x (30).
DoncS=7.

EE voir livre page 141.

m FAUX.En effet: 1234723 = 1234 (123) = 4 (123).

E FAUX. Par exemple, pourn=3:310=1(17).

3 FAUX. Par exemple, pourn=17:17=0(17).

[EE2 VRAI. Cest le corollaire du petit théoréme de Fermat.
[EE] x=14+9 et y=-7-5k ke Z.

Eﬂ 4B - 3A =1, donc d'aprés le théoréme de Bézout, A et B

sont premiers entre eux.

B A=@Bn+1)netB=(3Bn+1)(n+ 1), donc 3n +1 divise A

etB.

Comme n et n+ 1 sont premiers entre eux :

PGCD(A;B)=(Bn+1)PGCD(n;n+1)=3n+1.

{EX] 1. La partie entiére de 2 017 est 44, donc on divise 2 017

par les nombres premiers compris entre 2 et 44 soit :
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41;43.

2. Il existe deux entiers premiers entre eux a' et b’ tels que

a=2017d'etb=2017b".

a+b=2017(a"+b)=12102eta' + b’ =6.

Les seules possibilités sonta’=1etb'=5;a'=5etb'=1.

Les couples cherchés sont (2017 ;10 085) et (10 085;2 017).

EZ] m est divisible par d, donc il existe un entier m’ tel que

m=dm'.D'olu2m-5d=d(2m’-5d)=d(2m’'-5)=11.

Doncd=1et2m'-5=11,s0itm'=8oud=11et2m' -5=1,

soitm’=3.

1¢'cas:m=8etd=1:(x;y) €{(1;8);(8;1)}

2¢cas:m=33etd=11:(x;y) €{(11;33);(33;11)}L

EE comme 5 est premier, d'aprés le corollaire du petit théo-

réme de Fermat, n°> - n est divisible par 5.

Deplussin=0(Q2)oun=1(2),n"-n=0(2) etn®-nest

divisible par 2. Comme 2 et 5 sont premiers entre eux, alors

n° - n est divisible par 2 et par 5 donc n® - n est divisible par 10.

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 141 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.
Correctif : @ Réponses Bet C.

TP 1 Triplets pythagoriciens

Le but de ce TP est d'utiliser la notion de nombres premiers entre
eux d travers une configuration géométrique simple qui est celle
du triangle rectangle et du théoréme de Pythagore.
Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le ma-
nuel numérique premium :

02_TSspe_TP1.xlsx (Excel 2007),

02_TSspe_TP1.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_TP1.ods (OpenOffice).

A. Etude expérimentale

1.Comme a? + b2 = (Va2 + b2 )? alors :

(a ; b ; Yaz +b? ) est un triplet pythagoricien
& a, betva? +b? sont des entiers.
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2. 1 2 3 4 5 6
2 0 1 0 1 0|
3 1 o 1 o 1
4 (] 1 ] 1 o
3 1 o 1 0 1
& 0 1 0 1 0|
7 1 o 1 o 1
8 0 1 0 1! 0|
9 1 [ 1 a 1

10 0 1 0 1 0|
n 1 o 1 1] 1
12 0 1 0 1 0|
13 1 o 1 o 1
14 o 1 o 1 0|
L 1 [} 1 0 1
16 1] 1 [ 1 0

3-| =51(ENT(RACINE(Bl’81+A2’A2]}:RAC!NE[Q].‘BHAZ’AE]:I;Q]J

4.1l y a 884 triplets pythagoriciens.

B. Etude d’un cas particulier

l.c=b+1.

a?+b2=(b+1)2=b2+2b+1 et a?=2b+1.

2. a%2 =2b + 1 est impair, a est donc impair et s'écrit sous la

forme 2n+ 1.

3.b=2n?+2netc=2n?+2n+1.D'ol (3;4;5) est un triplet
pythagoricien en prenantn=1.

4.Si(a; b; ) est un triplet pythagoricien, alors a2 + b2 = c2 et
(ka)? + (kb)? = (kc)> d'ou (ka ; kb ; kc) est aussi un triplet pytha-
goricien.

(6;8;10),(9;12;15),(12;16;20) et (15; 20; 25) sont aussi des
triplets pythagoriciens.

C. Etude mathématique

1.Comme (a; b; c) estun triplet pythagoricien alors a2 + b2 = 2.
De plus g, b et ¢ sont divisibles par d, d'ou @', b’ et ' sont des
entiers naturels et on vérifie que a’ + b'2 = ¢

2. Supposons que d’ et b’ sont pairs, alors a2 et b'2 sont aussi
pairs. Alors a2 + b2 est pair, donc ¢ est pair et ¢’ aussi. Mais
alors @', b’ et ¢’ sont divisibles par 2 et d n'est pas le plus grand
diviseur commun a d’, b" et ¢'. L'hypothése est donc absurde.
3. Supposons que a’ et b’ sont impairs. Alors @’ = 2n + 1 et
b'=2m+1etc?=4m2+n+m+n)+2.

¢’ ne peut étre impair ; si ¢’ est pair, il est alors de la forme
¢ =2q et ¢'? = 44> ou g est un entier, ce qui est contraire a la
forme de ¢’2 trouvée. Donc I'hypothése est absurde.

4.Sid =2nalorsa?=c?2-b2=(c'-b')(c’+b)=4n%

2= (o b')z(c’ +b") _ oxp.

a’ est pair donc b’ et ¢’ sont impairs donc ¢’ - b’ et ¢’ + b’ sont
divisibles par 2 : o et B sont des entiers.
c-b' =20
c'+b' =28
Supposons que o et B aient un diviseur commun d autre que 1.

5. 0n résout le systéeme : {

Alors d divise les combinaisons linéaires de o. et § donc d di-
vise b’ et ¢'. d? divise alors n? et donc d divise n. d est aussi un
diviseur de a’, ce qui est absurde avec I'hypothése de départ
sura’, b’ et ¢'. Donc o et  sont premiers entre eux.

6. Correctif : il faut lirev > u et pas v < u.

n?=ox P avec PGCD (a; B) =1, donc o. et B sont aussi des carrés
car les facteurs premiers de n2 sont tous affectés d’un exposant
pair et o. et  n'ont aucun facteur commun.
D'ou:u?=oetvZ=.
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B> o.d’'olv2> u?etainsiv > u (car u et v sont positifs).
7.a=2duv;b=d(v2-u?)etc=d2(v2+u?).

8. Correctif : il faut lirev > u et pas v < u.

On vérifie que a, b et ¢ sont des entiers naturels, tels que
a’+b2=c

9. (2uv;v2-u?;v2+u?) avecu et v entiers naturels.

D. Algorithme de recherche

On vérifie que A, B et C sont des entiers et que A2 + B2 = (2
pour tout m prenant les valeurs de 2 a M.

TP 2 Equations polynomiales
o coefficients entiers

Il s’agit dans ce TP de chercher les solutions entiéeres ou ration-
nelles d’un polynéme de degré supérieur a 2. On utilise pour cela
les propriétés sur les entiers : divisibilité, PGCD, nombres premiers
entre eux.
A. Etude d’un cas particulier
1.Si m est solution de (E,) alors :

m’ -6m*+5m3-3m2-31m=-2
soit m(mé—-6m3+5m2-3m-31)=-2.
Doncmdivise2etm € P,avec P{-2;-1;1;2}.
2. En remplacant m successivement par les valeurs de P, on
voit qu‘aucune de ces valeurs n’est solution de (E;). Donc (E;)
n’ a pas de solution entiére.
B. Etude mathématique
1. En utilisant la décomposition en facteurs premiers de p et
de g, si p et g sont premiers entre eux, ils n‘ont aucun facteur
premier en commun. Or g" a les mémes facteurs premiers que
g et donc aucun en commun avec p. Alors p et g" sont pre-
miers entre eux.
2.a.Si P est solution de (E) alors :

a,,p—:+ ota p +ay=0.

q q
Comme g # 0, alors en multipliant les deux membres de I'éga-
lité par g", on obtient :

a,p"+d,_1p"'q+ ... +ayq" =0.
b.p(a,p""+a,_1p""2q+ ... +a,q""")=-a, q".
Comme p et g sont premiers entre eux, d'aprés le théoreme
de Gauss, p divise ay.
a,p"=-q(a,_1p"" " +... +ayq"""). De méme q divise a,,.
. Les solutions possibles sous forme de fractions irréductibles
d’une équation polynomiale sont de la forme P oy p est un
diviseur de g, et g un diviseur de a,,. 9
C. Une application
1. p divise 3 qui a deux diviseurs positifs et g divise 15 qui a
trois diviseurs positifs, donc on peut former 6 fractions posi-
tives et 6 fractions négatives d1onc 12 fractions.

2, Les solutions sont 3, % et -3

TP 3 Exemple de codage

par la méethode RSA
A travers ce TP de codage, on réinvestit les notions et théorémes
vus dans ce chapitre : Gauss, Bézout, Fermat.
Fichier disponible sur www.bordas-indice.fr et sur le manuel
numérique premium : 02_TSspe_TP3.xws (Xcas).



Correctif : Il faut lire « on affecte Aa 0,Ba1,...,Za25[a 26, ...,

A a 29 »etnon pas «on affecteAa0,Bal,....Za25[a26,\a

27,...)»

1. PAIX devient IARX.

2.a.PGCD(3; 20) = 1, donc d'apres le théoréme de Bézout il

existe x et y entiers tels que 3x+ 20y = 1.

b. x3 = x(3), d’aprés le petit théoréme de Fermat, donc:
x2'=(03)etx2'=x7 (3) = (x3)2x (3) = x (3).

De méme:x"" =x(11) etx’®= 1(11) si 11 ne divise pas x, d'ou

x2' = x(11) si 11 ne divise pas x ; mais il y a aussi égalité si 11

divise x, carx =0(11).

Ainsi x?!' — x est divisible par 3 et 11, donc par 33, d'ou

x2' = x(33).

3.a.Sif(x) =f(x") =ralorsx=33g + retx'=33q' + ravecq et

g entiers. x — x'est un multiple de 33. Comme x et x"sont des

éléments de (E), I'entier x —x’ est compris entre =32 et 32 et le

seul multiple qui convient est 0 d’'ol x = x"

Si x = x" alors f(x) = f(x’), il y a équivalence entre x = x’ et

f(x) = f(x") donc si x = x"alors f(x) = f(x’).

b. Siy = x3(33), alors y’ = x2' (33) = x (33).

c.\UL.

4. a. Comme y’ = x (33), y correspond a l'instruction a[j] - 65

et x a b[j].

b. GAUSS, GALON et OSLO.

c. Le décodage du mot INDICE fournit : CHJCAQ. Dong, le

mot INDICE ne peut pas étre le résultat d'un codage par cette

méthode. Cela vient du fait qu'il y a 26 lettres dans la langue

francaise et qu’on a d( faire correspondre 33 symboles aux 33

nombres de I'ensemble (E).

CAP VERS LE BAC

Sujet A

Partie A

1.11 x(-7)-26x(-3)=1.

2.(19;38).

Partie B

1. W devient Q.

2.a.x=19.

b.y=11x+8(26) et 19y = x + 22 (26) soit x = 19y — 22 (26).
W devient G.

Sujet B

1. a. Si n est pair, alors A(n) est impair et si n est impair, alors
A(n) est pair.

b. En raisonnant par disjonction des cas modulo 3, on montre
que A(n) nest pas congru a 0 modulo 3.

c. Soit d un diviseur de A(n), il existe g entier tel que A(n) =dq
et dg - n% = 1. D'aprés le théoréme Bézout, d et n sont pre-
miers entre eux.

d. A(n) = 0(d), donc n* = -1 (d) et par suite n8 = 1 (d).
2.a.llexistegetrtelsques=qgk+ravecO<r<s.

ns = nak+r=(nk)a n’ et ainsi n® = n'(d) soit n® = 1(d). Or s est le
plus entier qui vérifie la relation et donc r=0 et s divise k.

b. Comme n8 = 1 (d), alors s divise 8.

c. Si d est premier, comme n est non divisible par d, d'apreés le
petit théoréme de Fermat, n?-' =1 (d).

Donc s divise d - 1 dans ce cas.
3.Lescass=1,s=2ets=4ne sont pas possibles compte
tenu du fait que n est pair. Donc s = 8 et 8 divise p - 1 d'ou
p-1=0(8)etp=1(8).

4.p=89%etp=233.

Sujet C

Partie A

Voir cours.

Partie B

1.a.(-2; 1) est une solution particuliere de (E).
b.x=-2+47kety=1-23kaveck entier.

c.23x=1-47y.Si x est solution de (E), 23x = 1 (47).
1<x=<46donne 1 =<-2+47k=<46soitk=1etx=45.
2.a.Siab = 0(47), comme 47 est un nombre premier alors 47
divise a ou 47 divise b.D'oua = 0 (47) ou b = 0 (47).
b.Sia2=1(47)alorsa?-1=(a+ 1)(a- 1) est divisible par 47
et d'apreés le résultat précédent soit a + 1 est divisible par 47
soita - 1 est divisible par 47.D’'oua=1(47) oua = -1 (47).
3. a. p est élément de A donc il est premier avec 47 et g est
solution de I'équation px — 47y = 1 ol x et y sont des entiers.
Comme p et 47 sont premiers entre eux, cette équation a des
solutions donc il existe g tel que pq = 1 (47) pour tout p élé-
ment de A.

b.p=1etp=46.

Sujet D

1. Vrai : (-1 ; -1) est une solution particuliére et les solutions
générales sont de la forme x =-1 + 5k ety = -1 + 3k, k entier.
2. Faux.

Six=1(3),alorsx2=1(3).

Six=2(3),alors x2=1(3).

Donc si x et y ne sont pas divisibles par 3:x2 +y2 =1 (3).

3. Faux.

Les solutions de (E’) sont 12 et 40.

On cherche deux entiers naturels a et b tels que PGCD (a; b) = 12
et PPCM(a ; b) = 40. Or 40 n’est pas divisible par 12. Il n’existe
aucune valeur de a et b dont le PGCD et le PPCM sont solu-
tions de (E’).

Sujet E

1.x=3+7kety=4+ 11k, k entier.
2.llya5points:(3;4),(10;15),(17;26), (24;37) et (31 ; 48).
3. a. Si (x; y) est solution de (F) alors, comme 11 = 1 (5) et
7 =2 (5), on obtient x2 - 2y2 =0 (5).
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b. Congruences modulo 5 :

x= o|l1]|2]3]a4
x2= [0 | 1[4 4]
y= o1 |2]3]4
2=|0|2|3]|3]2

c. La seule possibilité, d'apres le tableau, est que x et y soient
des multiples de 5.

4. Si x et y sont des multiples de 5, alors il existe g et g’ entiers
telsquex=5gety=5qg".

11x%2 - 7y? = 25(11g% - 79’ = 25Q avec Q entier.

Or I'équation 25Q = 5 < 5Q = 1 n’a pas de solution dans Z.
Donc x et y ne peuvent pas étre solutions de (F) dans ce cas.
(F) n'a pas de solutions entiéres.

Sujet F

Correctif : seule la capacité « Utiliser le théoréme de Gauss » est
mise en ceuvre.

1.a2 = d?u? = b3 = d®v3 soit u? = dv3.

2. Comme il existe K entier tel que u? = Kv, v divise u2

u et v sont premiers entre eux, alorsv=1.
3.Sia=n3etb=n? alorsa?=n®=b3.

Sia2 = b3, alors a=vb3 = bvb.Comme a est un entier naturel,
alors ¥b est un entier naturel et b s'écrit sous la forme b = b2
avec b’ entier naturel. Alorsa=b"2x b’ = b3 etb=b".

4. si n=m?=p3avec m et p entiers alors on a les congruences
modulo 7 suivantes :

xX= 0 1 2 3 4 5 6
x2= 0 1 4 2 2 4 1
x3 = 0 1 1 6 1 6 6

Doncn=0(7)oun=1(7).

133 x=3+7kety=4+ 11k, avec k entier.

EZ] En raisonnant par disjonction des cas modulo 3 et 5, on
montre que A est divisible par 3 et par 5 donc par 15 car3 et 5
sont premiers entre eux.

EH 5A-2B=27.PGCD(A;B)€{1;3;9;27).

PGCD(A; B) # 1 lorsque 2n + 1 et 5n — 1 sont divisibles par 3
soit n = 2 (3). Dans tous les autres cas, A et B sont premiers
entre eux.

E Cette fraction est un entier si 2n + 5 divise 6n + 7.

2n + 5 divise (6n+ 7 - 3(2n + 5)) = 22, donc 2n + 5 doit étre un
diviseur de 22.
2n+5e€{-22;-11;-2;-1;1;2;11;22}etne{-8;-3;-1;3}
E2 Les couples cherchés sont :

a 14 |336| 28 |322| 42 |308| 56

336| 14 |322| 28 | 308 | 42 | 294

a (29470 (280 84 (266 98 |252

b 56 [280| 70 [266| 84 252 98

a [112(238(126(224

b |238(112|224|126
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Efd 1.A=n2+netB=n2+n-2.Soit d, un diviseur commun
de A et de B, d divise A — B donc d divise 2. Or A et B sont pairs
donc PGCD(A; B) = 2.

24n_2_n2_
2.C—D:w:2.

Donc si d’ est un diviseur commun de C et de D, alors d’ di-
vise C - D, donc d’ divise 2. Alors d’ € {1 ; 2}. En utilisant les
congruences modulo 4 :

n= |0 1 2 3
C=| 3 0 2 1
D= | 1 2 0 3

Si le reste de la division euclidienne de n par 4 est 0 ou 3, alors

C et D sont impairs et PGCD(C ; D) = 1. Si le reste de la divi-

sion euclidienne de n par 4 est 1 ou 2, C et D sont pairs et

PGCD(C;D)=2.

B 1.a.5={(1+2k; 1+3K); ke Z).

b.S={(4+2k;4+3k); ke Z}.

2.a.3A-2B=6n+6-6n-2=4,donc A et B sont solutions

de (Ey).

b. Soit d =PGCD (A ; B) alors d| 3A - 2B donc d| 4.

PGCD(A;B)e{1;2;4}.

¢.SiPGCD(A; B) =4, alors il existe g € Z tel que A=4q

soit 2n + 2 =4q et n=2q - 1. n est donc impair.

d.Pournégalai,5,9,13,17,...,1e PGCD de A et Best 4.

On peut conjecturer que ce PGCD vaut 4 pour les entiers n tels

quen=1(4).

3.a.S5in=1+4q9,A=8g+4=4(2g+ 1) est divisible par 4 et

B=12g+4=4(3g+ 1) est divisible par 4.

b. Soit 5 le PGCD de 2g+ 1 etde3g+1,

ddivise3(2g+1)-2(3g+1)=1doncd=1et2g+1et3g+1

sont premiers entre eux. Quand n =1 + 4q alors :

PGCD(A;B) =PGCD (4(2g+ 1);4(3g + 1))
=4PGCD(2g+1;3g+1)=4.

m nm-n=Mn+2)(n*-2n+4)-8.

PGCD(n®-n;n+2)=PGCD(n+2;8).

DoncPGCD(n*-n;n+2)€{1;2;4;8}

La fraction est irréductible si et seulement si :
PGCD(M-n;n+2)=1<=PGCD(n+2;8)=1.
Lorsque n est impair, n + 2 est impair et n + 2 et 8 sont pre-

miers entre eux. La fraction est irréductible.
Si n est pair, alors PGCD (n+2;8) €{2; 4; 8} et la fraction n'est
pas irréductible.
m 1.S0it m et n deux naturels non nuls et a un nombre pre-
mier avec n. Soit d = PGCD (m ; n).
Supposons qu'il existe k un diviseur commun de am et de n
qui ne soit pas un diviseur de d. d’ n’est donc pas un diviseur
commun de m et de n, c’est donc un diviseur commun de a et
de n.Or n et asont premiers entre euxetd’'=1:

PGCD(am ; n)=PGCD (m; n).
2. |l existe x' et y’ premiers entre eux tels que x =dx’ety =dy’.
d'=xPGCD(x;y)=xxd=d?x x"



y? = d?'2 x’ et y’ sont premiers entre eux, il en est de méme

PGCD(d’; y2) = PGCD (d%x’; d%/)
=d?PGCD (x'; y) = d2

2 1.siaetbsont premiers entre eux, ils n‘ont aucun divi-

pour x’et y2. Donc :

seur premier commun dans leur développement en facteurs
premiers. Il en est donc de méme pour a2 et b2.

2

2.Pourn=1,5,=1= (W) : C'est vrai.
2

On suppose que S, = (w) ,alors:

2 2 2
5k+1 :Sk+(k+ 1)3: (k-z'I) (k2+4k:4):(k+1) £k+2)
donc la propriété est vraie au rang k+ 1.
2 2
3.a.5,= Qk) (ik+1) =2k + 1)2k2

2 2
et52k+-| - Qk+1 ‘(12k+2) =(2k+ 1)2(k+ 1)2

et PGCD (S ; Sok+1) = (2k + 1)2PGCD (K2 ; (k + 1)3).

b. Deux entiers consécutifs sont premiers entre eux :
PGCD(k; k+1)=1.

€. PGCD (Syk; Saks1) = 2k + 1)2.

4.a.2k+ 3 - (2k+ 1) = 2. Le PGCD de ces deux nombres est

un diviseur de 2 donc c’est 1 ou 2, mais les nombres étant im-

pairs : PGCD (2k + 1; 2k +3) = 1.

2
b.PGCD (S 1 Soksa) = % x PGCD ((2k + 1)2; (2k+3)?)

=(k+1)2
5.PGCD (Syk41; Sok+2) =1 pour k=0doncS, etS,,; dont pre-
miers entre eux uniquement pourn=1.
E 1.x = 2(15) & il existe g entier tel que x =2 + 15q.
x = 8(28) < il existe g’ entier tel que x =8 + 28q'.
En égalisant:2 + 15 =8 + 28q" < 15q - 28q' = 6.
2. Les solutions de (E) sont S={(6 + 28k, 3 + 15k), k € Z}.
3.g=6etq =3so0itx=92min, donc on verra les deux signaux
en méme temps a 1 h 32min.
ZZ] 1.a.PGCD(a;b) =7.
b.PGCD(a;b)=1.
¢c.PGCD(a; b)=7.
2.5a-4b=7,avecde{1;7}
3.a.4n+3 =7k < 4n -7k =-3 avec k entier.
S={(-6+7q;-3+4q);q< Z}.
b.5n+2=7k' < 5n-7k' =-2.
S={(-6+7q';-4+5q);q €Z}.
4.n=7Q+r.Sir=1,alorsil existe k € Z tel que 4n + 3 =7k et
k'e Ztelque5n+2=7K.
Dans ce cas, PGCD(a; b)=7.
Siref{0;2;3;4;5,6},PGCD(a;b)=1.
EE 1. Comme a et b sont premiers entre eux, d'aprés le
théoreme de Bézout, il existe un couple d’entiers (ug ; V) tel
que auy - bvy=1.
2. uy = bqg + uy. Si uy =0, alors, en remplagant dans (E), on ob-
tient abqg - bvy = 1 soit b(ag - vo) = 1 donc b divise 1 ; ce qui est
contradictoire avec b = 2, donc u; # 0.
3.aup-bvy=a(bg+u;)-bvy=1.
au, - b(-aq + vy) = 1 donc le couple (u; ; —aqg + v;) est solution
de (E).

4.CommeO=<u,<balorsu; <b-1alors:
au, -bv,=1etau,-bv;<alb-1)-bv,.
bv; <ab-a-1doncv, Sa—aTH,commeaT+1 > 0 alors
vy <a.
5. Si v, =0, alors (E) devient au; = 1 et commea = 2ilya
contradiction. Donc v, # 0.
6. (u; ; v4) et (u, ; v5) sont solutions de (E) donc:
aluy—uy)) =b(v;-vy).
Comme a et b sont premiers entre eux, alors v; — v, est
un multiple de a et comme 0 < v; < aet0 < v, < g alors
-a <v; -V, <a.Le seul multiple de a qui vérifie cette inégalité
est 0 donc v; — v, =0 et v; = v,, de méme pour u; = u,.
m a=2n(n)etb=n(2n+ 1). Comme les deux entiers consé-
cutifs 2n et 2n + 1 sont premiers entre eux, PGCD(a; b)=n=d
etb-a=n.
m=2n2(2n+ 1) =4n3 + 2n?
b2-a?=4n3+n?
m-d?=4n3+n?doncb?-a’=m-d2
E 1. (Pﬂ(%) est irréductible < a et b premiers entre eux.
Soit d un diviseur commun de a et de b alors d est aussi un di-
viseur commun de a -b et ab en tant que combinaison linéaire
de aetdeb.Donca- b etab sont premiers entre eux et Gﬁb
estirréductible : (P,) = (P,).
(P,) & a- b et ab premiers entre eux. Soit d un diviseur commun
de a-betab, dest aussi un diviseur commun de a(a(a- b) - ab)
et de b2 (ab - b(a - b)) en tant que combinaison linéaire de a- b
et ab. Donc a? et b? sont premiers entre eux et par suite a et b
le sont aussi. % est irréductible : (P,) = (P;). On a bien I'équiva-
lence.
2.Comme «aet b premiers entre eux » < «a—- b et ab premiers
entre eux » alors si d est le PGCD de x et y, alors il existe a et b
premiers entre eux tels que x=da ety = db.
De plus m =PPCM (x ; y) = dab.
Etx-y=d(a-0b).
PGCD (x-y ;m)=PGCD(d(a-b);dab)=dxPGCD(a-b;ab)=d.
m 1. Les paires cherchées sont (42 ; 1 680) (1 680 ; 42),
(210;336) et (336 ; 210).
2, Les solutions sont de la forme x = 14 + 5kaveck € Z.
3. Les solutions sont de la forme x = 14 + 5k ety = -21 - 8k
aveck € Z.
Z8 soit n le nombre de jetons.
Alors:n+1=10a=9b=8c=7d=6e=5f=4g =3h=2i,avec
a,b,c d, e f g, h,ientiers naturels non nuls.
De plus, n = 11j, avecj entier naturel non nul.
n+ 1 estainsi multiplecommunde 10,9, 8, 7,6, 5,4, 3 et 2,donc
de leur PPCM qui est 2 520.
D'oli: n=2520k - 1 avec k entier naturel non nul.
Pourk=1, nestinférieura3000:n=2519, et c'est un multiple
de11.
3 1. soit g et q’ deux entiers naturels et r et r’ deux entiers
naturels compris entre 0 et 25 tels que ax + b = 26q + r et
ax'+b=26q"+r.Sif(x)=f(x"),alors:
r=r"etax+b-(ax'+ b)=26(g-q).
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a(x - x’) = 26(g - q'), comme a et 26 sont premiers entre eux,

d’apres le théoréme de Gauss, x — x’ est un multiple de 26 et

de plus —26 < x - x' < 26, le seul multiple de 26 correspondant

estOdoncx-x'=0etx=x"

2.0na:ax-x)=26(q-q).

Si d est le PGCD de a et de 26, alors il existe deux entiers a’

et k premiers entre eux tels que a = da’ et 26 = dk et I'égalité

devient a’' (x-x") = k(g - q') alors comme, d'aprés le théoréme

de Gauss, x — x’ est un multiple de k avec -26 < x — x’' < 26

et comme k 26 alors il existe un autre multiple de k que 0 et

donc eu moins une autre solution que x = x;, on ne peut alors

décoder certaines lettres.

3. Il faut que a soit premier avec 26 et b entier.

ac{1;3;5;7,9;11;15;17;19;21;23;25}.

4.5oitacE,a €E aa'=1(26) < il existege Z tel que :
aa'=1+26qg<aa -26g=1.

Comme a est premier avec 26, alors, d'apres Bézout, il existe

un couple solution (a’; g) qui vérifie aa’ - 26q = 1.

5.S5iy=f(x):ax+b=y(26);aa'x+adb=d'y(26);

x+ab=dy(26)etx=dy-d.

{EE] 1. CAMILLE donne EAYCNNQ.

2.7 et 30 n'ont pas d'autres diviseurs communs que 1.

7%x13-3x30=1.

3. 0n suppose f(x) = f(x), soit x” = x7 (31), et x”13 = x'7¥13 (31).

Alors, puisque 7 X 13 =1+ 3 x 30, on a: x1*330 = x'1+3x30 (31),

soit x X (x30)3 = x’ x (x'39)3 (31).

D'aprés le petit théoréme de Fermat : x3° = 1 (31) pour x non

divisible par 31.

On en déduit alors : x = x’ (31), soitx—x' = 0 (31).

Puisque x et x’ sont éléments de E, on en déduit: x - x' =0,

soitx=x".

Si x et X' sont divisibles par 31, on a bien aussi x = x', car alors

x=0etx =0.

On en déduit: f(x) =f(x') = x=x".

Par contraposée, on a bien : x = x' = f(x) = f(x').

4.Siy=x’(31)alorsy3=x7x13(31) ety'3 = x (31).

5. MICHEL est le mot cherché.

E 1. a et b étant premiers entre eux, le théoreme de Bézout

assure I'existence de solutions entiéres de I'équation (E) au + bv

=1 etrésoudre (E) revient a résoudre au=1-bv soitau = 1 (b).

2. au est un multiple de a, donc on cherche les multiples de a

dont le reste dans la division euclidienne par b est 1.

3. Entrer a, b, n

Pour v allantde 1 an
Simod (au; b) =1
Alors v prend la valeur
Fin Si
Fin Pour
Afficher u, v

1-au
b

EE Fichiers disponibles sur www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
02_TSspe_exercice153.xIsx (Excel 2007),
02_TSspe_exercice153.xls (Excel 2003)
et 02_TSspe_exercice153.0ds (OpenOffice).
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1.2.3.4.

L E S | N | D | C|E

76 | 69 |83 |73 |78 | 68|73 |67 |69

S| X | N[ Y| U J R | X

S{O|N|T|U|T | L E S

83 (79 (78 (84|85 |84 |73 |76 |69 |83

500 vlals|rlB|Y|[n|lalslal|T]a

7618981 (74(82|66|89|78|81|74|81|84]81
0|13|19| 8|2 |(14|13]|18|19|8 [19(20]19
AIN|T|IT|C|O|N|S|T|I|T|U|T

J|B|lY|Y|X|S|S|X|V|X]|Y

74166 |89(89(88|83|83(88|86|88]|89]81

8 | 14|13 13| 4|11 |11 4|12 4 [13|19
I'fO|N|N|E|L|L|E|M|E|N|T

[154] 1.a.Sin=2palorsM=18p+1etN=18p-1,Met Nsont
de la forme 2Q + 1, avec Q entier, donc M et N sont impairs.
b.N-M=2donc PGCD (M; N) divise 2 mais comme M et N sont
impairs alors PGCD (M; N) = 1.
2.a.S5in=2p+TalorsM=18p+10etN=18p+ 8, Met Nsont
de la forme 2Q, avec Q entier, donc M et N sont pairs.
b. Comme PGCD (M ; N) divise 2 et que M et N sont pairs alors
PGCD(M; N)=2.
3.a.A=MxN.
b. Si n est pair, alors M et N sont impairs et leur produit aussi,
donc A est impair.
c. Si M et N sont pairs, alors 9n est impair et donc n est impair.
Il'y a donc équivalence entre :

«n estimpair» et « M et N sont pairs ».
n est impair < M et N sont pairs < leur produit A est divisible
par 4.
E 1. a. D'apres le théoreme de Bézout, comme e et
(p —-1)(g -1) sont premiers entre eux, il existe u et v entiers tels
queue+(p-1)(g-Tv=1.
b. On effectue la division euclidienne de u par (p - 1)(g - 1) :
il existe donc des entiers ketdtelsqueu=k(p-1)(g-1)+d,
avec0<d<(p-1)g-1).
Sid=0,alors u=k(p - 1)(q - 1) et en remplagant dans I'égalité
de la question 1, on obtient :

(ke+v)p-T)(g-1)=1.
Cecientrainep-1=1etqg-1=1,soitp=2etq=2,cequiest
impossible, car p et g sont des tres grands nombres premiers.
Ainsi:dz0et0<d<(p-1)g-1).
c.Onaalors:(ke+Vv)(p-1)g-1)+ed=1, ce quis'écrit :
ed+w(p-1)(q-1)=1,avec w=ke + v; w est bien un entier
car k, e, v sont des entiers.



d.e=2,d=1,donced = 2. Ainsi, w(p - 1)(g-1) <0, et donc
w < 0 puisque p - 1 et g - 1 sont strictement positifs.

2. xed = x1-wp-10a-1) = x x (x (P-D(a-D)-w,

D’apres le petit théoréme de Fermat : xP~! = x (p) si p ne divise
pas x.

Alors: xP-1@-1 = x (p) et xe@ = x (p). Cette congruence est vraie
aussi si p divise x.

De la méme facon, on a: x¢ = x (q).

Ainsi, x¢d - x =0 (p) et x¢ - x = 0 (q).

xed — x est divisible par p et par g, avec p et g premiers entre
eux, donc x¢ - x est divisible par pq.

On en déduit : x¢¢ - x = 0 (pq) et x¢ = x (pq).

3. On suppose C = C.. Alors : B¢ = B¢ (n), et Bed = B'¢d (n), soit
B =B (n).

Puisque n est supposé « trés grand » par rapport aux blocs B et
B’,on en déduit:B=18".

Par contraposée, on a bien démontré:BzB = C=C'.

4, Si C = B¢ (n), alors C4 = Bed (n), soit B = C9 (n).

[ 1. U, =10, U, = 48, Uy = 232, U, = 1 392, Us = 8 050 et
Ug = 47 448.

2. On montre que chaque terme U, est divisible par 2, 3, 5 et
7 en raisonnant par disjonction des cas modulo 2, 3,5 et 7.
3.a.2 et 3 ne sont pas divisibles par p. On utilise le petit théo-
reme de Fermat et le théoréme de Gauss.
b.6x2P2=3(p)et2x3P 1=2x3x3P2=6x3P2,
donc6x3P2=2(p).

C.6U,_,=6x2P~24+6x3P~2+6P~1-6 donc6U,_,=3+2+1-6(p)
soit 6U,_, = 0 (p) ; 6U,_, est divisible par p. Comme p > 3 et
p ne divise pas 6 alors, d’aprés le théoréme de Gauss, p divise
Up-2etp € (E).

[ an'est pas divisible par b, donc d'aprés le petit théoreme
de Fermat:ab~' =1 (b) etainsia®' + b1 -1 =0 (b).

De méme, b n’est pas divisible par b, donc b = 1 (a) et ainsi
at-1+b9-1-1=0/(a).

a et b étant premiers et distincts, ils sont premiers entre eux.
Ainsi, puisque ab~' + ba! - 1 est divisible par a et par b, il est
divisible par le produit ab.

E (7;84),(21;28),(28;21) et (84; 7).

159 p étant premier, a I'aide du corollaire du petit théoréme
deFermat:(n+1)»=n+1(p) etnP =n (p).

Dou:(n+1P-(nP+1)=n+1-(n+1)(p)=0(p).

Ainsi: (n+ 1)P - (nP + 1) est divisible par p.

De plus,sin=10(2),alors(n+ 1)P-=(nP+ 1) =0(2).
Etsin=1(2),alors(n+1)P-(nP+1)=0-2(2)=0(2).

Dol (n + 1)P = (nP + 1) est divisible par 2.

Puisque le nombre (n + 1)? - (nP + 1) est divisible par 2 et par
p, avec 2 et p premiers entre eux, alors il est divisible par 2p.
] 3x-5y=6 < 3(x—12) = 5(y - 6).

A l'aide du théoréme de Gauss, on trouve :

x=12+5k
3x-5y=6 &

Y =6+3k ,aveckEe 7.

y=x2(5)<6+3k=(12+5k)?(5) = 3k=3(5) = k=1(5).
Ainsi:k=1+5m,avecm € Z.

s x=17+25m
D'ou:
y=9+15m

3] si cette fraction est un entier, alors n2 + 5 divise n® + 4.
Alors : n2 + 5 divise n(n2+5) - ("3 +4) =5n-4.

Dol : n?2 + 5 divise 5(n2+5) —n(5n—4) =4n + 25.

Et n? + 5 divise 5(4n+ 25) — 4(5n - 4) = 141.

Donc:n2+5 € {1, 3,47, 141}, et n2 € {42, 136}, ce qui est
impossible.

Dong, cette fraction n’est jamais un entier.

3 soitn le nombre dejetons.Alors:n=4(11)etn=>5(13).
Ainsi:n =4+ 11a, avec a entier, et n =5 + 13b, avec b entier.
D'ou:4+11a=5+13bet11a-13b=1.
11a-13b=1<11(a-6)=13(b-5).

Onendéduit:a=6+ 13ket b =5+ 11k, avec k entier.

D’ou n =143k +70.

Puisque 100 < n < 500, on en déduit: n € {213 ; 356 ; 499}.
E Soit d = PGCD(x ; y) alors x = dx’ et y = dy' avec x’ et y’
premiers entre eux.

dix'+y'-1)=1doncd=1etx'+y'=2.

Puisque x’ +y’ = 2, si x’ est pair, alors y’ est pair, et

PGCD (x";y") #1;doncx’ estimpair.

On pose : x' =2k + 1 avec k entier.

Alors:y’'=1-2k.

D’ou les couples solutions : (2k + 1; 1 - 2k), aveck € Z.

avecm € Z.
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CHAPITRE

SUTIESHNSIIGES

Le programme

Matrices et suites

11 s’agit d’étudier des exemples de processus discrets, déterministes ou stochastiques, a 'aide de suites ou de matrices.
On introduit le calcul matriciel sur des matrices d’ordre 2. Les calculs sur des matrices d’ordre 3 ou plus sont
essentiellement effectués a 'aide d’une calculatrice ou d’un logiciel.

Exemples de probléemes | Contenus

Marche aléatoire simple sur un graphe & deux ou trois sommets. | « Matrices carrées, matrices colonnes : opérations.

Marche aléatoire sur un tétraédre ou sur un graphe 8 Nsommets | « Matrice inverse d’une matrice carrée.

avec saut direct possible d'un sommet a un autre : a chaque | « Exemples de calcul de la puissance n-i¢éme d’une matrice carrée
instant, le mobile peut suivre les arétes du graphe probabiliste | d’ordre 2 ou 3.

ou aller directement sur n’importe quel sommet avec une | o Ecriture matricielle d’un systéme linéaire.

probabilité constante p.

e Nolre point de vue

Ce chapitre introduit la notion de matrice et les opérations élémentaires sur les matrices. Les problémes et les exercices
corrigés du cours ont pour objectif de donner un sens intuitif a ces notions. Plusieurs exercices, notamment les Vrai/
Faux permettent d’attirer I'attention sur les propriétés des opérations de méme nom portant sur les réels qui ne se
généralisent pas aux matrices.

Les principales applications concernent les systéemes d’équations linéaires, les suites (suites définies par une récurrence a
deux rangs, suites imbriquées définies par des récurrences a un rang) et une premiére approche des marches aléatoires.
Ces derniéres seront traitées de fagon plus approfondie dans le chapitre suivant.

Conformément au programme, la calculatrice prend une place importante : I'éléve peut ainsi se concentrer sur le sens
et l'utilisation de la notion d’inverse d’une matrice plutot que sur des techniques calculatoires.

Les exemples de calcul de puissances de matrices font intervenir des diagonalisations de matrice. Sur ce sujet, on
trouvera des exercices donnant toutes les indications permettant de se ramener a une matrice diagonale, mais aussi
quelques exercices s’appuyant sur les capacités du logiciel de calcul formel Xcas. Cet usage du calcul formel est aussi
I'occasion de souligner aupres des éleves que des principes algorithmiques permettent de diagonaliser une matrice.
On pourra donner une idée de ces principes en travail de recherche (exercices 113 et 114 page 109).

Les notions abordées dans le chapitre 3

1. Matrices : des tableaux de nombres
2. Produit matriciel
3. Inverse d’'une matrice et application

Avanlt de commencer

Voir livre page 141 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.
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Problemes

Probleme 1 Carre magique

Lobjectif de ce probléme est d'introduire les conventions d'in-
dexation des éléments d'une matrice et les opérations de somme
de matrices et de multiplication par un scalaire par une étude
simplifiée de la structure algébrique de I'ensemble des matrices
magiques.

Partie A

l.a,=4,a03,=1eta,3=7.

2. Somme des éléments de chaque ligne : 15.

3. Somme des éléments de chaque colonne: 15.

4. La somme de chaque ligne et chaque colonne est 34.
5.a.j=i.

b.i+j=p+1.

c. A est magique, C ne l'est pas.

Partie B

1. La somme commune est également multipliée par t.

3. La somme magique de la matrice tM + sN est égale a
tSy + sSy ou Sy, et Sy sont les sommes magiques associées a
MetN.

Probleme 2 Lisisons aériennes

Lobjectif est d'introduire la notion de produit de deux matrices
par le biais d’une situation classique en théorie des graphes
(nombre de chemins de longueur donnée).

30
1.Q=| 11 |
10

2.1l'y a6 chemins passant par A, 2 passant par A, et un passant
par As.

9 2
3. R= .
R (21)

3 3
4.1,=3 P1,jqj1 €trix= > Pijqj k-
=1 =1

77 42
5.a.Q=($ % } g)etR:[4 4 3 4].
1112

4
b.r;,= Z P1,k4k-
k=1

Probleme 3 Evolulion de sondages

Lobjectif est ici de découvrir l'efficacité de ['utilisation des puis-
sances d’'une matrice pour l'étude de Iévolution d’'une marche
aléatoire simple.

1.R,=(0,275 0,725).

2.R; =R,E = R,E2

3.Ry, = RE" = ( 0,456 0,544 ) soit environ 46 % pour le
candidat A et 54 % pour B.

4.Ry =RE"= (0,538 0,462 ) soit environ 54 % pour A et
46 % pour B.

5.a.D:(1 0

0 0,94 )’QP: l

c. Correctif : Il faut lire R, = % (8-5%0,94"-7 4+5x%0,94"-7)
alaplacedeR, = % (8-5x0,947 4+5x0,94").

n —_ n
a1 2+0,94 1-0,94" | g _g -,
31 2-2x0,94" 1+2x0,94"
d. A la 31¢ semaine, les intentions de votes pour le candidat A

dépassent 60 % pour la premiére fois.

Probleme 4 Avec domiciles fixes

On étudie une deuxiéme marche aléatoire a priori plus complexe
que la précédente. On donne ainsi le statut de méthode a
«l'astuce » de l'introduction d’une matrice du probléme précédent.
1.a. P(My) = P(My) Py (My) + P(Ly) P (M) + P(C,) P, (My)

=1x0+05+05=1

3 3
c.d2=d1A:(% 3 %)=(P(MZ) PlLy) P(C) )
2. On obtient de méme d3:d2A:(% % %)

4, Correctif: I'énoncé de cette question doit étre « Déterminer la
probabilité que cette personne passe Noél 2012 a Lille. Répondre
alaméme question si I'on sait qu’elle était a Lille en janvier 2012 ».
La suite (d,) est constante, d’ou la probabilité cherchée.

Si la personne était a Lille en janvier 2012, c’est-a-dire si
d1:(1 0 O),alors:

341 683 683
_ n_| 24l 085 685 |
diz=(100)xA —(1024 2048 2048

Probleme 5 Somme de puissances
d'entiers
Lobjectif de ce probléme est d'introduire la notion d'inverse d’une
matrice et son lien avec la résolution de systéme. Lutilisation d’'un
logiciel de calcul formel permet de focaliser I'attention de I€léve
sur l'utilisation possible d’un inverse de matrice plutét que sur des
calculs fastidieux.
Fichiers associés sur www.bordas.fr et sur le manuel
numérique premium : 03_TSspe_probleme5.xws et
03_TSspe-correctionprobleme5.xws (Xcas) ;
03_TSspe_probleme5.dfw (Derive).
Partie A
1. f()=a+b+c+d+e,
f(2)=16a+8b+4c+2d+e,
f(3)=81a+27b+9c+3d +e,
f(1) =256a + 64b + 16c +4d + e
et f(5)=625a+ 125b + 25c + 5d + 1.
On obtient donc le systeme :
a+b+c+d+e=S5(1)
16a+8b+4c+2d+e=5(2)
81a+27b+9c+3d+e=5(3)

256a+64b+16c+4d+e=5(4)

625a+125b+25c+5d +1=5(5)
dont I'écriture matricielle est celle proposée dans I'énoncé.
La suite S peut étre définie avec le logiciel Xcas en utilisant la
fonction somme (cf. ci-apres).
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S(n).=somme(*3 ],1,n)

le variable(s) globale(s) compilif

3.
n _->somme A.n

seq(S(n),n,1,5)
[1. 9, 36, 100, 225 |

2. a. De I'égalité AX = K, on déduit I'égalité BAX = BK, soit
X =BK. Si la notion de matrice inverse a déja été introduite, de
I'égalité BA =15, on déduit I'égalité AB = Is. Si cette notion n’est
pas introduite, on soulignera qu'il ne s’agit pas d'une
conséquence triviale. On peut dans ce cas calculer a la main ou
avec le logiciel Xcas le produit AB pour traiter la réciproque : si
X =BK, alors AX =K.
b. Le produit peut étre calculé a la
main ou avec le logiciel.
c.On aobtenule polynéme fsuivant :
f(x) = %x“ + %x3 + %XZ. 8
3. Les suites (f(n)) et (S(n)) ont les 100
mémes premiers termes.
Ces deux suites vérifient de plus la
méme relation de récurrence :
fin)=f(n-1)+n3, S(n)=S(n-1)+ n3. Ces deux suites sont
donc égales.
4.a.T7(1)=28,T(2)=153,T(3)=496,T(4)=1225et T(5)=2556.
b. Le systéme a maintenant pour écriture matricielle AX =K; ou
T(1)
T(2)
Ki=|T3)
T(4)
T(5)

K=[11.19).[35].[100).[225]). B*K

o
O o mi= M= &

2

8
La solution de ce systeme est donnée par BK; =| 11 |, d'ou
I'expression de g. ?

c. Des calculs pour confirmer I'égalité des suites (T(n)) et (g(n)) :
g(n)=2*"n*4+8"n"3+11*n"2+6"n+1

U/ Interprete g
I/ Success complling g

n -» 2un4+ Enn3+ 11 un2+6nn+ 1
simplifier(g(n}-g(n-1));simplifier(T(n)}-T(n-1))

{ aun3+ 12nn2+6un+ G Bun3+ 12u|"|2+ Gun+1 )

Les premiers termes des deux suites sont égaux et les deux
suites satisfont la méme relation de récurrence : elles sont
égales.

Partie B

Pour la somme des carrés des premiers entiers, on procéde de
la méme facon.

On détermine une fonction

polynédme candidat (cf. ci-contre). Fr comme d
D’ou la fonction candidat : W W_"“_uz-"""rlg.i_

n
P2 =V VIZHVON VSN VS "2
h:n— %n3+4n2+%n+1.

() =Soemme {27 12 1.0

10
Puis on démontre que cette (35

fonction h convient a l'aide des
calculs suivants :

£
= & ok o
S— .

seq(Vi(n).n,1,5) . seq(h(n).n,1.5)
([10, 35, 84, 165, 286 | [10, 35 84, 165, 286 ]

simplifier(V(n)-V(n-1)) ; simplifier( h{n)-h{n-1))

2 3
(dun +4un+1, 4un +4un+1 )

G Exercices

POUR DEMARRER

EW 1.4,,=02;0,;=0,8;0d,35=0,05.
2. et 3. Les détails de la procédure se trouvent en page 82.
La sommeest 1,5.

EA=(23).

EN 1.A=

_‘
co—-0o N
o—-0=
—o-o0
o—-o0o
NN

11110
2. g;; = ag;; traduit I'équivalence : « i serre la main aj si, et
seulement si, j serre la main a i ».

201
ENA=l012]|
120
l.a,3=3;a3,=7.
3 3 3
2. Y a;,;=15. 3. Yay;=15. 4. a, ;=15
j= i= i

[ 6 | B=[
218

(o)W, B
~—

A wnN
v bhw

n
EA trace(p) = 2i=%n(n+ 1)
s

n Voir livre page 141.
Ex 10I2—7J:( 3 ‘14).

-21 -18

m3A=(—3 36}

30 1,5

2
JA-B= 0 —26—5.
-14,9

2 5 5
(11 [Py 6 13 8 |
19 13 17
m Voir livre page 141.
222 312 27
13 | 2A—3B=[4 4 4]—[3 12 27}
6 6 6 312 27
-1 -10 -25
dou2A-3B=| 1 -8 -23 |
3 -6 -21
m Voir livre page 141.
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IEAX=(_°

26
X' V_(1 2} x
I:ﬂ(y,)-(_1 1)(y}
(17 | s'agit d'une symétrie de centre l'origine du repére.
0
18 Ax=[ 0 J
0
gy [ 298 151 2222 o (112279
2,87 10,48 20,15 320 10503 )
m Voir livre page 142.

21 | ( ;r j=( i ) . Il s’agit de la symétrie dont I'axe est la

droite d'équation y = x.

22 AB=( 199 7.3 jet BA=(_0’6 1'7)

~48,7 -18,5 12
112 12 3 3 3

23 | AB=[—20 -1 30]etBA= 18 21 24 |
-29 -4 48 14 13 12

[ e 1+e* (e+ed e34ed

mAB_(e4 e3+e7)etBA_( IR

m Voir livre page 142.

EX (AB),; = 38 et (BA); ; = 41. Donc AB = BA.
m A" =0, pourn = 2.

m Voir livre page 142.

EXA on vérifie que( _32 57 ) XA=l,.

m Il suffit de calculer AB.
EEN voirlivre page 142.
EX A= 22 )
(35
2. La plupart des calculatrices affichent la méme matrice inverse

que pour A (B = A pour la plupart des calculatrices).

Le systeme s'écrit[ 1 2 | X =( 3 ) ou encore:
= Y ( 35 )( y 9

(;J=gj AGHE)

6 7 8
12 1113

1 -3 -5 4 5 1 -1
B=ﬁ -18 22 -8 |.B| 9 3 =1 |
18 —-14 4 14 5

POUR S’ENTRAINER

35 | 1.Ez(seo 160 80)_

m La matrice A= a pour inverse

560 105 35
=(0,747 0,177 0,077 ).
3210
6 420
A=
e 9 630
12 8 40
m Voir livre page 142.
9 12
S= .
38 (6 3)

mSHOx(} })

m t=3 et s=-5.

m s=3 et t=5.

m s=1 et t:eix~

EE3 VRAI. Pour tout couple (i; ), on asa;; = tb;.

s divise tb;; et est premier avec t donc divise b;;. Il existe donc
un entier m;; tel que sm;;=b; ;.

m VRAI: chaque élément sa;; est nul, donc si s est non nul,
chaque g;est nul.

17 16 12 )( 9
A m= 9+6+6 1919 15 || 6 |
14 15 18 )\ 6
3 (AB); ; = 38 et (BA); ; = ~19. Donc AB = BA.

47 | 1.ACZCA:(267 332 j

415 516
2.CA=A2A=A3=AC.
m Voir livre page 142.

0 4 ’ 4 0
1.B= tB = .
2 (01)6 (1oj

8 1. A2=-1,, A3 = -A et A* = 1,. On fera le rapprochement
avec les puissances du nombre i de I'ensemble des complexes.
2.Sin=0(4),alors A" =1,.Sin=1(4), alors A" = A.
Sin=2(4), alors A" =—-I,.Sin=3(4),alors A" =-A.

000 000
E A2={0 0 o]etA3=[o 0 0].

100 000
D’ol A" =03 pourn = 3.

E 1.A2=[8 —1 é]etA3=[? 8 —}]
1-10 01 -1

Ad=l5et AS=A.

2.Sin=0(4),alors A" =15.Sin=1(4), alors A"=A.

Sin=2(4),alors A" = A2, Sin=3(4), alors A" = A3,

El 1A= : !
a
2.et3.0n conJecture et on prouve par récurrence :

An =[ @' na™!
0 a"

g U | a na"! ( 2 j= 2a" + ng"!
| v, 0 an 1 an ’
B 1.82= ( ot ),A3=I2etA4=A.

2.Pourn=0(3),A"=1,
Pourn=1(3),A"=A

Pourn=2(3),A"= 0 1).

(4

(5]

ponas, [ (3).
Pourn_1(3)[ ] A( 57 7‘;5)

_ Uy |_( 0 1 To_ V3
Pourn=2(3),(vn ]—(_1 —J(@j_(—n—«ﬁ)'

1. On prouve par récurrence que J" =2"-1J,
2.A=1+2),A2=1+12)JetA3=1+62).
3. Preuve par récurrence.
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TN PIN sFrompt. N
2ol % e iEarc )
or o 3
IRU+2x e ] 335 tl.
2+ 3xUs Uz lJ+Ue $ 2L+ 3*\;.,\;
NexLe sl
V] tEnd

tDisp WV

b Un |_af 1457 —1+45n (2): —1+3x50
Vi 2\ —1+5" 1450 4 1+3x5" )
m La réciproque est fausse.

Contre-exemple avec A=B= ( 01 ]

00
m Voir livre page 142.
m 1. La probabilité d'obtenir deux fois la méme image
est égale a 3 x% = % La probabilité d’obtenir deux images
distinctes est %
2. la probabilité d’obtenir les trois images avec trois achats
est 6 X -

33

2-(1 2 2).1 o o

3.b.(10 0)M ( 939 ) 9 est la probabilité de n"avoir

qu’une seule image apres trois achats, % d’avoir deux images

distinctes et % la probabilité d’en avoir trois.

20
243 243 27

BN 1.Ac=cA=o.

2. Démonstration par récurrence.

3. A"=3n-1A (récurrence).

c(100)ws =( -1 62 20 ) La probabilité est

2%x3n-1 _3n-1 _3n-1
4, C2n = (-'l)’7 _3n-1 2x3n-1 _3n-1
—3n-1 —3n-1 2% 3n-1
o -3n 3
em=1)" 3» 0 -3n
—-3n 3" 0

5. On distingue les cas n pair, n impair.

=a 1.A2=[? } }]ew:[g ? ?]
111 311

3. Récurrence.

4.b.b;=1etb,=3.

c. Le programme suivant calcule b, pour n = 3.

" N " Q*Nd
1+P:3+Q¢
For S

To Ne
R+2XP+R:Q+PiR»Qe
Esxta

d. En utilisant les valeurs b; = 1 et by = 3, on obtient u = et

(33)

V=1

5. q, =2b, ,=2x (% X1+ dx 2n—1).
E3 FAux. Contre-exemple avec A=B =
m VRAI Exemple a I'exercice 53.
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3x+11y =
E Le systeme X y as’écritaussi
2x+5y=»b yzla—ib

A est donc inversible d'inverse A~ = %( S n )

2 -3
1= -3 7
23 on obtient A- —( 12 _5)

A Pour la matrice A :( z Z j I"algorithme consiste
essentiellement en un test :

si ad = bc alors A est non inversible, sinon A est inversible.
3 2= I, donc B est inversible et B-' = B.

2 -2 2 3__ ‘o A-1 = —LA2
(70 it 7(_6 _z)etA— 8l; Dot A1 =~ A2,

m 1. Si A est inversible d’'inverse B alors :
A2B2=AABB=AlLB=AB=1,.

Donc A? est inversible, d’inverse B2, Par récurrence, A" est

inversible, d'inverse B".

2. Vrai. Si A" (n = 1) est inversible, d'inverse B alors

A"B = A x A"-'B =1,. Donc A est inversible.

m Voir livre page 142.

EEN 1.siD

a0o0
=| 0 b 0 |aveca, b, c non nuls, on vérifie que
0c

DD'=lou: 0
a' 0 0
D'=| 0 b 0
0 0 ¢!

G Gy G

a pour éléments

ao0o
2. leproduit| 0 b 0 || a7 a2 Gy3
00c

31 G3p 033
diagonauxaxay 1, bxa,, cXxas;.Siun élément diagonal est
nul, la matrice D ne peut pas étre inversible.

(74 | 1.et2.P:%(i _11)etD=QAP=((5) ° )
3.D'ou A"=PD"Q
1 4x(2)"+3x5" —3x(-2)"+3x5"
—4x(-2)"+4x5" 3x(-2)"+4x5"
m FAUX. Contre-exemple : A=( 12 j,B=( 34 )

3 4 12
1Rol _ 3 -5
On vérifie : ABA'B- 2(5 _7j

EZN FAUX. Les matrices A= (2) et B= (-
la matrice A + B = (0) ne I'est pas.

mu\:( 5 4)etA*‘:%(_7 4 )

2) sont inversibles et

10 7 10 =5
() ()-5)
y b 2a-b
20x+16y =7 4 _7
2. Le systeme {10x+7 y_15 s'écrit aussi X+ay
y= 10x+7y—15

D'ou les coordonnées du point d'intersection :

747,44
(ij 5><4+5><15 =( 9/55)

y 7 _ -11,5
2><4 15
m 1. Le systéme a pour solution (%—%)
1
X = —a+—b
2. 10
yzga——b



4 3
3.A= .
A (4—2)

q_1(2 3
anie (2 3)

m Voir livre page 142.

a_1(12 =10
Bl 1. a0 = )

-4 5

. S5x+10y=1-6z . % 1-62 ) ps
2.Lesysteme{ 4X+12y:3_zsecrltA(yj—( 3_7 jdou

X|__1(12 =10} 1-6z soit| X |=_L -62z-18

y 20{-4 5 3-2z y 20\ 19z+11 )
D’ou une représentation paramétrique de la droite d'inter-
section.

4 21
E 1-M=[16 4 1].
36 6 1
1 -2 1
z.M'1=l[—1o 16 —6].
24 24 8
3]
M-l 118 [=| 4 [.D'ouf(x)=7x2+4x-10.
266 -10
) [ 43
3.M7 2 |= 2p—4
p 4p+6

900 = (%p + %)x2 +(2p—4)x +(4p+6).
EEN VRAL Sila matrice estinversible, le systéme a une solution:
(5g)(e)
b b '
EZ3 raux. Lorsque le systeme a plusieurs solutions, la matrice
n’est pas inversible.

—714_5
BT w78
y=—4a+3b 2\ -8 6
3__ s Vo 1(7 -49 N
m’C— 8l,d'ouC ' = 8C_28(3 7 et le systeme
se résout par le calcul :

“(3)-a )

m (55§ Jon-(3 )

10 9

AN :22n—1(‘I ‘I).

11

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 142 et le site www.bordas-indice.fr pour les
corrigés détaillés.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Chiffrement de Hill

La notion de matrice et de produit par un vecteur colonne est ici
utilisé pour un probléme de cryptage classique. Létude de ce TP
nécessite d'avoir déja poussé assez loin I'étude des notions de
I'arithmétique du programme.

A. Le principe du chiffrement de Hill

l.a.y, =( 8 =[ 46 =24,

aV (47)’ V2 (27 etVi={ 1,

b.w,=( 3 =(20 =(24).

Wi (21)' W, (1 et W= 1,
3 -5

2.B= .

s=(% 7))

_[ —96 _[ 55 _[ 2
BW,—( 39 ), BWZ_(—18) et BW3—(4).

Aprés réduction modulo 26, on retrouve U;, U, et Us.
3. Avec YOWPEE, on forme les matrices W, = fj LW, = 12§ )

W;:(i)puisBV\A:(i),BW2=(_89)etBW3=(_48)
1

réduisant modulo 26 : U; = ﬁ ) U, =( 3

Ce qui correspond au mot CERISE.
B. Un autre exemple

1. On obtient W; = Y , W, = 15 et W; = 12 50t
19 16 10

HTPQMK.

2. MA =431,. Aest donc inversible et B = % M.

3. Les coefficients des matrices BW;, BW, et BW; ne sont pas

entiers.

5.5iv=| jetW =( e )avecw1 =v,(26) et w, = v, (26),
V2 w3
avec C= ( ab ) (a, b, ¢, d entiers),ona CV = avi +bv; et
cd cvy+dv,
W= ( awi +bw; 1 ¢ léments de CV sont congrus modulo
cw, +dw,
26 a ceux de CW.

On vérifie que 23 x43 = 1(26).Ona CA=AC=23 x431,.

SiV =AU, alors CV=CAU =23 x43U. Les éléments de CV, donc
aussi ceux de CW, sont donc congrus modulo 26 a ceux de U.
La clé C permet donc le déchiffrage.

C. Un troisiéme exemple

1.Les mots AA et AN par exemple sont codés par ( 8 ) et( 1% )

et chiffrés tous deux par ( 8 ) Ou plus généralement, le mot

codé par| 9 |etle mot codé par( a )sont chiffrés par
a a+13

le méme mot.

2, Cette matrice n’est pas une clé acceptable.

D. Critére pour une clé acceptable

1. AM = MA = 3l,.

2.3 est premier avec 26. |l existe donc des entiers u et v tels que
ud + 26v =1 (Bézout). Posons B = uM.

Alors AB = BA = uMA = udl, et ud = 1(26).

3. On déchiffre le message en appliquant le principe du
chiffrage avec la clé B (cf. partie B.5.).

E. Trigrammes 3 3
1. On forme les vecteurs U, = [ 13 ]et U, =( 2 ]
3 4

97 50 19
Puis Vi =AU, =| 67 | V,=AU,=| 38 |[etW;=]| 15 |,

139 80 9

W, = [ 12 ] ce qui donne le mot TPJYMC.
2
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( 159 286 390 ]
2. MA=| 104 159 208 |etN=3l5.Comme9x3=1(26),la
156 286 393

matrice B = 9M permet le déchiffrement.

TP 2 Algorithme de Smurne

On étudie dans ce TP un algorithme classique d‘approximation
d'irrationnels par des nombres rationnels. Les calculs prouvant
la conjecture émise en début de TP seront menés avec le logiciel
Xcas qui permet de diagonaliser la matrice intervenant et, donc,
d'en calculer plus facilement les puissances. Dans la partie C, on
s‘assure d’une relecture attentive de l'ensemble de la démarche
par Iéléeve en lui demandant de reproduire le déroulement du rai-
sonnement dans une situation légérement modifiée.

Fichier associé sur www.bordas.fr et sur le manuel numérique
premium : 03_TSspe_TP2.xws (Xcas).

A.Un algorithme

UNU PN 12KE 19V tPromet N
For 1»J To Ne 1KLY
REYIRI2XX+YIVIAIXG | tFor(J. 1, N
Nexte EXHYIAE kXYY
: PR
tEn
tDise YR

Les affichages semblent converger vers +2.

B. Une matrice

1.0 5y1)=1(2;3), ;)2 =(5;7) et (x3;y3) = (12;17).
11

2n-(11)

3. Récurrence.

4. Pour I'entrée n, la sortie de I'algorithme esti—”-

5. a. Saisie des matrices A et Uy : "

1jA:=101,11,[2,7]); ve:=[[1],[1]]

1,1 1
( )
2.1 1

b. Calcul de U;, U, et Us:
2[U1:=A"U0; U2:=A"U1; U3:=A"UZ
( 2 5 12 )

3 7 17

c. L'instruction |jordan(A) |a pour résultat une liste de deux

matrices P=jordan(A)[0] et D=jordan(A)[1] qui sont telles que
A = PDQ ou Q est la matrice inverse de P et D est (ici) une
matrice diagonale.

P:=jordan(A)[0];D:=jordan({A)[1],Q:=simplifier(inv(P))
1 V2
1, 1 Va1, 0 2 4

V2, V2 | |o, w241 | |1 /)
2 a

L'instruction | simplifier(P*D*Q) Ja pour résultat la matrice A.
d. De A=PDQ et QP =1, on déduit par récurrence : A" = PD"Q.
Les calculs ci-dessous correspondent donc aux calculs de U,
et U3 :

simplifier(P*"D~2°Q"U0); simplifier(P*'D*3"Q"U0);
( 5 ) 12 )
7 17
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6. a. F(n) est égale a D".

B{F(n):=[[{sqr1(2)+1)"n,0].[0.(-{sqrHZ)}+1)"n]]:Tactor{F"F{n)"Q"UO)
i/ Interprete F
Il Success compiling F

(/200 2020 1) 4 (V20 2)u(/20 1)
4

((oore.

({/2)+ 1)l V2Y o 1)+ (25 1)u(25 1)
2

On en déduit une expressionder, :
2((1 + ﬁ)n+1 + (1 _ @nﬂ)
(2+¥2)(1++2)" +(2-¥2)(1-+2)"

b. Détermination de la limite avec Xcas :

7 [U=unapply(factor(P-F(n) @ U0),n):;
Done

e [r:=unapply(U(n)(11[01U(n)[0]1[0],):;
[ Done
o [iimite(r(n),n +infinity)
[ V2

On a utilisé I'instruction unapply qui permet de définir une
fonction a partir d'une expression. On aurait pu ici remplacer
les lignes 7 et 8 par :

[U(n):= factor(P*F(n)*Q*U0):; ]
et (r(n):=U(n)[1][01/U(N)[0][0]:;).

L'instruction | U(n)[0] |renvoie la premiére ligne de U(n). Cette
premiére ligne est une liste : on détermine son premier (et

unique) élément par.

_1-2 o 2(1+am) )
c.Posons a= ok Ona: r,= (2+@+(2_‘/§)an
1+42 1442

. 2 =\/E
La limite en + o est —(2*"/5) .
1+2

C. Généralisation

1. On obtiendra cette fois des approximations du nombre v3.
2. 0On adapte la feuille de calcul formel en modifiant la matrice
A et en relancgant les calculs.

CAP VERS LE BAC

Sujet A

Tou;=3+2v2, uy=17+122, u3=99+70+2.
2.up. 1 =(a,+b,v2)(3+2+2) donne:
Upsq = (3a, +4b,) + V2 (2a, + 3b,).

Entrée : n entier naturel non nul

Traitement :

a prend la valeur 3

b prend la valeur 2

Pourjallantde 2an
c prend la valeur 3a + 4b
b prend la valeur 2a + 3b
a prend la valeur ¢

Fin Pour

Sortie : Afficher a et b



_(3 4
e

5. a. On vérifie que PQ est la matrice unité.
3+22 0
. QAP =
b-Q 0 3-2V2
6.A=PDQ,d'ou A"=PD"Qd'ol:
23+242)" +3(3-242)"

J_(3+2«/’) J_(3 242)"

‘/—(3+2J_) (3 2V2)"
23+242)"+3 (3 2V2)"

an | _ e 1 . .
7. ( b, J-A (0) d’ou le résultat.

Sujet B

l.uy=2etuz3=12.

2.u,=2u,_; + U,_,:les pavages de la planche de longueur n
débutent avec un carré bleu ou un carré vert et se completent
par un pavage de la planche de longueur n - 1 (d’ou le terme
2u,,_,) ou débutent par un domino (d'ou le terme u,,_,).

Pouriallantde 3an
c prend la valeur b
b prend la valeur 2b + a
a prend la valeur ¢

Fin Pour

Afficher b

4.u,=29etus=70.

(21
sae{?]

6. a. On vérifie que QP est la matrice unité.
1442 0
b.D=
( 0 1-42
7.A"=PD"Q: par récurrence en tenant compte de QP = matrice
unité.

s
Up— Uy

10+7~/_ (1+J—)n2

(—2 -4 2]
1.B=| -2 7 |etAB=10l;.
4 1

1

0

X 1
3.Lesysteme A| y |=| 2 |apour solution: g ; .

z [ 3 ] 10 [3 ]
L'intersection des trois plans est donc constituée du point
M(-0,4;2,1;1,3).
4.A3=-1013 + 4A2
5.A%=AA3=-10A +4A3=-40l; - 10A + 16A2
6. Par récurrence avec A"+ ' = AA" et le résultat de la question 5.
7.A5=-1601; — 40A + 54A% et A®=-54015- 160A + 176A2.

Sujet D

1. Proposition A fausse. Contre-exemple :

_(-12 (22
a1 2)es=(22)

Proposition B fausse. Contre-exemple : prendre B = A.
2. Proposition C fausse. Contre-exemple :

_(01 Apifia A2 —
A—(O 0)verlfleA =0,.

3. Proposition D fausse puisque ( 0 est aussi solution.

0

4. Proposition E vraie : A" = (
récurrence).

97 | 04:

0
reuve par
4n—1 4n ) (p p

—_

1 1 1 0
1
5 ),QMQ =| o 47 |-Dou:
X

1,
E
2_
3
On en déduit a, par ( j = M"( ; ) On peut aussi remarquer

que la suite ((Z Dest constante.
n
1 3 -8
B3 A ( 3 )

N 1-2z F N
L = |
e systéme A( y ) ( 15411z ) est équivalent au systéme

X \oaa 1-22 ) soit[ X |21 —94z-117 ),
y 15+11z y 50 81z+103
L'intersection des deux plans est donc la droite de représen-
X = %(—941‘—1 17)

tation paramétrique |y = %(81t+103) , teR.
z=t
195, x=—%a+§b
1.
a 17b

A5 )n(71)

1_ -3
OnadoncA- ( 7 _17j

POUR ALLER PLUS LOIN

X 1. La récurrence s'appuie sur les formules usuelles de
trigonométrie : cosa cosb —sinasinb = cos(a + b),

sinacosb -sinbcosa=sin(a-b).

2. Les entiers n cherchés sont les entiers tels que n=1(2p).
{II 3. NP = N pour tout entier p =
tout entierp = 1.

4. Parrécurrence: A" =N+ (1-a-b)"R.

5. On retrouve ce qui précéde par le calcul :

1. De méme RP = R pour

1 0
An=p an.
A 2.£,=2(14+1, 2). 0 (1-a-b)
fi=3(1+1+1, 241, 1+2).

f,=5.
f5=8(1+1+1+1+1, 2414141, 14+2+141, 1+14+2+1,
T+1+1+2, 24+2+1, 2+1+2, 1+2+2)

o (o (1)
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o[ 1+45 1-+5 _1( 245 5-45
4.SOItP—( 5 5 )etQ— 20[—2«/5 5+~/§J'

a. On vérifie que PQ =1,.

_ _1(1+¥5 0
b.D_QAP_Z( 0 1—J§)'

c. Récurrence simple avec A=PDQ et QP =15.

5.1 = 5—1%J§X(1—2~/§)" ', 5+1%\/§X(1+2\/§)” "

m 1. Mots de longueur 1:4a, b, ¢, d.D'oup; =3 eti;=1.

2. Mots de longueur 2 : aa, ab, ac, ad, ba, ca, da, bb, bc, bd, cb,
db, cc, cd, dc, dd.D'ou p,=10eti,=6.

3. Les mots de longueur n avec une occurrence paire pour la
lettre a sont constitués des mots de longueur n - 1 avec une
occurrence paire pour a prolongés de b, c ou d et des mots
avec une occurrence impaire pour a prolongés par la lettre a,
d'oup,=3p,_1+ li,_s.

On justifie de méme la relation i, = p,_; + 3i,_1.

4.[% ]B[ P ]
In h

5.SO.t=1_1.
it P (1 1)

I
a.Q—Z(_1 1).

_ _(40
b.D—QBP—(0 2).

o[ Prlof 2n+2xan
“in —2n42x4n )

11
[104] Soit g un réel non nul et distinctde 1 et soitA=| q]'

1 g+1 1 1+g+q?
2= 3=
1.A (0 7 J,A [0 p E

A4—{1 1+q+q2+q3]et A5—(1 1+q+q2+q3+q4]
0 .

0 q4 q5
2. Preuve par récurrence.
p =
5. PD"P-'= 1-qg
0 g

6. On retrouve le résultat sur la somme de termes en progres-
sion géométrique.

i3 2.un pavage de planche de longueur n peut débuter
par un domino (deux choix) suivi d’'un pavage de planche de
longueur n - 2 ou par un carré (un choix) suivi d'un pavage
d'une planche de couleurn-1:u,=u,_1 + 2U,_,.

(21
4.P_(1 1).

—oap_[2 O
5.D—QAP—(O 71).

6.A"= 'I[ (= 4 2m1 (=2) X (=1)n 420+ )

3| (care2n 2x(-1)r 420

Un — An- uy | n
7.(u 1J'A“[u ]etun—g((—n +2741),

n— 1
m Partie A
1.16 =24
2.a.lesystemea+b+c+d=1et8a+4b+2c+d=2et
27a+9b+3c+d=4et64a+ 16b+4c+d=8s'écrit:
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a 1
b 2 o
A c Il 4 ,d'ou:
d 8
1
a 1 61
b =A"1 2 = _5
c 4 4
d 8 3
0
O S N A O S S
b.f(5) =1 x5 +( 2)><5 +4x5=15
1 ya (-3 ,23,0,(_3
3.a.g(x)—24x +( 4))( +24x +( 4)x+1.
b.g(6)=31.
Partie B

2. Avec4, 5,6 points : 8, 16, 31 régions.
3. Une procédure de calcul n’est pas en soi «une logique »...

m 1. a. Probabilité d'atteindre 1 en deux pas :
0,62=0,36.
b. Probabilité de revenir au point 3 en deux pas :
2x0,6x04=048.
2.R=(00 1 00)

a.R=(006 0 040 )

R,=( 036 0 048 0016 )
b.Ri=( 006 0 040 JMou:

1 0 0 0 O

06 0 004 0 O

M=| 0 06 0 04 O
o o0 06 0 04

0O 0 0 o0 1

¢. R, =R;M =RyM2 en utilisant un arbre par exemple.
d.R,=roM".

3. a. En un nombre impair de pas, il est impossible de se
retrouver au point 3.

b. En un nombre pair de pas, I'ivrogne ne peut pas atteindre
les points 2 et 4.

4. a. p, est la probabilité d'atteindre le point 1 en n pas.

b. On peut par exemple utiliser Ry, ; =R,,M et 'emplacement
des zéros dans R,, (question 3.b.) et dans la colonne 1 de M.

108 R W probabilité d'avoir écrit MATH a la quatriéme frappe
est 0,254,
0,75 0,25 0 0 0
0,5 0,25 0,25 0 0
0,5 025 0 025 0
0,5 025 0 0 025
0 0 0 0 1

b. Détailler le produit et comparer avec les calculs faits avec un

2.a.B=

arbre de probabilité.

3. a. La probabilité d'écrire MATH avec les trois premieres
frappes est 0,253, La probabilité de frapper M suivi de ATH est
0,25%. 0,253 + 0,254 est la probabilité demandée.

b.Calculde (0 1 0 0 0)B%



e Prises d'iniliatives

X 0
@ On peut chercherarésoudre A| y |=| 0
z 0

La solution est unique si et seulement si a est non nul. La
matrice est inversible si et seulement si a est non nul. On peut
également chercher a exprimer x’, y’, z' en fonction de x, y, zou

X X
X',y z'sonttelsqueA| y |=| y' |. Onobtient:
z z'
1-3a a 2a-1
At=1l6a-1 —a -4a+1
-1 0 1

110 Lorsqu’on effectue le produit d’'une matrice ligne de n
éléments par une matrice colonne de n éléments, on effectue
n multiplications et n - 1 additions. Pour obtenir les n2 élements
de la matrice produit, on effectue donc n® multiplications et
n2(n - 1) additions.

EEl on vérifie que le produit de deux matrices triangulaires
supérieures est également triangulaire supérieure. Par
récurrence, on vérifie que les éléments diagonaux de la
puissance n de A sont les puissances n des éléments diagonaux
de A. D'ou la valeur de det (A") en fonction des éléments
diagonaux de A.

m On vérifie facilement que cette trace est le double du
nombre de routes.

[EE] L'éleve trouverala réponse dans le cours page 91.

m L’éléve trouvera facilement sur Internet de nombreuses
références sur la méthode comme par exemple :
http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/fethi_aloui/m_
numeri/11syslin/11syslin.htm.

L'éleve pourra également s'entrainer a cette technique :
http://wims.uvsq.fr/wims/wims.cgi?lang=fr&+module=local
%2Falgebra%2Foefmatrices.fr.
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CHAPITRE

4 rrele)

QLe programme

SMesSio

aYo1ation

1l s’agit d’étudier des exemples de processus discrets, déterministes ou stochastiques, a 'aide de suites ou de matrices.

Exemples de problémes

Marche aléatoire simple sur un graphe a deux ou trois sommets.
Marche aléatoire sur un tétraédre ou sur un graphe 8 N sommets
avec saut direct possible d’'un sommet & un autre : a chaque
instant, le mobile peut suivre les arétes du graphe probabiliste
ou aller directement sur n’importe quel sommet avec une
probabilité constante p.

Contenus

« Suite de matrices colonnes (U,) vérifiant une relation de
récurrence du type U, ,; =AU, +C:

- recherche d’une suite constante vérifiant la relation de
récurrence ;

- étude de la convergence.

« Etude asymptotique d’'une marche aléatoire.

Etude du principe du calcul de la pertinence d’une page Web.
Mode¢le de diffusion d’Ehrenfest : N particules sont réparties
dans deux récipients ; a chaque instant, une particule choisie au
hasard change de récipient.

Modele proie prédateur discrétisé :

— évolution couplée de deux suites récurrentes ;

- étude du probléme linéarisé au voisinage du point d’équilibre.

Nofre poinf de vue

Ce chapitre traite des applications des suites et des matrices a la résolution de probléemes d’évolution. Nous avons
partagé la partie « Cours » en deux parties, comme I'indique le programme : une partie consacrée a I'étude des suites
de matrices colonnes de la forme U, ; = AU, + B, et une autre partie consacrée aux marches aléatoires. Chacune de
ces parties est précédée de nombreux problémes, conformément au programme de spécialité.

Pour I'étude des suites de matrices colonnes indiquées dans le programme, nous avons choisi deux problémes
conduisant a une suite vérifiant la relation U, ; = AU, : I'étude de I'évolution d’une population de bactéries en milieu
fermé, puis 'étude du célébre probléme de 'urne d’Ehrenfest. Le probléme étudiant I'évolution d’une population de
chamois dans un parc permet de précéder le cours sur les suites de matrices vérifiant U, , ; = AU, + B. Dans tous ces
problémes, I'utilisation de la calculatrice ou d’un logiciel de calcul formel permet de s’affranchir des lourds calculs.
La seconde partie du chapitre traite des marches aléatoires. Une introduction motivante a cette notion est la promenade
aléatoire d’un surfeur sur le Web : c’est 'objet du premier probléme, dans le cas d’'un Web de quatre pages (afin de
ne pas alourdir les calculs). On peut ainsi définir la notion de matrice de transition et découvrir I’état stable d’'une
marche aléatoire. Nous avons choisi la définition classique d’une matrice de transition, c’est-a-dire une matrice dont
les éléments sont compris entre 0 et 1, et telle que la somme des éléments de chaque ligne est 1 : ceci entraine que
les états doivent étre représentés par des matrices lignes. Nous avons aussi défini le graphe associé & une matrice
de transition, et donc a une marche aléatoire, car c’est une maniére bien commode de se représenter une marche
aléatoire. Enfin, nous avons étudié de fagon détaillée les marches aléatoires & deux états : celles-ci sont introduites
par le probléme « les émissions concurrentes ». Nous avons démontré dans le cas de deux états la propriété relative
au comportement asymptotique ; dans le cas de N états, la propriété est énoncée, et sa démonstration (beaucoup plus
difficile) est proposée dans I'exercice 90.

Les exercices comportent beaucoup d’applications & des problémes concrets. Ils nécessitent la plupart du temps la
calculatrice, et I'utilisation d’un logiciel de calcul formel ou d’un tableur est recommandée. Le premier TP, cité dans le
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programme, permet d’étudier avec plusieurs outils différents un phénomene classique d’évolution : celui des proies et
des prédateurs. Le second TP s’intéresse a un probléme classique : en combien de temps peut-on avoir une collection
compléte ? Il permet d’étudier le probleme du temps d’attente moyen, qui est repris dans les exercices 93 et 94.

Les notions abordées dans le chapitre 4

1. Suites de matrices vérifiant U,,; = AU, + B
2. Marches aléatoires

(9 Avant de commencer

Les notions abordées dans ces exercices permettent de travailler sur les suites et les probabilités conditionnelles, notions de la
partie commune du programme forts utiles dans ce chapitre, et aussi sur le calcul matriciel, découvert dans le chapitre précédent.
Voir livre page 142 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrections détaillées.

Problemes

Probleme 1 Evolulion de populations
de bacteries

Ce probleme étudie I'évolution de populations de bactéries a
I'aide de suites. Le tableur permet de conjecturer une propriété
remarquable de ces suites. L'étude de ce probléme sous I'aspect
matriciel permet de découvrir la limite d’une suite de matrices.
Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
04_TSspe_probleme1.xlsx
et 04_TSspe_correctionprobleme1.xlsx (Excel 2007) ;
04_TSspe_probleme1.xls
et 04_TSspe_correctionprobleme1.xls ( (Excel 2003) ;
04_TSspe_probleme1l.ods
et 04_TSspe_correctionprobleme1.0ds (OpenOffice).

1. On saisit en B2, puis la formule |=500-B$2|dans la

cellule C2: cette formule permettra de modifier les conditions
initiales en modifiant uniquement la valeur de ay.

Puis, dans les cellules B3 et €3, on entre les relations de
récurrence données dans I'énoncé.

En B3, on saisit : | =0,95%*B2+0,2*C2 |.
En C3, on saisit : [=0,05*B2+0,8*C2 |,

On recopie ensuite ces formules vers le bas.

On peut ensuite modifier la valeur de aq saisie en B2.

On constate que, quelles que soient les valeurs initiales a, et
by, les valeurs de a, et de b,, se stabilisent au bout d’un certain
nombre d'étapes autour de 400 (pour a,) et 100 (pour b,,).On a
représenté ci-aprés les valeurs de a,, en fonction de n.

0 10 0 30 ™

2.a.U,,.q =0, +b,=u, donc (u,) est constante.
Vo471 =0,75(a, - 4b,) =0,75v,, donc (v,) est une suite
géométrique de raison 0,75.
b. L'effectif total de bactéries est 500, donc ag + by = 500.
Ainsi : u, = ay + by = 500.
v, =0,75" (d — 4bg) = 5 X 0,75" (ag — 400).
c. On en déduit, aprés calculs :
a,= %(a0 +bg) - % X 0,75" (o - 4 by)
soit: a, =400 - 0,75"(a, — 400).
bn= L(ap+bo)+ 3 X0,75" (dg - 4bo),
soit: b, =100+ 0,75" (a, — 400).
d. La suite (a,) a pour limite 400 et la suite (b,,) a pour limite 100.
On retrouve les conjectures faites avec le tableur.
0,95 0,2 )

3.a.A:(0’05 0.8
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b. On montre par récurrence que U, = A" x U,.
D’aprés la question 2.c.,ona:
a,= % (4-0,75" aq + % (140,75 by
b, = % (1+0,75" ag + % (1-4%0,75" b,
D’ou la matrice A":

an=1 4—-0,75" 4+4x0,75"

5\ 1+0,75" 1-4x0,75"

c. La limite de la suite de matrices (U,) est la matrice ( ?gg )

Probleme 2 Reproduction des chamaois
dans un parc
Ce probléme, qui traite de la répartition d’une population de
chamois dans un parc, est I'occasion de travailler avec une suite
de matrices (U,) vérifiant une relation de la forme U, , ; = AU, + B.
L’étude asymptotique de cette suite permet de conclure sur
I'équilibre des jeunes et des vieux chamois dans cette population.

1.a.u; =0,5%x400+2x 100 - 0,25 x 400 + 20 = 320.
v;=0,5x%400 + 0,25 x 100 = 225.
b.u,,.;=0,5u,-0,25u, + 2v, + 20, soit:
Upyq=0,25u, + 2v, + 20.

Vnie1 =0,5u,+0,25v,.

(025 2 _(20
2.A—( 0.5 0,25)et8_(0)'

3.a.l,-Aestinversiblecarl,-A=

0,75 -2
-0,5 0,75

et0,75x0,75-2x0,5=0.

: l_a-1—_4(38
Soninverse est: (I, - A) 7(2 3).

b.C=AC+B&(I,-A)C=B.

_240
Cexiste carl, - Aestinversibleet C=(I,-A)"'xB= 120
-1%0
4.V, ;=U, ., -C=AxU,+B-C
=AxU,+C-AC-C=AX%x(U,-Q
=AXV,.
11 5 9
5.p1=| 4 2 letp=| 4
1 _1 0 -3
4 2 4
M -
6. An=pDrp-i=| 24 214/ A4 4
1(2)"_1_1)" l(é)”+l( i)"
4 \4 4\ 4 2 \4 2\ 4
3040
7.a.V, =AW, avecVo=| 7
860
7
n n
340 (3] + 6°(-3)
D'ou:V, = N o
5) _330(_3
170 4) 7 4)
n n
s 50 3 -0
b.U,=V,+C= N o
S5) _330(_3) _160
o(3) - 33 -

- 5\" . 660(_3)\" _240
c.u,,—340(4) + ( ) 7 et
- 5\" _ 330(_3)" _160
Yn= 170(4) 4) :
8. a. Les suites (u,) et (v,,) ont pour limite + .

n n
340 + 660(_3|" 240 (4)

Un 7\s) ~ 7 \5)
Vn - @(_é)n _160 (i)n
170-75705) =7 s

Donc la suite (w,) a pour limite % =2.

Au bout d’'un grand nombre d'années, la population se stabilise
avec deux fois plus de jeunes chamois que de vieux chamois.

Probleme 3 L'urne d’Ehrenfest

Ce probleme célébre est d’abord étudié a I'aide du tableur : on
peut faire varier le nombre initial de boules dans 'urne A, et en
particulier étudier les cas N = 2 et N = 4 dont I'étude théorique
est faite ensuite. Cette étude théorique est 'occasion d’introduire
des suites de matrices de la forme X,, . 1 = AX,,.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

04_TSspe_probleme3.xlsx et
04_TSspe_correctionprobleme3.xlsx (Excel 2007) ;
04_TSspe_probleme3.xls

et 04_TSspe_correctionprobleme3.xls (Excel 2003) ;
04_TSspe_probleme3.ods

et 04_TSspe_correctionprobleme3.ods (OpenOffice) ;
04_TSspe_probleme3.xws

et 04_TSspe_correctionprobleme3.xws (Xcas).

Partie A

Utiliser 'onglet « 500 tirages » de la feuille de calcul du tableur.

2. On génere les numéros des étapes dans la colonne C en

entrant la valeur @en C2, puis la formule dans la

cellule €C3. On recopie vers le bas jusqu’en C502.

3. Pour générer I'état initial du systeme, on saisit la formule

dans la cellule D2 et @dans la cellule E2.

4. On saisit en D3 la formule :
(=SI(ALEA()<D2/$A$2;D2-1;D2+1).

ALEA() permet de générer un nombre au hasard de [0; 1 : si

ce nombre est inférieur a % alors I'urne A perd une boule,
donc D3 est égal a D2 - 1, sinon A gagne une boule, donc D3
estégalaD2 + 1.

Puisque le nombre de boules total entre les deux urnes reste
égal a N, on saisit en E3 la formule (Ies références
absolues pour A2 vont permettre la recopie vers le bas de cette
formule, puisque le nombre de boules total doit rester fixe).
5. On peut alors faire varier N. On peut aussi, a I'aide de la
touche F9 , lancer d’autres simulations pour une valeur
donnée de N.

La représentation graphique du nombre de boules de
I'urne A en fonction du temps (des étapes en fait) s’affiche
automatiquement dans le fichier tableur de I'éléve.



Partie B
Correctif : Dans la matrice ligne E,, des parenthéses ont été mal
placées, il faut lire: « Soit E, la matrice (P (X, = 0) P (X, = 1) P(X,, = 2)).»

1.E1:(010);E2:(% 0 l).

N

E3=(010);E4=(% 0 %)

1 1. -
2.E2p=(z 0 5),E2p+1—(010).

Le nombre de molécules ne se stabilise pas dans les urnes.
En particulier, aux instants de rang impair, il y a toujours la
répartition 1 -1, et ce n'est pas le cas aux instants de rang pair.

Partie C

Correctif : Dans la matrice ligne E,, des parenthéses ont été mal
placées, il faut lire :

«Soit E, lamatrice (P(X,=0) P(X,=1)P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4)).»
1.P(X;=0)=0;P(X;=1)=0;P(X;=2)=0;P(X;=3)=1;
P(X;=4)=0.

2.P(X,=0)=0;P(X,= 1)=0;P(X2=2)=%;P(X2=3)=0;

p(x2=4):%.

3.a.P(X,,1=0) =%p()(n= 1.
B.P(Xy 1 =1)=P(X,=0)+3 P(X,=2)

PXni1=2) =2 PXy=1)+ 2 P(X,=3).

PXns1=3) =2 P, =2) + PX, = 4)

P(Xyi1=4) = 3 PXy=3).
01000
20200

4.A= 03030
0020
00010

Ona:E,=EyxA".

5. Avec le logiciel Xcas, on saisit la matrice A de la facon

suivante :

A:=[[0,1,0,0,0],[1/4,0,3/4,0,01,[0,1/2,0,1/2,0],
[0,0,3/4,0,1/41,[0,0,0,1,011)’

On saisit aussi la matrice E comme suit :

(E:=110,0,0,0,11 .
On calcule ensuite E; par la formule :
(Eserans)

On opére de méme pour E, et Es.

Pour obtenir des valeurs approchées des ccefficients de ces
matrices, on peut utiliser la fonction evalf de Xcas.
donne une valeur approchée des coefficients de la matrice Es,
avec un nombre de chiffres significatifs qui peut étre réglé dans
I'onglet Cfg dulogiciel, puis Configuration du CAS :onentre
alors le nombre de chiffres significatifs voulu dans Flottants .
On peut aussi préciser un nombre n de décimales directement

au clavier, en saisissant .

Ainsi:

Em=[m 0 % 0 m),etunevaleurapprochéeest:

(0,1245 0 0,75 0 0,1255).
Eso= (0,125 0 0,75 0 0,125).
6. a. Correctif : Il faut lire :
%_2n1+1 % 0 %+2:+1 )»
1.1 31 1 )
8 2n+1 4 8 2n+1 :
Avec n = 2p, on écrit la propriété dépendant de I'entier p non
nul a démontrer :

«E,=

etnonpaskE,= (

(1 1 3 1 1
EZP_(g_zsz 4 0 §+22p+1)'

Cette propriété est vraie pourp =1, carE; = ( 00 % 0 % )
On suppose la propriété vraie pour un entier p non nul.

On calcule alors E; 41

- 1__1 1 1
E2p+1_(0 2" 2pn 0 5+W 0).

Puis on en déduitE,, ,,

E2p+2=[ %_ 22,1;+3 0 % 0 %"’ 22,1:+3J'
ce qui assure que la propriété est vraieaurang p + 1.

Le raisonnement précédent permet alors d'obtenir la formule
pour n impair, c'est-a-dire n = 2p +1.

b. La suite de matrices (E,) ne semble pas avoir de limite en
+, car les termes de rang pair et impair semblent tous deux
converger vers des limites différentes :( % 0 % % ) pour les

termes derang pairet( 0 % 0 % 0 ) pour les termes de rang
impair.
7.Pour n pair:

E(xn)=o+o+zxi+o+4x(l+ 1 )

1 4 8 2ntl
soit E(X,) =2+ =l

On trouve pareil pour n impair.

On constate que la suite (E(X,)) a pour limite 2 : il n'y a pas
de limite pour I'état de I'urne, mais il y en a une pour la
composition moyenne de l'urne.

Probleme 4 Un Web en miniature

Ce probléme expose le fonctionnement de I'algorithme
« PageRank » utilisé par Google, pour un Web miniature de
quatre pages, afin de pouvoir effectuer tous les calculs (et ces
calculs sont déja lourds avec 4 pages !). La partie A propose une
version simplifiée de I'algorithme, et la partie B permet d’aborder
I'algorithme dans sa généralité. Cette promenade aléatoire sur ce
Web en miniature est I'occasion d’une premiére prise de contact
avec les marches aléatoires, et de découvrir I'état stationnaire
d’une marche aléatoire.

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :
04_TSspe_probleme4_A2.xws

et 04_TSspe_probleme4_B3.xws (Xcas).
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Partie A
La. P =1)=0;P(X,=2)=1;

3
1. —a=1.
PO\ =3)= 3P0 =4) =3
b.POG=1)=5;P(=2)=3;
P(X,=3)=0;P(X,=4)= -

2. a. D'aprés la formule des probabilités totales (ou avec un

arbre de probabilités), on obtient :
P(Xns1=1)=P (X, =2) +3 PX, =3).

b.P(Xy 1 =2) = P(X, = 1)+ P(X, = 4).

P =3)= 3 P(X,=1)
PXns1 =4) = Py =1)+ 5 P(X, =3)
111
0333
ea=| 1000
2°%°%32
0100

d. Avec le logiciel Xcas, on saisit la matrice A de la facon
suivante:

[A:=[[0,1,1/2,0],[1 /3,0,0,1],[1/3,0,0,01,[1/3,0,1/2,0]] ]
Pour arrondir les ceefficients d’'une matrice M a 10-3 prés, on

saisit :| evalf(M,3) |.

En arrondissant a 10-3 prés, on obtient :

0,375 0,312 0,125 0,187
0,375 0,313 0,125 0,188
0,375 0,313 0,125 0,188
0,375 0,312 0,125 0,187

A20 ~

Puisque U, = Uy X A2, on peut déterminer U,, selon si le
surfeur part de Py, Py, P; ou Py:

P;:Ey=(0,375 0,312 0,125 0,187)

P,:E»=(0,375 0,313 0,125 0,188)

P;:Ey =(0,375 0,313 0,125 0,188)

P4:Ey=(0,375 0,312 0,125 0,187)

On se rend compte que le point de départ n'a pratiquement
aucune influence sur la position du surfeur aprés 20 clics.

0,378 0,311 0,123 0,187
0,370 0,315 0,127 0,188
0,366 0,315 0,131 0,189
0,382 0,310 0,120 0,188

e Al0=

0,375 0,313 0,125 0,188
0,375 0,313 0,125 0,188
0,375 0,313 0,125 0,188
0,375 0,312 0,125 0,188

A0 ~

On peut conjecturer que, quel que soit le point de départ,

le surfeur a 37,5 % de chance de se trouver en P, 31,3 % de

chance de se trouver en P,, 12,5 % de chance de se trouver

en Ps et 18,8 % de chance de se trouver en P4, aprés un grand

nombre de clics.

La matrice ligne des probabilités a I'étape 80 est :
(0,375 0,313 0,125 0,188).
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y+%z:x
lx+t:y
f.On résout :
X=z

RV P

3x+22 t

ce qui donne x =2t, yz%t et z:%t, c'est-a-dire la matrice

- 5: 2
X_(zr 3t 5t t).

— W= W

3

Puisque X est formée de probabilités dont la somme est 1 :
5442 - itt= 3.
2t+3t+3t+t 1,soitt 6

ax—| 3 S5 1 3
D°”X‘( 8 16 8 16
stable) de cette promenade aléatoire sur le Web.

Correctif : il faut lire « La matrice solution dont la somme des

) :c'est le régime stationnaire (ou I'état

éléments est 1 s’appelle le régime stationnaire. ».

Partie B
1. Au bout d’un certain nombre d’étapes, le surfeur va se
trouver en P5, d’ou il ne pourra plus s'échapper !
2.Pourc=0:A"=B:toutes les pages ont des liens entre elles
et le surfeur clique au hasard sur 'une d’elles.
Pourc=1:A"=A:le surfeur peut étre « bloqué » sur une page
comme a la question 1.
3. a. La nouvelle matrice A'est égale a 0,85A + 0,15B.
B est une matrice 4 x4 ne comprenant que des ccefficients 0,2 :
on peut la définir avec la commande makemat de la fagcon
suivante : [B:=makemat(0.2,4,4)1
On obtient ainsi A’ avec la formule:

[ A1:=0.85*A+0.15*makemat(0.2,4,4) |,
ou A est la matrice saisie dans la partie A.

3 77 77 77
80 240 240 240
71 3 3 3
On obtient:A’=| 80 80 80 80
37 3 3 37
80 80 80 80
3 711 3 3
80 80 80 80

0,358 0,306 0,138 0,198
0,356 0,307 0,139 0,198
0,355 0,307 0,140 0,198
0,358 0,306 0,138 0,198

b. A0~

0,357 0,307 0,139 0,198
0,357 0,307 0,139 0,198
0,357 0,307 0,139 0,198
0,357 0,307 0,139 0,198

A20 =

0,357 0,307 0,139 0,198
0,357 0,307 0,139 0,198
0,357 0,307 0,139 0,198
0,357 0,307 0,139 0,198

A'80

On peut ainsi conjecturer que le nouvel état stationnaire est
donné parlamatrice ligne (0,357 0,307 0,139 0,198),a10-3prés.



Remarque : la solution exacte est :

158619 136213 15400 21945
444212 444212 111053 111053

Probleme 5 Les emissions concurrentes

Ce probléme traite d'une marche aléatoire a deux états : il peut
permettre d’introduire le cours sur I'étude asymptotique des
marches aléatoires. On découvre que la convergence n’est pas
liée aux conditions initiales.

1.a.0,=07 et Xg=(0,7 0,3).
b.d,,,=0,85a,+0,10b,etb,,,=0,15a,+0,90b,.

0,170 0,90
de la matrice A est égalea 1.
0,7375 0,2625

2 _ ’ ’
3.a.A ( 0,175 0,825 j
A3 = 0,6531 0,3469

0,2313 0,7688 )
X,=(0,5687 0,4313);X3=1(0,5266 0,4734).
b. La proportion de spectateurs regardant la chaine A au bout
de 3 semaines est environ 52,7 %.

0,4 0,6 0
-1 — ’ ’
4.p (—0,4 0,4) etb= (o 075)
10
n=
5-D ( 0 0,75
AN = 0,6x0,75"+0,4 -0,6x0,75"+0,6
-0,4%x0,75"+0,4 0,4x0,75"+0,6
6.a.X,=XoXxA"=(ay bg) x A".
X,=((0,6a0-04b,) 075"+ 04 (-06d,+0,4by) 0,75"+0,6).
b. Quand n tend vers +x, (X,) a pour limite (0,4 0,6) : celle-ci
est bien indépendante des proportions initiales.

2.A= ( 0,85 0,15 ] :la somme des éléments de chaque ligne

j et A" =PD"P', soit :

Probleme 6 Une sauterelle
dans une cage telrsedrique

Dans ce probléme, on s’intéresse a la promenade aléatoire d’une
sauterelle dans une cage, puis on s’intéresse au comportement
asymptotique de cette marche aléatoire a quatre états.

Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et surle manuel
numérique premium :

04_TSspe_probleme6.xws (Xcas).

1. La probabilité que la sauterelle soit en B aprés une minute
1

est—-
3

Au bout de deux minutes, pour étre en B, elle peut étre

passée par C ou D. La formule des probabilités totales donne :

1,2, 1 ,1_11,
3%3%3%4 735

P(B,) +3 P(C)) +3 P(D,).
b.P(By.1) =3 P(A) + 2 P(C)) + 1 P(D,).

o

3.M=

N|= W= N|=
Do wN © W=
o

NN

4, A 102 prés, on trouve :

0,44 0,31 0,08 0,17
0,25 0,29 0,29 0,17
0,33 0,11 0,11 0,44
0,21 0,33 0,17 0,29

M2 =

A10“4prés,ona:

0,3151 0,2763 0,1657 0,2429
0,3149 0,2761 0,1659 0,2431
0,3149 0,2762 0,1656 0,2433
0,3147 0,2763 0,1658 0,2432

M10 =

0,3149 0,2762 0,1657 0,2431
0,3149 0,2762 0,1657 0,2431
0,3149 0,2762 0,1657 0,2431
0,3149 0,2762 0,1657 0,2431

M60 =~

5. La probabilité que la sauterelle soit en A au bout de 10
minutes est, a 10~% prés:0,3151.

La probabilité que la sauterelle soit en A au bout d’'une heure
est,a 10~% prés:0,3149.

6. Les probabilités de se trouver en A, B, C ou D se stabilisent, et
ceci quel que soit le point de départ de la sauterelle.

1

%y+%z+2t:x
7.X=XM o %H%H%t:y

3X+gt=2

%x+%y:t
@X—iitety zstetZ—gt

Puisque x+y+z+t=1,0nen déduit:
Xx=[ 57 50 30 44

181 181 181 181
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_[ -4 _( -3 _(0
B o=( ) xi=( ) 0e=(9)
EN Lasuite (X,,) converge vers la matrice( 8 J
[ 3 | 1.x1=(§), x2=(;‘) et x3=(2).
2
2.Xn=X0+nB=(nf1).

3. La suite (X,,) n’est pas convergente.

_1 _1 _1
X x = 12 X, = 14 et Xs= 18
2 4 8
_1
n n
SR
2”

3. La suite (X,,) converge vers la matrice ( 8 )

(7 (07 )

La suite (X,,) converge vers la matrice ( (1) j

0,5" 0
0 1

I 1.0n procéde par récurrence.

1__
2.X,,:A”><( 21){2"2 2].
B -1

La suite (X,) converge vers la matrice (

) j
-1
n Voir livre p. 142.
n 1.¢,.1=-3 etonabien:-3=2x(-3)+3.
2.V, =Upp1 +3 =2u, +6 =2v,, donc la suite (v,) est
géométrique de raison 2.
Alors:v,=3x2" etu,=3x2"-3.
n Voir livre p. 142.
X 1.0n résout:c=%c—3,soitc=—4.
La suite (t,) telle que t, = -4 est solution.

2.V, 1 =Up+4 =1 Up+1 =1 (u, +4) =1 v,,, donc la suite
4 4 4

(v,,) est géométrique de raison %

Y- 1) _ 1y

AIors.v,,—6><(Z) ,etu,=6x Z) -4,

3. La suite (u,,) converge vers —4.

0
2 1)_(2

1 X(3)+(2)'(3j’

3

donc la suite (C,) vérifie la relation donnée.

1)’ _1

(2) 0 « +(2 - 279
1)’ 3 32

o (3) 3

3. La suite (X,,) converge vers la matrice ( g ) .

1
[ R
0

1-2

2. X,=
" 1-3
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P

0,20

0 2)“(8)
Je=(3)
J(s)

@(0,8 0
0 -1

- C=(1,25 0
0

-1
- c:( 1,25 )
0
On a utilisé l'inverse de la matrice M = (
M1 [ 125 0

0o -1/
2.X,=C+A"(X,-C), avec A”=( o,gn
eth—C:( 0’175 ),doncX":(

La suite (X,,) n'est pas convergente, car la suite de terme général
2" n'est pas convergente.
m On cherche d’abord la matrice C telle que :

C:(O'c?S 0?6]“(”'
(1)

)

0,8 0
0 -1

0
2"

1,25+0,75%0,2"
2n ’

Ceci équivauta:

Jol:

o wlh

0,75 0
0 0,6

]‘:’C:

SC=

wlnn ©

wln wis

On en déduit: X, = A"(Xy - C) + C.

0,25" 0

Puisque A" =
0 0,4"

j ,on trouve :

x = [ 025" o
0 04

N———
| |
Wi W
+
wluv wih

Ainsi, la suite (X,,) converge vers

wint wih

m 1. Correctif : la matrice C est égale d( :; ) et non ( (3) )
On vérifieque C=AXxC+B.

01 )

00

b. N2 est la matrice nulle.
D'oli:D2=1l,+2N;D3=1l,+3N;D*=1,+4N.

c.On conjecture alors que : D" =1, + nN, pour n entier au moins
égal a 1; on le démontre ensuite par récurrence.

2 n2n J

2.a.N(

eiepn=| 1 N
Ainsi:D (01

)etA”:Z"D”:[
o 2"



3. Puisque X, =A"(Xo - C) +C, avec X, - C= ( g ) on en déduit

que la suite (X,) n'est pas convergente. En effet, 2" et n2" ont
pour limite +9 quand n tend vers +x,

EE a=075;b=06.

m 1. La probabilité est 0,9.

2. La probabilité est 0,6.

m Voir livre p. 142.

3 w2 =( ggi 8;2 J donc la probabilité de retour a I'état
initial aprés deux étapes est donnée par M2 x E, : on trouve 0,28.
EN a=03;6=01;c=02.

m 1. La probabilité est 0,1.

2. La probabilité est 0,3.

m La matrice de transition est :

0 0,9 0,1
M=| 0,4 0,2 0,4
0 0 1
0 06 0,4
El 1.m=]| 0,1 0,5 0,4
0 0,8 0,2
0,24 0,44 0,32
2.M2=| 0,08 0,60 0,32

0,32 0,32 0,36

0,24 représente la probabilité de passage de I'état 1 a I'état 1
en deux étapes.

0,44 représente la probabilité de passage de I'état 1 a I'état 2
en deux étapes.

0,32 représente la probabilité de passage de I'état 1 a I'état 3
en deux étapes.

EZ3 1. La matrice de transition est :

11

0220

1 11

4 0 = =

M=, 23

3303

111

3330
2 1 1 1
9 3 3 9
7 13 5 2
2.M3=| 27 54 18 9
7 5 13 2
27 18 54 9
7 5 5 5
27 18 18 27

La probabilité que la puce revienne en A au bout de trois sauts
2
est<.
9
EXA voir livre p. 143,
EA 1.mrest égal, soita M, soit a ( (1) (1) ) Ainsi, si I'état initial
est'état A, alors I'état suivant est I'état B, puis alternativement
A et B; de méme si I'état initial est I'état B.
2.1l n'y a pas d'état stable, car les états sont alternativement

AetB. )

. . x| 0,5 0,5
m 1. La matrice de transition est.M—( 0,25 0,75

2. M ne possede aucun zéro, donc il y a un état stable (x y), qui

vérifie : (x y)xM=(x y),avecx+y=1.

‘ot '{0’5X+0'25y:X,soity=2x.

"10,5x+0,75y =y

Puisquex+y = 1,a|orsx=%ety=

wlN

L'état stable est( 12 )

33
0505 0
EN1.m=|02 0 08
0,8 0,2 0
0,35 0,25 0,40
2.M2=| 0,74 0,26 0 : puisque M2 ne comporte pas de

0,44 0,40 0,16

zéro, il existe un état stable (xy z),avecx+y+z=1, tel que:
0,5x+0,2y+0,8z=x
0,5x+0,2z=y
0,8y=z

soitz=1,25yetx=1, 68y.

20

87"

42 25 20

D’ou I'état stable :( 3 5 8 )

D'ou:348y=1etz=

m 1. On le montre par récurrence.
2.U,=A"U,=| 271
B W L
3. La suite (U,)) n'est pas convergente.
1

m1.p-1=(3 —Z)eto= 2
0

o

-1 1

P

2.D"= .On en déduit :
o [
4
3_2 __1 2
_ on 22n zn—‘l 22n
An=PD"P-1 =
3_3 _ 1,3
n 22n n-1 22n
11
2n—2 22n—1
3.V, =AVo=| 4 75
2n—2 22n

4. La suite (V,,) converge vers la matrice ( 8 j
EXR voir livre p. 143.

Jans=a,+8b, _ B
m 1.0na: {b,m ~0,25a, avecdy=20et by=0.

;s 1
Dou:X,,H:AX,,,avecA:(O,25 gj
a_1( 1 4 _(20
2p-3( 1 4)en=(2 9)
n_[2" 0
3.D (O i |

Chapitre 4 Problemes d'évolulion — T¢™ S specislite

233



AN = l 2n+1 + (_1)n
3{ 22 -0,25x (-1
4.a.X"=A"X, d'ou:

an:?(Z"” +(_1)n):%(8><2”+4><(—1)");

_& n-2 _ _n_i n_ (_1\n
bn_3(2 2 0,25><(1))—3(2 =1)").

9% 2"+ 3 x (-1)),

8x 2" —8x (=1)n*
20 42 x(=1)" ]

b.Ainsi:c,,:an+bn:%(

etc,=15%x2"+5x (-1)".
5. Les suites (ap), (b,) et (c,) ont pour limite + .
LG _ 8X 2"+ 4 X (=1
Chp 9IX2"+3x(-1)"
numérateur et dénominateur par 2".

n _(_-1\n
b—”:i a pour limite l, en factorisant le
C, 9OX2M4+3x(=1)" 9
numérateur et le dénominateur par 2".
Cpe1 15X 201 4 5% (=1)n+1

c = ma pour limite 2.

Interprétation : a longue échéance, la proportion de souris

juvéniles tend a se stabiliser autour deg, celle de souris adultes

autour de %, et la population totale de souris tend a doubler

a pour limite §, en factorisant le

9

chaque année.

_1(21
m1.A—3( )

12
2. On fait un raisonnement par récurrence.

+ A p_ b

ny =1 3n 3n

3., = Ao = . b
a—37+b+ 3

Up

[o+b+252)
"l dfovertse)

5. (up,) et (v,,) convergent toutes les deux vers 4 *2' a+b,

—5 2
1.A= .
2 —5 5

I—\ N|—

1 11
° 23 120 0
2P = 3 0 — |etD=| 0 30|
002
11y
2 2
12" 0 0
3.D"=| 0 3 0
0o 0 2
0
4.Puisque Xy=| 1 |etX,=A"X,, il suffit de calculer la seconde
0
colonne de la matrice A" pour obtenir X
2" —12"
2
5. La seconde colonne de A" donne : X, = %
27 —12n
2

6. La suite (X,,) n’est pas convergente.
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m 1.x(t+1) =04y (t) car le nombre d'oiseaux de plus d'un
an a la date t est y (t), donc le nombre de femelles de plus
d’'un an ala date t est yT’ et ainsi le nombre d’ceufs pondus

+ 80 o y()

pendant I'année es 100

2= 0 04

: 0,3 0,4 )

Lo 12 _(o6 o0
3.pP 8(_3 z)etD ( o —02 )

06 0
4.Dt=| .
( 0 (-0,2)¢ J

A1 2%0,6! +6x(-0,2) 4x0,6f —4x(-0,2)
8| 3%0,60 —3%x(-0,2f 6x0,6' +2x(-0,2f |

=04y(t).

- — 200
5.a.N(t)—AfN(O)—A‘><(400J.

D'ou:

x(t) =250x0,6'- 50 % (-0,2) et y (t) = 375 x 0,6! +25 x (-0,2)".

La suite de matrices (N (1)), converge vers la matrice ( 8 )

b. Cette population d'oiseaux va s'éteindre.
EX 1.a.PR) (a+b) a-0,25.

P(Ry) = (1—a+1—b) (2 a-b)=1,25-a.
b.P(R ,,H)—axP( ,,)+b><P(N,,).
P(Npy1)=(1-a) PR,) + (1 -b) P(N,).

Doul ice:A=( 9 b
ou la matrice (1_0 1—b)

2.a.0n calcule P x Q, et en utilisant le fait que 2a-2b=1, on
obtient I,, ce qui prouve que Q' =P (et aussi P~ = Q).

0 (1 0
b.D= (Oa b) (o 0,5)'
s (1 0
c.D (0 0,50 )
A" =PD" P, soit :

ano| b-l@a=m05" (=057 )
(1-=a)(1-0,57) 1—a+0,5"b

3.a. X, =A""X;, soit:
X = 2b-0,5"a
" 2-2a+(a+b-10,5" )

2a-1-0,5"a J

ou encore:

Xo=
2—-2a+(2a-1,5)0,5"
b. La suite (X,) converge vers la matrice ( 22615; j

c. Au bout d'un grand nombre de tirages, la probabilité d'avoir
une boule rouge est environ 2a - 1, et celle d’avoir une boule
noire est environ 2 - 2a.

EZA Cestfaux:siA= I,, alors A" = A et (X,,) converge vers X,

qui n'est pas en général la matrice ( 8 )

EIN Cest vrai : la suite (X,,) prend alternativement les valeurs

(o) (3}



1
= 0
mLP‘T:(_] 2)etD= 2
0
2in 0
2.D7= | |-Puis: A"=PD" P, soit:
O o
3.2 6_6
2[1 4!1 4n 2"
A=
1 1 3 2

3. On peut poser C :( fv( j et on se raméne a résoudre le

x—%y+1:x P 5
systéme: cequidonnex=-<ety=%.
lx—ly+1=y : 3
4774
_2
i 3
D'ou:C=
ou 2
3
4.X,-C=A"(X,-Q),soitX,=A"(X,- O +C.
é(i_i)_l
Doux,=| 32" 4" 3
(3-4)+2
327 4n) 3
_2
5. La suite (X,,) converge vers 23
3
1 1
-z 0 = 0
0 apr=) 5 fetD=| 2
—= -1 0 -3
zln 0
2.D"= " . Puisque A”=PD"P-',0na:
o [-3)
L 0
2n

A= 6y ()
E(_ 2 +(-3) ) (-3)
3. On cherche la matrice C telle que C=AC + B.
0
Ontrouve:C=| 3
2
Alors X,, - C=A"(X,-C) et:

Sl 33
5%2n "70 X\73) *2

0
4. La suite (X,,) converge vers [ 3 ]

2

m 1. On le démontre par récurrence.
2. On cherche d’abord la matrice C telle que C=AC + B.

Si on pose C = , on se raméne a résoudre le systeme

{—x +3y+1=x
Y=Yy
Ainsi X, =A"(Xq-C) +Cet:
N34 1
xn=[( VX343 ]
0
3. La suite (X,)) n’est pas convergente : en effet, elle prend

,cequidonnex=;ety=0.D’oUC=[

o N|=
N—

alternativement les valeurs ( é ) et( -1 )

0
A 1.a=( © 3 )etB=[ 4 |
12 1
B (30
o35 Jarom(39)

1
2
3.D”=( 3 5n j.CommeA":PD"P",ona:

0
A":l 3" —-3x5" 3x3"-3x5"
40 s51-3"  57-3x3" )
4, On détermine la matrice C telle que C = AC + B ; on trouve
_7
c=| 8
1
8 7
Alors U, =A"(Uy,-C) + C,avec Uy = g
8
%(5><3”—12><5”—7)
dou:U,=
%(—5><3"+4><5”+1)
5.X,,=%(5><3"—12><5”—7)etyn=%(—5><3"+4><5”+1).
6. lim x, =-oet lim y, =+x.
n— 4o n— 4%

Ces deux suites divergent.
(43 RN Algorithme de calcul de uj, :

Saisir n
a prend la valeur 0
b prend la valeur 1
Pouriallantde 2 an
¢ prend la valeur b

b prend la valeur 3 xb—% xa

2

a prend la valeur ¢
Fin Pour
Afficher b

Programmes sur calculatrices :

PROGRAM: EX43 ======EX43 ======
Prompt M "H="74Na
1E+A: 1+E @+[: 1+Ba
tFor(I.2.M) For 2+1 To He
1B=C B3C: 3+2XB-1+2%A2B«
1 3/24B-1-2%A3B C*A:Nextd
:C+A:End E
:Disr ER
3 _1
2.A=| 2 2
1 0
10
3.p1=( 2 Vetp=|
11 0 2
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10
4.D”=[0 i].PuisqueA”:PD"P“,ona:

2’]

2—2in zin—1
n:

A _2 2 _

2 20

_ 1
5.X, = A"X, = 22"
o

On en déduit:u,=2- 1
2n

Ainsi, la suite (u,,) converge vers 2.
EE3 1. On cherche d’abord le réel c tel quec=
Ontrouve:c= —2—38. D'ou:
n n
up+28 = (1) x (g + Z8) etu, =3 (1) - 28.

2. (u,) converge vers —2—3?-

EIA 1. 0n cherche d’abord le réel ¢ tel quec= 1 c+1s
On trouve : c=20.D’ou :

Uy -20= (%)n % (Uo - 20) et u, = (<17) x (%)" +20.

2. (uy,) converge vers 20.

28 1. 0n cherche d’abord le réel c tel quec=5c-8.

On trouve:c=2.

D'ou u,-2= 5" X (ug - 2) et u, = 2 pour tout entier naturel n.

2. (u,) converge vers 2.

m Algorithme de détermination de la limite de la suite (u,).

Lorsque a =1, alors (u,,) est une suite arithmétique et sa limite

estorsibestnul,+osib>0et-osib<0.

Lorsque a # 1, alors on peut écrire u, sous la forme :
u,,=a"((x—c)+c,oUc:1_L.

La suite converge vers csi0 <a < 1oua =g, et elle a pour

limite + ou —© dans les autres cas.

D’ou l'algorithme :

Saisir a, b, o0
Sia=1
Alors Sib=0
Afficher o
Sinon Sib >0
Alors Afficher « +o »
Sinon Afficher « —o »
Fin Si
Fin Si

Sinon c prend la valeur b

Sia<1
Alors Afficher ¢
Sinon Sio=c
Alors Afficher ¢
Sinon Sia > ¢
Alors Afficher « +o »
Sinon Afficher « —o »
Fin Si
Fin Si

Fin Si
Fin Si
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m 1. La suite de matrices (A") converge puisque toutes les
suites composant cette matrice convergent. Dong, la suite (X,,)
converge. Cet énoncé est vrai.

2. Enoncé réciproque : « si la suite (X,,) définie par la relation
Xn+1 = AX, + B converge, alors A est une matrice diagonale
dont les éléments sont compris entre O et 1 ».

C'est faux : il suffit de prendre I'exemple traité dans le savoir-
faire 2, page 115.

EJ La matrice -B vérifie la relation de récurrence.

D'oti X,, = 2(X, + B) - B, avec Xo + B = ( § )
La suite (X,,) n’est pas convergente.

L'affirmation est fausse.

N Cestvrai:il suffit de prendre a = 1 dans la définition d'une
suite arithmético-géométrique.

m C'est faux.

Le contre-exemple donné par la suite (u,) telle que:
Uypq=2U,-3 et uy=3lemontre.Onabiena> 1 (a=2), mais
cette suite est constante égale a 3, donc elle converge vers 3.
En fait, ces suites convergent si et seulement si, soita=1 et

b=0,soita=1 etuo=%,soit—1 <a<1.

El .
0,1
S N
0,9 0,8 0.2
) . . (09 01
2. Matrice de transition: A = ( 0,8 0,2 j

0,889 0,111

4_ r r
3.A ( 0,888 0,111
donc la probabilité que le coucou chante a midi est 0,889.

), a10-3pres, etainsi U,= (0,889 0,111),

E 1. Matrice de transition : M = ( 0,95 0,05 )

0,01 0,99
2.0n détermine la matrice ligne U, donnant I'état probabiliste
en 2016:

Us= (0,92 0,08) xM*=( 0,755 0,245 ),
a 1073 pres.
La répartition prévisible des clients en 2016 est : 75,5% en
agence et 24,5 % sur Internet.

0,15 0,85
2. La répartition prévisible le 6¢ jour est donnée par:
Us=(0,8 0,2) x A®= (0,346 0,654),

m 1.Matricedetransition:A=( 0.7 03 )

a 1073 pres.

Au sixiéme jour, la répartition est de 34,6 % pour le minibus et
de 65,4 % pour le quad.

3.a.(Apsq bpyi)=(a, by XA
D'ou:a,,.;=0,7a,+0,15b,=0,15+0, 55a, car b,=1-a,.
b. C'est une suite arithmético-géométrique : on cherche c tel
quec=0,15+0, 55¢, soitc= %

1_o,55n (0,8—%) eta, =L x0,55"+ 1.

Dou:an—3 15 3



m C'est faux : la matrice de transition étant de la forme

( 1;” 1 ab j, la somme des éléments d’'une colonne vaut

1 sia=b, ce qui donne la matrice ( 0,5 0,5 j

0,5 0,5

m C'est faux. La somme des éléments diagonaux est égale a
2 —a-b:elle peut valoir 0,5, par exemplesia=08et b=0,7.
m C’est faux. La matrice de transition ( 1;“ 1 ab )est
inversible si et seulementsi (1 -a)(1-b)-ab=0,soita+ b= 1.
On peut avoir a + b =1, par exemple en choisissant a =0,1 et
b=09.

m 1. Matrice de transition :

M=

o hlw o
o hlw
O b= A=

1
2. Matrice donnant I'état probabiliste au 4¢ lancer :

_ a_(117 11 51
Us=(1 0 OxM*=| 55 35 756 |-

Donc la probabilité que Boris ait la balle apres le 4¢ lancer est
% soit 0,344, 3 0,001 prés.

12 16 1
35 35 5
-l & 5 4
ko
1.0 0
p=| 0% O }
00 -3
0 0 0
4.D"= 0(_%),7 0
n
o o (3

Bl 5 B 30

n n n n n

v B -2 Bl A 1
IR I =

5. La probabilité qu’Alexis ait la balle au n-ieme lancer est :

12,3 (l)" 5 (i)"
35 7707\ 73) t14*\73)-

m Voir livre p. 143.
2 1.%,=(1000 0 0).

o

2. Matrice de transition : M =

o O W=
o wWiN wiN
- W=

00
bo| 0 % 0
00 %
1 0
4.pn=| 0 (%) 0
o o (3
(4 o (4" -4
n— n n
) 3 -(3)
0 0
5.X, =X, M1

=(1ooo (%)”’1 1000 (2(%)”71—2(%)"4) 1000 (1—2(%)"4+(%)MD.
6. La suite (X,,) a pour limite (0 0 1000). Cela signifie qu'a
terme, tout le monde aura les trois images.
7.0n doit avoir :

1000 (1—2(%)"_1 +(%)"_1j > 999,

2 n-1 1 n-1
c'est-a-dire 2 (5) - (5) < 0,001.
2 1"

n-1 1
La suite (u,) telle que u, =2 (5) — (§) est décroissante, et

la calculatrice donne n -1 = 19, soit n = 20.
On peut considérer que toutes les personnes ont les trois
images au bout de 20 semaines.

E] 1. Matrice de transition : M =

Nl= = W=
D= D= N]=
Bl N= o=

2.a.0n calcule:

(1 0 0)xM7=(0,356 0,339 0,305),a 1073 prés.
Donc, la probabilité qu'il fasse beau le 8 juillet est environ 0,356.
b. La probabilité qu'il fasse beau tous les jours du 1°" au 8 juillet

est égale a (%)7 =~ 0,0005.

Z3 1. Matrice de transition :

03314
ool
Ylood1y
01314
00001

2.0ncalcule: U,=(1 0 0 0 0)xM*
={0 13 27 41 175

Uy .
256 256 256 256
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La probabilité d’avoir terminé le jeu en quatre coups est ===, 256"

soit 0,684 a 10-3 pres.
3. Avec la calculatrice ou un logiciel, on calcule les matrices
U, successives.
On trouve :
U;o=(0 0,009 0,019 0,028 0,944)
U;; = (0 0,007 0,014 0,021 0,958)

Il faut donc jouer au moins 11 coups pour que la probabilité
de gagner dépasse 95 %.
A Cest faux : p3 est la probabilité de passer de I'état 3 a
I'état 2.
A Cest faux : I'élément a,; de la matrice M# est égal a la
probabilité de passer de I'état 1 a I'état 1 en quatre étapes (sans
obligatoirement rester dans I'état 1).
m Correctif : aux 6 et 7¢ lignes de I'énoncé, il faut lire “On note A
I'état « les habitants habitent la capitale » et B I'état « les habitants
n’habitent pas dans la capitale ».

. " 0,6 0,4
1. Matrice de transition : M = ( 0.2 08 )
2, L'état stable existe.

Il est défini par (x y),avec (x y)xM=(x y) et x+y=1.

On obtient: 0,6x+0,2y=x et x+y=1, soit x:% et y=%.

Aprés un certain nombre d’années, il y aura environ le tiers des
habitants dans la capitale (contre 40 % en 2012).
. . 0,6 0,4
1. Mati det t M= ! ! .
68 | atrice de transition ( 01 0.9 )
2, L'état stable existe.

Il est défini par (x y), avec (x Y)XxM=(x y) et x+y=1.

On obtient: 0,6x+0,Ty=x et x+y=1, soit x=% et y=%.

Au bout d’un grand nombre de jours, la proportion de places
libres sera d’environ 20 %.
3. a. Algorithme complété :

n prend la valeur 2
Tant que Random < 0,9
n prend la valeur n + 1
Fin Tant que
Afficher n

(Random est un nombre aléatoire de [0; 1]).
b. Algorithme effectuant N simulations :

Saisir N
S prend la valeur 0
Pouriallantde 1a N

n prend la valeur 2

Tant que Random < 0,9

n prend la valeur n + 1

Fin Tant que

S prend la valeur S + n
Fin Pour
Afficher S

N
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c. Programmes sur calculatrice :

PROGRAM: RESERUR
fFordI,1 For 131 To He
123

: 2R

thhile HbrAléat< lthlle Ran# <{B.9:x+1+x
A, 91 +1+5End tWhileEnd: S+X+SiNexte
$S+HI53ENd S=H

t0isF S7HE

RESERUA
"H="73N:@354

EEX 1. Les probabilités P1,2: P2,1, P31, P13 P23 €1 p3 5 sont

respectivement proportionnellesa 1, 1,%, % 1etl.

Ainsi:p;,=2p;3et0,9+p;,+p;3=1,cequidonnep;,= 3—10
-1

etpi3=1z-

De méme : py; =py3 et py; +0,9 +p,3 =1, ce qui donne

P21=P23=005= %

Enfin:2p;3=p,;etp;3+py3+0,9=1,cequidonnep, ;= 3—10
-1

et p2'3 = 15"

2.0n calcule: U, =(00 1) x M2, ou M est la matrice de transition.

U:(ﬁu@
271300 90 900

note abaissée d'un cran en 2014 est ;8 =0,122.

3. Il existe un état stable, puisque la matrice M est sans zéro.
Si(x y z)est cet état stable,ona:

xy 2)xM=(xy z),avecx+y+z=1.
Onen déduit:x=y=z=§.
Au bout d'un grand nombre d’années, ce pays a autant de
chances d'avoir toutes les notes.

, donc la probabilité que ce pays voit sa

70 | L'algorithme est basé sur le fait qu'il n’y a pas d'état stable

pour la marche aléatoire de matrice de transition ( L Za 1 ab j

sia=0etb=0oubiena=1etb=1,cequiéquivautace que
le produit ab soit égal a 0 ou 1 (car a et b sont compris entre
Oet1).

Saisira, b
Siab=0ouab=1
Alors Afficher « Pas d’état stable »
Sinon Afficher « Etat stable : »
Afficher —2 a
a

+b a+bh

Fin Si

m Voir livre p. 143.
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04 06 O
0,2 0,7 0,
0 0,15 0,85
0,28 0,66 0,06
0,22 0,625 0,155
0,03 0,2325 0,7375
existe un état stable.

2. Matrice de transition : M =

3.M2= : M2 est sans zéro, donc il

Onrésout (x y 2 xM=(x y z),avec x+y+z=1,cequi
S VI |
donnex—6,y 2etz 3

Along terme, il y aura % des adhérents dans le groupe A, la
moitié dans le groupe B et le tiers dans le groupe C.

4.1l a raison.

EZN 1. Matrice de transition :

o
—
—
—
—
—
—

o v © v o

o v O v o o
o
o o

o o uNo

o
v © v ©

o v o

00

vil= U= Uni|= Uvi|= V= U=
o
o

v © v ©

(5,1 S I

2. La premiére ligne de la matrice M est la suivante :

( 521 434 434 434 434 434 434 )
3125 3125 3125 3125 3125 3125 3125
La probabilité cherchée est donc 3512215, soit environ 0,167.
3. On peut calculer M2:

12 2 2 2 2 2

5 15 15 15 15 15 15

4 53 1 29 1 29 _1

25 150 30 150 30 150 30

4 1 53 1 29 1 29

25 30 150 30 150 30 150

m2=| 4 29 1 53 1 29 _1

25 150 30 150 30 150 30

4 1 29 1 53 1 29

25 30 150 30 150 30 150

4 29 1 29 1 53 _1

25 150 30 150 30 150 30

4 1 29 1 29 1 53

25 30 150 30 150 30 150

M2 est sans zéro, donc il existe un état stable.
L'état stable (p; p, ps pa pPs Ps py) esttel que:

P2 =P3 = P4 =Pps =P = Pp; par symétrie.
Sion pose p; =xetp, =y, onrésout:
yyyyyynxM=kyyyyyyyavecx+6y=1.
Les équations se réduisent a : %y =X.

Dou:8y+6 =1, soit =5 et =1.
U:2y+6y ity 3% X=g
L'étatstableestdonc:[ 1 =2 3 3 5 35 5 |
6 36 36 36 36 36 36
(74 R 7
8
\" C
1 1
2 1
8 3 3

2. Matrice de transition : M =

W[N o|=
W= oo

3. On recherche I'état stable de cette marche aléatoire :
(X Y)XM=(x y),avecx+y=1.

On obtient (x y) = ( 13—? % )

Il'y a donc environ 43 % de voyelles et 57 % de consonnes dans
cet ouvrage.
EAN 1. Matrice de transition :

11
0 7 2 00O
2 1
3 0 3 000
- 11 1
M= > 7 00 2 0
000010
11 1
00 33 0 3
000010
2, L'étatinitial estUy=(1 0 0 0 0 0).

On calcule Uy x M¢:
(575 221 193 23 229 23 )

1728 1152 864 864 1152 864

La probabilité qu'il soit dans la salle A au bout d'une heure est:

3. La matrice M6 est sans zéro, donc il existe un état stable.

575 221 193 23 229 23

1728 1152 864 864 1152 864
221 15 121 19 245 19

864 64 432 4321728 432
193 121 541 17 11 17

Mé=| 864 576 1728 192 144 192

23 19 17 85 1 85
216 144 48 432 72 432
229 245 11 _1 833 1
864 1728 108 2161728 216

23 19 17 8 1 8

216 144 48 432 72 432

Celui-ci vérifie :
xyztuvwxM=Kxyztuvw).
Par le calcul ou avec un logiciel de calcul formel, on obtient :

{ (E+2¥)=x, (Eeljzy, (Lelelj=p (W=t (Zeven=u, (U=v
Iy z o v} [GH55 o 3’3"y - ]

L'état stable est :

(0,25 0,1875 0,25 0,0625 0,1875 0,0625).
4, |'état stable montre que les seules salles ou la probabilité de
rencontrer le gardien est inférieure a 0,1 pendant une longue
durée sont les salles D et F, et ceci dés 8h du matin.
m C'est faux : voir le cours page 120.
EZA Cestvrai: cest une propriété du cours de la page 120.
EZ3 on cherche ctel quec= 1e- 8, ce quidonne c=-10.

.In 1’7
Puis:un+10:(§) X (U + 10) soit un=13><(§) ~10.
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m 1. Si M est la matrice de transition, on calcule :
(0,4 0,6) x M*=(0,1435 0,8565).
2.0nrésout (x y)xM=(x y)avecx+y=1.
. (16
On trouve: (x y) ( 7 7 )
m On conjecture que A" = ( Z Z ), puis on le démontre par
récurrence.

=
z

AIorsX,,=A"X0=( Z ),d’ou U,= ”;

n+1

Cette suite converge vers la matrice ( } )

POUR FAIRE LE POINT

Voir livre page 143. Les corrigés détaillés sont disponibles sur
le site www.bordas-indice.fr.

TRAVAUX PRATIQUES

TP 1 Proies el prédateurs

Ce TP étudie les évolutions de populations de proies et de
prédateurs en discrétisant le probléeme, d’abord avec un tableur,
puis avec le calcul matriciel. Dans une derniére partie, on étudie
le probléme sans discrétisation, mais en utilisant le calcul formel
pour résoudre I'équation différentielle rencontrée (car celles-ci ne
sont pas au programme de la classe).

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel numérique premium :

04_TSspe_TP1.xlIsx (Excel 2007),

04_TSspe_TP1.xls (Excel 2003),

04_TSspe_TP1.0ods (OpenOffice)

et 04_TSspe_TP1.xws (Xcas).

A.Premiére étude du probleme

1. En discrétisant le probleme, on remplace x (t) par x,, y (t) par
Y X' (1) PAr Xy 41 = X, €Y' (8) PAr ypi1 = Yo

On obtient alors les relations données.

2. En I'absence de prédateurs : y, =0, donc on a la relation
Xn11=1,05x,: (x,) est une suite géométrique, donc x, = 1, 05" x,.
La population des proies est croissante et augmente
indéfiniment.

3. En I'absence de proies : x, =0, donc on a la relation
Yn+1=0,97y,:(y,) est une suite géométrique, doncy, =0,97"y,.
La population des prédateurs est décroissante et tend vers 0.

4.0n résout x, .1 =X, ety,,1 =y, pour tout naturel n.

On obtient x,, = 150 et y, = 50.

Donc, pour les conditions initiales x, = 150 et y, = 50, le nombre
de lievres et de lynx reste constant.

240

B. Utilisation d’un tableur
1. Pour entrer les valeurs de n dans la colonne C, on saisit @

en D2, puis la formule dans la cellule D3, formule que
I'on recopie ensuite vers le bas jusqu’en D502.
Pour les effectifs de lievres dans la colonne E, on saisiten E2 la

formule , puis en E3 la formule de récurrence de I'énoncé
(=1,05*E2-0,001*E2*F2 |.

Pour les effectifs de lynx dans la colonne F, on saisit en F2 la
formule , puis en F3 la formule de récurrence de I'énoncé

(=0,97*F2+0,0002*E2*F2) .

On recopie ensuite les formules entrées en E3 et F3 vers le bas
jusqu’a la ligne 502.

2. On constate une périodicité dans I'évolution du nombre de
proies en fonction du temps ; la longueur de cette période est
d’environ 180 ans.

Proles en fonction du temps

3. De la méme fagon que pour les proies, on constate une
périodicité dans I'évolution du nombre de prédateurs en
fonction du temps ; la longueur de la période semble la méme
que pour les proies.

Par contre, les variations sont décalées par rapport a celles des
proies.

Prédateurs en fonction du temps

0 100 200 300 400 500 600

4. La représentation de I'ensemble des points de coordonnées
(%, y,) fait bien apparaitre le caractére cyclique du nombre
de proies et de prédateurs. Le point d’équilibre du systéme
(150; 50) se trouve « au centre » de I'ensemble des points ainsi
représenté.



Graphique Proies - Prédateurs

5.1l estintéressant de constater que, si le nombre initial de lynx
est trés voisin du nombre initial de liévres, alors la périodicité
des évolutions n'apparait plus.

C. Linéarisation du probléeme

1. X401 =X,-0,15Y,-0,001X,Y,.

Y,.1=0,01X,+Y,+0,0002X,Y,.

2. En négligeant les produits X, Y, on obtient :
Xpe1=X,-0,15Y,etY,,;=0,01X,+Y,.

s N 1 -0,15
Dou:U,,+1=A><U,1,ouA=(0101 1 j

3.U, = A" Uy, avec u0=( 228:;30 ):( 5(? j

4. Pour un entier n fixé, on peut calculer A" et ainsi en déduire
U, et donc les effectifs de ces populations.
Par exemple, pour n =200:

AT00 0,13 —4,47
0,30 0,13 )
d'ol: X500 = 6,5 et Yy50=149.
Ainsi : X300 = 156,5 et yyq0 = 64,9.

D. Retour aux fonctions

1. X'(t) =-0, 15Y(t) - 0,001 X (¢) Y (0).

Y'(t) = 0,01X(t) + 0,0002 X (1) Y (t).

En négligeant les produits X(t)Y(t), on obtient les équations
demandées.

2.a.X"(t) =-0,15x0,01X(t) = -0,0015X(t).

b. X(0)=50;Y(0)=0.

3. Avec le logiciel Xcas, on utilise la commande:
[desolve ([x"’=(15/10 000)*x, x(0)=50,x’(0)=0],x) ]

On trouve alors :
= E) rest-a-di = (E )
X(t) SOcos(mOt,cestadlrex(t) 50 cos 100t +150.

Ce résultat explique la « périodicité » des solutions découvertes
avec le tableur.

TP 2 Le collectionneur d'images

Ce TP s'intéresse a un jeu bien connu : faire une collection d'images
que l'on trouve dans des paquets de bonbons, de chocolats. .. Pour
queles calculs soient abordables, on a limité la collection a 4images :
dans un premier temps, on étudie cette marche aléatoire a l'aide du
calcul matriciel ; dans un second temps, on s’intéresse au nombre
moyen d’achats a effectuer pour obtenir toute la collection : on
conjecture d’abord cette valeur a l'aide d'un programme, puis on
la détermine exactement par un calcul d'espérance mathématique.
Fichiers associés sur le site www.indice-bordas.fr et sur le
manuel numérique premium :

04_TSspe_TP2_B2.ggb,

04_TSspe_correctionTP2_B2.ggb

et 04_TSspe_correctionTP2_B3.ggb (GeoGebra).

Correctif : la série compléte comprend quatre images différentes.

A. Etude de la marche aléatoire

13
4400
11
M= 232320
31
0031
0001

2.Es=E,xM4=(_1 45 75 15 ), donc la probabilité
256 256 128 64

d’avoir les 4 images aprés 5 achats est 5 =0,234.

Eip =E; X M = (0 0,006 0,214 0,781), donc la probabilité
d’avoir les 4 images aprés 10 achats est 0,781 a 1073 pres.

3. Correctif: Déterminer P=1, puis D= P~"MP (et non pas D= P~'AP).

00 0 1
apiz| 01 -21

00 1 -1

1 -3 3 1

1000

a1

0 > 00
etD= 3

00 2 0

1

00O 7

1 0 0 0

005 0 0
b.D"= !

0o 0 075" O

0 0 0 0,25"

On en déduit M" (voir bas de page).
4.a.E,=E, xM"1,dou E, (voir bas de page).
b. lim E,=(0 0 0 1). Au bout d'un trés grand nombre

n—+%
d'étapes, la probabilité d'avoir les 4 images est 1.

0,25" 3(0,5" —0,25") 3(0,75" —2x0,5" +0,25") 1+3x0,5" —=3x0,75" —0,25"

TP2A.3.b. M7= 0 0,5 2(0,75" —0,5")
0 0 0,75"
0 0 0

A.4.a.E,=(025""

3(0571-0,25""") 3(0,75""1-2x0,5""")+0,25""1

1+0,5" -2x0,75"
1-0,75"
1

1+3%05"1-3%0,75""1-0,25""7).
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B. Etude expérimentale

1. L prend la valeur {0, 0, 0, 0}

m prend la valeur 0

Tant que L[1] x L[2] x L[3] x L[4] =
a prend la valeur Rand (1, 4)
L[a] prend la valeur L[a] + 1
m prend la valeur m + 1

Fin Tant que

Afficher m

2. Programme sous AlgoBox :

¥ VARIABLES

— L EST_DU_TYPE LISTE

3 EST_DU_TYPE NOMBRE

—m EST_DU_TYPE NOMERE

¥ DEBUT_ALGORITHME

— URE L[1]

—m PREND_LA_VALEUR 0

¥ TANT_QUE (L[1]*L[2]*L[3]*L[4]==0) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
a PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT(1,4)
L[a] PREND_LA_VALEUR L[a]+1
m PREND_LA_VALEUR m+1
FIN_TANT_QUE

— AFFICHER m

3. a. On introduit une boucle POUR:
Saisir n
c prend la valeur O
Pouriallantde 1an
m prend la valeur 0
L[1] prend la valeur O
L[2] prend la valeur O
L[3] prend la valeur O
L[4] prend la valeur O
Tant que (L[1] x L[2] x L[3] x L[4] =
a prend la valeur Rand(1,4)
L[a] prend la valeur L[a]+1
m prend la valeur m + 1
Fin Tant que
c prend la valeur ¢ + m
Fin Pour
¢ prend la valeur %
Afficher ¢

b. On modifie le programme sous AlgoBox.

En simulant 100 expériences, on obtient 8,64 (par exemple...).
En simulant 1 000 expériences, on obtient 8,496 (par exemple).

C. Nombre moyen de paquets a acheter
1.a.f'x) =S, X.
b. f(x) —X=xM
1-x

1= (n+1)x" 4+ n x"

(1-x)2 '
1= (n+1)x" 4+ n x"*

(1-x) '

e. Correctif : on admet que lim nx"=0.
n—+%

c.f'(x)=
d.S,(x)=

lim S . (x)=—1__.
SR (g
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2, Correctif: T est la variable aléatoire égale au nombre de paquets
d acheter pour avoir toute la collection, aprés le premier achat.
a. A 'aide d'un arbre de probabilités, on obtient :

P, =k =3x (l)k".

2"\a
k k-1
b.P0G =k =(1) etPoG=k=1x (3]
S o33 (36 (1
3.a.gk><P(X1—k)—4kz:,1k(4) _4sn(4)-
b.E(X1)=— EQG) =2 E(Xy) = 4.

c. E(T) = § +2+4+4= % Donc, avec le premier achat, cela
donne un nombre moyen de paquets a acheter égal a %, soit
environ 8,33.

CAP VERS LE BAC

Sujel A

1l.a.x,,1=04x,+03y,+0,22z,
Yn+1=03x,+04y,+0,1z,
Z,,1=03x,+03y,+0,7z,
b.x,+y,+z,=1.

(0,2 0,1
2.A—(0’2 o j

3.a.Pestinversiblecar 1 x2-(-1)x1=0:

=1(37)
(a s )

o o )
(

A=l 2x0,1"+0,4" -0,1" +0,4"
3( —2x0,1"+2x0,4" 0,1"+2x0,4" )
18
4.a.C=
a.C 2
9
b.U,=A"(Uy,-C)+C, d'ou:
_1 n__1 ny5
U - 9><0,1 15><O,4 + 18
" n na2
9><01 +15><04 +9
-_1 n ny 5.
5.a.x, 9><0,1 15><04 18
1 2 2
=—x0,1 + 0,4" +%.
Yn=g X 5% 9
_1_1gan
Z=5 150,4.

b. Les limites des suites (x,), (y,) et (z,) sont respectivement

158 get 1 . Ainsi, along terme, la marque Z va occuper la moitié

du marché, la marque X et la marque Y respectivement 28 %
et 22 % du marché.



Sujet B

1.x(t+1)=225yt)+ 0,75 x(t) - 0,25 x(t)
=0,5x(t)+2,25y(t).
y({t+1)=0,75y(t)+ 0,25 x(t) - 0,25 y(t)
=0,25x(t) +0,5y(t).
z(t+1)=025y(t) + 0,25 z(t).
On en déduit I'égalité : N (t+ 1) = AxX N (1).

100 3260
2.A%| 200 |=| 1087 |, enarrondissantaune unité prés.
50 272

Ily a donc 1 087 adultes aprés 10 unités de temps.

[=

% 2 0
3.a.Pl=| 5L 40
11,
g 8
—% 00
D=| 0 %0
0 0 %
t
(2) o o
o= o ff o
t
o o (3
I RTINS 0 .
R
t t t t t t t
S S5 -0 3346 30 0

4.a.N(t) = A'x N(0),d’'ou:

s (34 35 o (34136 e

1(5) 4 11y

+3lz) +3la)

5.a. Les suites (x(1)), (v (1)) et (z(t) ont chacune pour limite + <,
donc ce modeéle prédit la pérennité de I'espece.

1,43
b. im (49) 27727
Ttote\y(t)) 1 1 ’
to+ 6a+2b

Along terme, il y a donc trois fois plus de larves que d’adultes.

Sujet C
12
330
T.aM=| 1 1 1
424
00 1
b.a,,H=%an+%bnetbn+1=%an+%bn.
12
D'ol:X,,;=X,xQ,avec Q= ? ?
42

c. Correctif : la matrice Q" est égale a :
2(5)" 4(5) 2 (2)
T R
e 36 o (@

On le montre par récurrence.
d. X, =Xy,x Q" avec X, =(10),donc:
- ;(;)" i(i)"

Xn (5 6/ 56/ )
insicc.=1-a.—b.=1-8(5)=1_(3)""
Ainsi:c,=1-a,-b,=1 5(6)_1 (6) .

C’est la probabilité que la guépe soit sortie au bout de
n minutes.

n—-1
e.c,> 0,009 = (%) <0001 &n-1>

e
ol

4
5
3
5

In0,001

(g

Cette probabilité dépasse 0,999 au bout de 39 minutes.

, soitn = 39.

1 2
3 3 0
2.aM=| 1 1 1
4 2 4
0 0109
S 5 1
18 9 6
n_| 5 53 7 |.mne i 4
b. M2 = 34 120 20 : M2 ne contient pas de zéro, donc
1 7 167
40 50 200

il existe un état stable.
Onrésout:(x y 2)XxM'=(x y z),avecx+y+z=1.

Ontrouve:(x y z):(% % %)

Along terme (c’est-a-dire au bout d’'une journée), il y a 64 % de
chance que la guépe soit sortie, 26 % qu’elle soit dans la piéce B
et 10 % de chance qu’elle soit dans la piece A.

Sujet D

Correctif : dans le plan du trésor a la 4¢ ligne il faut lire : « du chemin
reliantBetC... » (et non pas A et C).

1.S0it M,,_; et M, les points situés aux distances u,,_, et u, du
puits. Alors, le point suivant M, _ ;, situé a la distance u,,,; du
puits, est le milieu de [M,,_;M,], donc:

AMy 1 =AMy + 5 MMy = Uy 5 (U = U,

un+lu,,_1.

d’ot‘J:u,,H=l 2

2
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2. Algorithme :

Saisir n

a prend la valeur 0

b prend la valeur 200
Pouriallantde 2 an

c prend la valeur b

b prend la valeur%x b+ % xa

a prend la valeur ¢

Fin Pour
Afficher b
11
3.A=| 2 2 |
10
4.a.P 1= etD= 1
11 0 -
3 3
1 0
b.D"= (_l)" et A"=PD"P-1,d'ou:
2

5.a.X,=A"x X, avec Xy =
(-4
(oo

On en déduit : u, = A_;,O (2 _ 2(_1)"),

/N
o

200 )
D'ou X, =

2

b. lim u, = %0, donc le trésor se trouve sur la droite reliant

n—+o
le puits au figuier, a % metres du puits.

1. La matrice Ctelleque C=AC+BestC= ( _23 )

D'ouX,=A"Xq-C)+C

(5 S (4)(F)

[ 4x27-3
n (_1)n+1 +2 )
2. La suite (X,) n'est pas convergente, car les suites de terme
général 2" et (-1)"*1 divergent.
. . 0,4 0,6

L. M = ! ! ,
EE La matrice de transition est [0'35 0,65) en
considérant les états A : « I'habitant pratique le covoiturage »
et B: «I'habitant se déplace seul en voiture».
L'état stable vérifie (x y) x M=(x y)avecx+y=1, soitx = %

ety=12.
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POUR ALLER PLUS LOIN

m Partie A

1. a. Puisque P"+1 = P" X P, on obtient cette relation en
calculant le terme p; 1(n + 1) de P7+1.
b. Quand i varie de 1 a 3, la relation précédente donne
p11(n+1),pyr(n+1)etps;(n+1)etM,,, estbienle plus grand
de ces nombres (c’est le plus grand élément de la premiére
colonne de Mn+1),
c.Onap(n) <M, ps;(n)<M,etp;; +p;3=1-p;,donc:
Pin P1a(N) + piamy +pizps (n) < (1= p;2) M+ pipm,
d. M,y < My - pi> (M- m,) < M, -d (M, -mp), carp;, = d.
2.a.M,,-M,<-dM,-m,),avecd >0 et M,-m,=0,donc
M, .1 -M, < 0:la suite (M,) est décroissante. Comme elle est
minorée par 0, elle converge.
b.m,,,-m,=d(M,-m,) = 0,doncla suite (m,) est croissante.
Comme elle est majorée par 1, elle converge.
3.a.0na:-m,, 1 <-m,-dM,-m,).
CommeM,,,; <M, -d(M,-m,),en sommant,ona:
Mn+1 My S Mn -—Mmy- 2d(l‘/’n - mn)l
soit : My -mp o <(1-2d)(M,-m,).
b. Correctif : il faut montrer par récurrence que 0 < M, - m, < k"'
etnonpas0<M,-m,<Kk".
Pourn=1,onabien:0=<M;-m; <1.
Supposons 0 < M, - m, < (1 - 2d)"-", alors on en déduit :
Mps1-Mpyr < (1-2d)".
Ainsi:0<M,-m,< k"', aveck=1-2d.
Puisque d est le plus petit élément de la matrice P, alors d # 0
(sinon P contiendrait un zéro) etd < % etainsi1-2d= % > 0.

c.D’apres le b., la limite de (M,,— m,,) est égale a 0, donc (M,,) et
(m,,) convergent vers la méme limite L.

Puisque m,, < p;;(n) < M, la suite (p;;(n)) converge vers L, limite
indépendante de i.

d. Le raisonnement fait est similaire pour la suite
(pi2(n) (resp. (p;3(n), en considérant pour M, et m,, le plus
grand élément et le plus petit élément de la seconde (resp.
troisieme) colonne de P. De plus, ces trois suites ont la méme
limite.

e. Chaque suite composant la matrice P" converge, donc la
suite de matrices (P") converge, et aussi la suite de matrices (X,,).

Partie B

1. Soit1=]-a; al un intervalle ouvert contenant 0 (a > 0). Alors,
a partir d'un certain rang p, pour tout naturel n: u,, € 1.
Puisque (u,) décroit, pour tout entiern = 2p,ona: 0 < u, < Uy,
donc u, € |, ce qui prouve la convergence de (u,).

2. 0On applique le raisonnement fait dans la partie A a la matrice
P2, donc0 <M,, - m,, < k2! (aveck=1-2d et d le plus petit
élément de P?); ainsi, la suite (M5, — m,,) a pour limite 0.

3. a. La suite (M,, - m,,)) est décroissante et a pour limite 0,
donc la suite (M,, - m,)) a pour limite 0 (d'apres la question 1),
et les suites (M,) et (m,) ont méme limite L.

Puisque m, < p; 1(n) < M,, alors la suite (p; 1(n)) converge vers L.
b. De la méme fagon, on en déduit que la suite (P") converge,
et la suite (U,) aussi.



4, Le raisonnement est le méme en étudiant la suite (u,,), puis
la différence M,,, - my,,.
m 1. Fin du tableau:

8 | o | 10 ] nn ] 12] 13
P | F F | s | oP | sp

-0; :;fzﬂ. 12V =4y, @f:Aﬂ

2.2.6,=0;b (3 9ibs 3X(3) 27:04=3%15) =37

b. Pe (B2 =P(By1).
Pr,1r, (B2 = P(B).
Pe,(Bys2) = 3 X P(B,).

€. b, =P(P1NB, ) +P(F1NB, L)
anrZZF'P1 (Bn+2) XP(P1) + PF1 (Bn+2)XP(F1)

bn+2=%bn+%bn+1-

01
3.a.A=| 2 1 |
93

b.U,=A"™"U;, ou U, :[

o wiN /

a1
c.P = _9; _Ol
9 3
won | B 0
n
o ()
o 363 6
n n n n
56/ 303 33 343
e x]

4.a.C,=B,UB,U...UB,.
b.P(C)=1-(b;+by+...+b,).

n

=152 @ 320

SRS

1

o34y

c. lim ¢,=0:ilyauraapparition d'un double pile pour n assez
n—+%°

grand.

EZ 1.pA)=a;PB)=(1-0ab;

P(C)=0-a)(1-0b).

2. Les événements A;, B;, C;N A, C; N B, et C; NG, peuvent
survenir a l'issue d'au plus deux simulations de passage.
P(C;NAY=(0-a)1-b)a.

P(C;NB,y) =(1-a)X(1-b)b.

P(C;NGC)=(1-a)(1-b)

3.P(A)=(1-a)" (1 -b)"a.

P(B,) =(1-a)"'(1-b)""b.

P(C))=(-a)"(1-b)".

4.a. (u,) converge vers0car 1 -aet 1 - B appartiennentalo; 1[.
b. P(C,) a pour limite 0 quand n tend vers +, donc la
probabilité qu'il y ait une panne a la n-iéme simulation tend
vers 1:le test fonctionne, il y aura bien une panne a un moment
donné.

EEN partieA

1.0n entre E]en B1, puis la formule en C1,quelon

recopie vers la droite.

2. a. On saisit en B2 la formule :
[=ALEA.ENTRE.BORNES(1;4)]

b. On saisit en C2 la formule :
(=MAX(B2;ALEA. ENTRE.BORNES(1;4) |

c. On la recopie vers la droite jusqu’en CW2.
3. On entre dans la colonne A les entiers de 1 a 500, puis on
recopie la zone B2:CW2 jusqu’a la ligne 501.
4. a. On saisit en CY2 la formule :
(=EQUIV(4;B2:CW2;0) |

On obtient ainsi le numéro du premier lancer donnant 4.
b. On recopie la formule précédente dans la colonne CY.
5. On saisit en CY503 la formule :

(=MOYENNE(CY2:CY501) ]

Enfaisant plusieurs simulations, on obtient un nombre voisinde 4.

Partie B

o =

1.A=

o
o O N|= M-

O AW A= A=
[N T Y T N

2. On calcule successivement Ey x A, Eg X A2, Eg x A3 et Ey x A4,
Le 4¢ élément de chacune de ces matrices donne la probabilité
cherchée.

Ainsi, les probabilités de gagner successivement en un coup,

deux coups, trois coups et quatre coups sont : -+, 2, 3Z gt 173

4’16'64 ~ 256

3. On montre ceci par récurrence, et on définit les suites de
I'énoncé de la fagon suivante :
a=b=c;=dy=e;=f;=1.
apy1=2a,+1;b,,1=0a,+3b,+1;
Chy1=0p+b,+4c,+1;d,,1=3d,+2";
e,.1=d,+4e,+2";f, ., =4f,+3".
4. a. (a,) est une suite arithmético-géométrique. On trouve :

a,=2"-1.
b.b,,;+2"*1=3(b,+2").
D'ol: b, +27=3""1(b, +2),etb,=3"-2",
C.Cpypq + 3" =4(c, + 3"), donc:

C,+3"=4""1(c; +3) etc,=4"-3"

d.On trouve de laméme fagon:d,=3"- 2", puise,=f,=4"-3".

12013020 4n-3n

Dou:B"=| 0 27 3"-2" 473"
0 0 3n 4n-3n
0 0 0 4n
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1201 30-2n 4n_3n
an_ 1| 0 20 3n-2n 4n_3n
4700 0 30 4n-3n

0 0 0 4n

s.En:onAn:(i 20 -1 3"-2" 4n-3" )

4n 4’7 4’7 4n
La limite de (E,) est la matrice (0 0 0 1).

6. On résout 4”47'3" > 0,999, ce qui donne
In0,001

n(3)

Il faut faire au moins 25 lancers.

3 n
(—) < 0,001 etn >

itn = 25.
2 ,soitn =25

Partie C

1.PT=1)=1:pT=2=3

1 .
4’ 16
1
4

G

X

2.P(T=k =

3.E(M= lim

k—+

m Partie A

1.a.0n trouve:

’\T M:
==
X
[
X
—
BHlw
==
T
N
Il
=
X
o)}
I
»

U

,0,0

W=

b. On trouve: 0,

c. On trouve:

N
- = ov= M=

Q= N|—= winv
S

O W=
S

— o= NIm W= O

d. On trouve:

0

o wiN
o o

2. M=

O W=
O OV= N|=
O W=

3.a.D=

o
o o N|= o
o wNh o o
wl—= o

o N~o

b.D"=

Mnr = 27 2n

201 1.1 1 q,1_1_
3n 3n 2nm 30 3n 3 2n
0 0 0 1

4.a.X,=(0 0 1 0),etX,=XoxM" dou:

xnz(z_"_i 1.1 1 4,1_1_2°

330 0 30 3 30
b. La suite (X,,) converge vers (0 0 0 1).
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2!]

3
1_2n
20 30

c. Oui, car les deux compétiteurs vont étre éliminés a un
moment donné.

Partie B

—1=2
1P(T=1)=2.

n
2.a.P(C1ﬂCZD...ﬂC,,)=(%x%) =3in.
1

b.P(T>n) =k

P
PT=m=gls-o.

n
3. lim [2P(T=k)]= lim (1—i)=1.Cette|imiteest1,car
3n

n—>+%\ |4 n—+%
ils vont bien étre éliminés a un instant ou a un autre.
4.a.Eneffet: P(T=n)=P(T=n)-P(T > n) etdonc:
P(T=n)=P(T>n-1)-P(T>n).

b.Y kP(T=k =2 kP(T>k-1- ik P(T > k)
k=1 k=1 k=1

n-1 n
=Y (+NDP(T>j)- Xk P(T>k)

j=0 k=1
n-1 n-1 n
=N jP(T>)+ X P(T>j)-2 kP(T>k)
j=0 j=0 k=1
n n-1
D’oU:ZkP(T=k)=Z P(T > j)-=nP(T>n), etainsi:
k=1 j=0
n n-1
nP(T>n)+2kP(T=k): P(T > k).

~

k
c.nP(T> n)=3%,et lim (nP(T >n))=0.

n—+%

0

n-1 n-1 1- (%)n n-1

S PT>k= #:ﬁ:lalimitedezP(T>k)en+oc
k=0 k=0 1—§ k=0

est donc %

n
Dou: lim (2 kP(T = k)) =3
n—+e\ ;5 2
d. On a calculé I'espérance mathématique de T; ainsi, le temps
moyen de premiere élimination est 1,5.

rpaq
mLM: qr p|

paqr

2. a. Le point M reste toujours en A.

b. Le point M prend successivement les positions A, B, C, A,
B,C, ...

c. Le point M a toujours la méme probabilité de se trouver en
A,BouC.

T 1 1
3.a.P-1:% 2 -1 -1 |.
T 1 =2

b.D=



1 2a,+1 1-a, 1-a,
T"=§ 1-a, 2a,+1 1-a,
1-a, 1-a, 2a,+1

, en posant a, = (1 -3p)".

d. La probabilité que M soit en A a l'instant n est:
%(2 (1-3p)n+1).
La probabilité que M soit en B a l'instant n est % (1-(1=3p)").

La probabilité que M soit en C a linstant n est aussi - (1 (1 - 3p)").

3
e. Puisque - 1<qe 3p < 1,alors lim (1-3p)"=0.0n en
2 n—+o
déduit que la probabilité que M soit en A, B ou C tend vers %

quand n tend vers + o,

f. Ces résultats sont les mémes, que M parte de A, Bou C.

« Prises d'iniliatives

m Soit A I'état « le message est correct » et B I'état « le
message est déformé en son contraire ». Alors, la matrice de

transition est:
m=| P 1P
1-p p

Il existe un état stablecarp=0et1-p=0.
Cet état stable est ( 11 )
2 2

La probabilité que lI'information transmise par le n-ieme
intermédiaire soit conforme a I'information initiale devient
égalea % quand le nombre d'intermédiaires devient important.

m Pour chaque chiffre du mot, la matrice de transition est la
méme que celle de I'exercice 96.
Dong, I'état stable est ( % % ) et la probabilité qu'un chiffre

soit inchangé a la fin du réseau est environ 1

2
Pour un mot de 5 chiffres, la probabilité est donc 31—2
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