Satz 5.4.6 (Satz iiber implizite Funktionen)
Sei F: G C R" x R" — R™ (x,y) — F(x,y) eine C*-Abbildung sowie (i,%) € G ein Punkt mit

F(z,9) =0 und D, F(z,9) := (gﬁk (@, 9)ik=1,. m) reguldr. Dann gilt:

1) Es ex. offene Umgebungen U von &, V von ¢ (mit U x V C G) und eine C* - Abbildung
f:UCR" -V CR™ z+— f(x), so dass

graph f = {(z, f(z)|x € U} ={(z,y) € U x V|f(z,y) = 0} = Np(U x V),
insbesondere ist V ey F(z, f(z)) = 0.
2) Diese Abbildung besitzt die Funktionalmatrix

Df(z) = —(D,F(z, f(z))"' - D, F(z, f(x)) fiir z € U.

Bem:

1) Zur Interpretation: Ein i.A. nichtlineares Gleichungssystem

Fl(xlw-wxnaylv"'aym):O

Fm(m17"'7mn7y17"'7ym> =0

ldsst sich mit obigen Voraussetzungen innerhalb des Fensters U x V differenzierbar nach den
Variablen y1 = f(z1,..-s&m), -, Ym = fm(Z1,...,Tm) auflosen.

1) Fiir n = m = 1 lautet 2): f'(x) = _%

Bew:

a) Wir betrachten die C'-Hilfsfunktion. F': G € R™ x R™ — R x R, (z,y) — (x, f(z,y)) mit
reguldrer Funktionalmatrix:

fre o E 0 o o
DF(]},y) = (DIF DyF) (x,y),

denn
det DF(&,9) = det(E - D, (F))(&,9) = det(Dy, F(&,7) # 0.

Der lokale Umkehrsatz liefert: Es existiert eine offene Umgebung U von (£,9), insbesondere
eine Produktumgebung U x V' C U um (Z,y) und eine offene Umgebung W von F(&,y) =
(2,0), so dass Flyxy : U x V — W ein C'-Diffeomorphismus. R
F~1 besitzt wie F' die spezielle Gestalt F~1 : W — U x V, (z,2) — F~Y(z,2) = (z,9(z, 2))
mit

AL - !

V(z,z)GWF(F 1(1'72)) = F(z,9(z,2)) = (v, F(z,9(z,2)) = (2,2),

also

F(z,g9(x,2)) =z fir (x,2) € W, (1)
g(z, F(z,y)) =y fir (z,y) €U x V. (2)
Da (z,F(&,y) = (£,0) ein Innenpunkt von W, kann U so klein gew&hlt werden, dass

€ W. Dann ist VY, pg(z,0) € V. Somit ist eine C'-Abbildung f : U — V,z —

IEU z, O)
(z) := g(x,0) definiert mit

1) = F(x, f(x)) =0, d.h. graph f C Np(U x V)

(
(2) = F(z,y) =0 = f(z) =g9g(x,0) =y, dh. Np(U x V) C graph f.



b) Anwendung der Kettenregel auf die C!-Abbildung x — h(x) := F(z, f(x)) =0

Dh(z) = DF(z, f(2)) - (pfa) =
= (DTF(% f(SC)); DyF(I, f(l'))) : (Dﬁx)) = DfF(‘T’ f(x)) + DyF(xv f(:c))Df(:E) =0.

Da DF(z,y) auf ganz U x V regulér, ist auch D,F(x, f(z)) auf ganz U regulér (gleiche
Determinante), kann eindeutig nach D f(x) aufgeldst werden. O



