
Satz 5.4.6 (Satz über implizite Funktionen)
Sei F : G ⊂ Rn × Rn → Rm, (x, y) 7→ F (x, y) eine C1-Abbildung sowie (̊x, ẙ) ∈ G ein Punkt mit
F (̊x, ẙ) = 0 und DyF (̊x, ẙ) :=

(
∂Fj

∂yk
(̊x, ẙ)i,k=1,...,m

)
regulär. Dann gilt:

1) Es ex. offene Umgebungen U von x̊, V von ẙ (mit U × V ⊂ G) und eine C1 - Abbildung
f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm, x 7→ f(x), so dass

graph f = {(x, f(x)|x ∈ U} = {(x, y) ∈ U × V |f(x, y) = 0} = NF (U × V ),

insbesondere ist ∀x∈UF (x, f(x)) = 0.

2) Diese Abbildung besitzt die Funktionalmatrix

Df(x) = −(DyF (x, f(x))−1 ·DxF (x, f(x)) für x ∈ U.

Bem:

1) Zur Interpretation: Ein i.A. nichtlineares Gleichungssystem

F1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

...
Fm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

lässt sich mit obigen Voraussetzungen innerhalb des Fensters U ×V differenzierbar nach den
Variablen y1 = f(x1, . . . , xm), . . . , ym = fm(x1, . . . , xm) auflösen.

1) Für n = m = 1 lautet 2): f ′(x) = −∂xF (x,f(x))
∂yF (x,f(x))

Bew:

a) Wir betrachten die C1-Hilfsfunktion. F̂ : G ⊂ Rn ×Rm → Rn ×Rm, (x, y) 7→ (x, f(x, y)) mit
regulärer Funktionalmatrix:

DF̂ (̊x, ẙ) =

(
E 0

DxF DyF

)
(̊x, ẙ),

denn

detDF̂ (̊x, ẙ) = det(E ·Dy(F ))(̊x, ẙ) = det(DyF (̊x, ẙ) 6= 0.

Der lokale Umkehrsatz liefert: Es existiert eine offene Umgebung Û von (̊x, ẙ), insbesondere
eine Produktumgebung U × V ⊂ Û um (̊x, ẙ) und eine offene Umgebung W von F (̊x, ẙ) =
(̊x, 0), so dass F |U×V : U × V →W ein C1-Diffeomorphismus.
F̂−1 besitzt wie F̂ die spezielle Gestalt F̂−1 : W → U × V, (x, z) 7→ F̂−1(x, z) = (x, g(x, z))
mit

∀(x,z)∈W F̂ (F̂−1(x, z)) = F̂ (x, g(x, z)) = (x, F (x, g(x, z))
!
= (x, z),

also

F (x, g(x, z)) = z für (x, z) ∈W, (1)
g(x, F (x, y)) = y für (x, y) ∈ U × V. (2)

Da (̊x, F (̊x, ẙ) = (̊x, 0) ein Innenpunkt von W , kann U so klein gewählt werden, dass
∀x∈U (x, 0) ∈ W . Dann ist ∀x∈Ug(x, 0) ∈ V . Somit ist eine C1-Abbildung f : U → V, x 7→
f(x) := g(x, 0) definiert mit

(1) =⇒ F (x, f(x)) = 0, d.h. graph f ⊂ NF (U × V )

(2) =⇒ F (x, y) = 0 =⇒ f(x) = g(x, 0) = y, d.h. NF (U × V ) ⊂ graph f.
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b) Anwendung der Kettenregel auf die C1-Abbildung x 7→ h(x) := F (x, f(x)) = 0

Dh(x) = DF (x, f(x)) ·
(

E
Df(x)

)
=

= (DxF (x, f(x)), DyF (x, f(x))) ·
(

E
Df(x)

)
= DxF (x, f(x)) + DyF (x, f(x))Df(x) = 0.

Da DF̂ (x, y) auf ganz U × V regulär, ist auch DyF (x, f(x)) auf ganz U regulär (gleiche
Determinante), kann eindeutig nach Df(x) aufgelöst werden.
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