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Palabras previas

Este apunte surge para enfrentar una forma encubierta de arancel. Porque
aunque la Universidad es gratuita hay muchas maneras indirectas de cobrarnos
por estudiar, los que hacemos esta edicién denunciamos el abuso en el precio con
que se venden otras ediciones, privatizando el trabajo docente, que en definitiva
es propio de la Universidad y por tanto de todos.

Con el disfraz de la legitimidad, unos justifican el monopolio de la comercia-
lizacién; con el pretexto de la organizacién, otros enganan con rebajas a medias;
pero en cualquier caso, se nos separa a los estudiantes del CBC y a los de las
carreras para sacar ventajas de una falsa division.

Por eso, no hacemos esta guia de copados que somos ni porque busquemos
apuntes baratos y ya: este esfuerzo es la confirmacion practica de nuestra afirma-
cién sobre el precio excesivo de otras ediciones; es el ejemplo de que un grupo
de estudiantes hartos de que nos estafen somos capaces de encarar proyectos
grandes con seriedad; es una invitacion para que te animes a pelear por lo que
creas justo, y es nuestra forma de luchar por la desarancelizaciéon completa de
la UBA en una Argentina més solidaria.

En www.slm.org.ar/cbc podés bajarte GRATIS ésta y todas las guias que
tenemos. La pégina tiene mucha maés informacién sobre nosotros: te conta-
mos quiénes somos, justificamos lo que acd puede parecerte descolgado, publi-
camos nuestras novedades, te ofrecemos varias formas de contactarnos y algunos
etcéteras mas.

Desde ya que también nos importa conocer tu opinién. Escribinos tus co-
mentarios, correcciones o sugerencias sobre esta guia a cbc@slm.org.ar o, so-
bre cualquier otra cosa que para vos sea importante o quieras preguntarnos, a
hola@slm.org.ar.

Conocenos por lo que hacemos, no por nuestros carteles.

Por dltimo, esta guia no hubiera sido posible de no ser por el esfuerzo de
SLM!, Nicolds y Patricia. GRACIAS.
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Practica 0

Preliminares

Ejercicio 0.17 Calcule

@ 3= (-3+1-(3- ) -2 -i-(-1-@d-D+

wWiny
~—

@ (1-G-17)" o) (=3 (-9 "
Ejercicio 0.37 Calcule
w  EE
5-1076)(4 - 102
R
(c) 81%/4 + (E) o + <gi)2/3 + 32745 4 (276)2/3 1. 37/2 . 31/2

(d) V52 +/(=3)2 + V/(-9)2 + {/-8/27 + V81

Ejercicio 0.4) Siz=-2 y =2/3; z=—3/2 calcule

(a) z(y+2) (b) 2y + = (¢) z+yz (d) (z+y)z

Ejercicio 0.57 Pruebe las siguientes identidades

1
a vn+l—y/n=——, neN
(2) Vi vn+1+4++/n
(b) n3+3n2+n_n2—|—3n+1
n2+1  n+1l/n
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Ejercicio 0.6 Resuelva

1-— 1
(a) 2r4+1=-1 (e) 256: —;x
(b) —Sr+2=-7
(c) —2Bx—1)+4=T7Tx-3
9z — 3 T 3 6z — 2
f pumy
(d) 2 ®) r—172@-1) 3-3

—2x—|—4:

Ejercicio O.?T Muestre que el nimero V2 + /3 es solucién de la ecuacién
2t — 1022 +1=0.

Ejercicio 0.8 Escriba como intervalo o unién de intervalos las soluciones de
las siguientes desigualdades

(a) 20 —1<2 (e) 2 *31 <1
o

(b) —2z+12>2 3
-

() 22 +11 > 10 — 6z (f) 11

2
d 4
(d) 2—x>

Ejercicio 0.9) Escriba de menor a mayor los siguientes niimeros

%38 64 3 6 4 1 5
27 37 417 27 11’ 73 =2

Ejercicio 0.107 Demuestre que si @ y b son nimeros no negativos vale la
desigualdad

b
¢ ;_ >+Va-b.
Exhiba un ejemplo donde la desigualdad es estricta y otro donde valga la
igualdad.

Ejercicio 0.117 Alguna de las siguientes relaciones no valen en general. Anal-
ice en qué casos son validas.

(a) (z+y)* =a®+y° (e) 22>
(b) Vi+y=vz+y (f) 22 <w
(© @ S 916 >1y2 (@ >0
(d) sry 1y (h) ® >0
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(1) 27 >1 (k) 2 >0

() log(z?) = 2log = 4 log(z +10%) = 2 + log =
Ejercicio 0.127 Resuelva

(a) 4772 =1 (c) log(z + 7) = 100

1
(b) 25773 = 3 (d) log(z? =3z +1) =0

Ejercicio 0.13Y Represente en plano los siguientes puntos:
(17 3)a (3, 1)7 (_17 2)7 (_1a _5)7 (Oa 1); (1a 0)7 (3a 3)7 (_]-a _1)

Para cada uno de estos puntos represente los puntos simétricos respecto de:

(a) el eje x, (c) el origen de coordenadas.

(b) el eje y,
Ejercicio 0.14) Represente en el plano los siguientes conjuntos de R?
@  {@yero=1} ©  {@yerYr<o,y=2]

(b) {(x,y)€R2/x§2} (d) {(x,y)eR2/z<1,y<1}



Practica 1

Funciones Reales

1.1. Las funciones definen fenémenos

Ejercicio 1.17 Haga un grafico que refleje la evolucién de la temperatura del
agua a lo largo del tiempo atendiendo la siguiente descripcién:

“Saqué del fuego una cacerola con agua hirviendo. Al principio, la temper-
atura bajé con rapidez, de modo que a los 5 minutos estaba en 60°. Luego fue
enfridndose con més lentitud. A los 20 minutos de haberla sacado estaba a 30°
y 20 minutos después seguia teniendo algo mas de 20°, temperatura de la cual
no bajé, pues era la temperatura que habia en la cocina”.

El grafico que hizo, jes el Gnico que respeta las consignas anteriores?

Ejercicio 1.27  Con una limina rectangular de 40 x 30 queremos hacer una
caja como muestra la figura:

40-2x%

XZ-0¢

40-2x%

x x
(a) Busque la expresién del volumen de la caja en funcién de z.
(b) {Cudl es el dominio?

(¢) Haga un gréfico aproximado a partir de una tabla de valores.
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Ejercicio 1.3 Entre todos los rectangulos de perimetro 20, halle la funcién
que relaciona la base = con la altura y. Haga un gréafico que la represente. ; Cuél
es el dominio?

Ejercicio 1.4) Halle el drea de un tridngulo rectangulo isésceles en funcién del
cateto. Dibuje el gréafico de la funcién hallada a partir de una tabla de valores.
Indique cudl es el dominio.

1.2. Grafico de funciones

Ejercicio 1.57  Dados los siguientes conjuntos del plano, determine, en cada
caso, si existe una funcién cuyo gréfico sea el dado:

S

O
N

Ejercicio 1.6) Dados los siguientes graficos de funciones, determine, en cada
caso, en qué intervalos es creciente, en qué intervalos es decreciente, en qué punto
alcanza su maximo, cudl es dicho valor maximo, en qué punto alcanza su minimo
y cudl es el valor minimo.

4

T
-
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Ejercicio 1.7 Dibuje una funcién que sea creciente en los intervalos (—oo, —1)
y (2, +00). Ademsds, que el valor méximo sea 4 y se alcance en z = —1 y que el
valor minimo sea —3 y se alcance en x = 2.

1.3. Las funciones mas usuales

Ejercicio 1.8V

(a) Encuentre en cada caso una funcién lineal que satisfaga:

(
- f(=1)=3; f(80)=3
me f(0) =4 f(3)=0
v- f(0)=0b; f(a)=0 aybfijos

(b) Calcule en i- y en ii- f(0). Calcule en iii- f(—2).

(c) Encuentre la pendiente de las rectas que son grificas de las funciones lineales
dadas en (a). Haga un grifico de tales rectas.

Ejercicio 1.9)  Halle la ecuacién de la recta de pendiente m que pasa por el
punto p, siendo:

(a) p=1(2,3) m=1 () p=(3,—4) m=-2
(b) p=(1,5) m=0 (d) p=(0,b) m=1

Haga el grafico de cada una de ellas. Decida cudles son crecientes y cudles
decrecientes.

Ejercicio 1.10)  Encuentre la funcién lineal g que da la temperatura en gra-
dos Farenheit, conocida la misma en grados Celsius, sabiendo que 0°C = 32°F
y 100°C = 212°F. Reciprocamente, encuentre la funciéon h que da la temper-
atura en grados Celsius, conocida la misma en grados Farenheit. Compruebe

que g(h(z)) = h(g(z)) ==

Ejercicio 1.1T7  Trace el grafico de las siguientes funciones cuadraticas:

(a) f(x) =a? (c) flz) =a2—3
(b) f(z)=—22 (d) f(z) = —(z —5)?

Determine en cada caso el conjunto imagen.
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Ejercicio 1.127  Paralas siguientes funciones cuadraticas determine en qué in-
tervalo crece, en qué intervalo decrece, dénde es positiva, dénde negativa, en
qué puntos se anula y en qué punto alcanza su extremo:

(a) f(z) = —2z2 (d) f(z)=2*+2z+1
(b) f(z) = —22(z —3)
(c) flz) =-22"+a (e) flz) =—2(x+3)(z—5)

Ejercicio 1.137  Se arroja una pelota desde el suelo y la altura, en metros,
viene dada por la funcién h(t) = —5t2 + 10t, siendo ¢ el tiempo medido en
segundos.

(a) ;Cuédndo alcanza la altura méxima?

(b) {Cudl es dicha altura?

Ejercicio 1.14) Represente graficamente las siguientes funciones:

(a) f(z) =2a? (c) flz)=2°—1
(b) f(z)=(x—2)° (d) fz)=a*

Analice en cada caso la monotonia.

Ejercicio 1.157 Represente graficamente las siguientes funciones:

@ @)= @ @)=
O @)= @ f)=2E
@ fw=- 0 fw=2

Indique en cada caso el dominio de la funcién. Indique también en qué in-
tervalos es creciente, y en cudles decreciente.

Ejercicio 1.16) Represente graficamente las siguientes funciones:
(a) flx) == (¢) flx)=va+3
(b) fl@)=—Va () fx)=/(z —2)?

Indique en cada caso el dominio de la funcién. Analice la monotonia.
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Ejercicio 1.17)  Halle el dominio de las siguientes funciones:
(a) f(@) = Va?+4 () f(@) = V-9
(b) flz) =ve-38 (d) f(@) = V(e —1)

1.4. Composiciéon de funciones. Funcién inversa

Ejercicio 1.187 Considere las funciones reales definidas por las férmulas:

f(z) = 22* + 5z g(x):xifi h(xz) =2z —6

(a) Calcule si es posible:
(fe H)(=1) (f o h)(1) (go f)(=1) (hog)(2)
(b) Halle férmulas para las composiciones que se indican a continuacién:
fog golf (fog)oh foh fof

(¢) i(fog)y (go f) son la misma funcién?

Ejercicio 1.19) Halle la funcién inversa de:

(a) flx) =3z =5 (d) fla) =2
(b) flxy=222 -1, >0 (e) fx) =2 —6x+4, >3
(c) flx)=3—-Vax+5 () fx)=2®>-6x+4, =<3

Ejercicio 1.207 Pruebe que la funcién f(z) = ﬁ'ﬁl satisface f(1) = - f(z)
para todo x positivo.

1.5. Funciones exponenciales y logaritmicas

Ejercicio 1.217  Dadas las funciones exponenciales f(z) =r® (r =2, 1, 3,

):

W=

(a) haga el grafico de cada una de ellas;
(b) determine el dominio y la imagen;

(c) analice la monotonia.
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Ejercicio 1.227  Si notamos log, (x) a la funcién inversa de r* (r > 0, r # 1)

(a) Haga el gréfico de y = log,(z) para r = 2, %, 3, %

(b) Determine el dominio y la imagen.

(¢) Analice la monotonia.

Ejercicio 1.237  Encuentre el dominio de las siguientes funciones:
(a) f(x)=In(20) (b) f(z) = In(322 + 20)

En cada caso determine los valores de x para los cuales f(x) = 1.

Ejercicio 1.247  Halle la funcién inversa de:

(a) f(z) = In(2z) (¢) flx) =In(z®—1)  (e) f(z)=e""

2

(b) f(z) =In(z*+4) () f(z) =2Y"+5 () flz)=e" x>0

1.6. Funciones trigonométricas

Ejercicio 1.25) A partir de los graficos de g(x) = senz y h(z) = cosz haga
el gréfico de:

(a) f(z) =sen(xz —m) (¢) f(x)=cos(2x + m)
(b) f(z) = cos(2z) (d) f(z) = sen(z + 3)

Ejercicio 1.26) Determine todos los valores de z € R tales que:

(a) senz = 1 (d) sen?z +cos?z =1
(b) cosz =3 (e) sen(2x) = 2senx - cosx
(c) cos?x —sen?z =1 (f) cos(z+ ) = @(cosx —sen )

Ejercicio 1.27) Haga el gréfico de las funciones inversas de g(z) = senz y
h(z) = cosz. Determine los valores de € R tales que:

a) arcsenr = C) cos(arcsenxr) — — X
(a) i (¢) cos( )= v1—z?

(b) arccosz =
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1.7. Otras funciones

Ejercicio 1.287 Represente las siguientes funciones:

(a) f(z) = |z + 5] (¢) f(z) = [senz]
(b) f(z) = |z — 5] (d) fz) = le]

Ejercicio 1.297

r+2 si x<-1
(a) Dada la funcién f(z) = -z si —1<z<1 ,calcule f(-3), f(1)
3r—4 si 1<z
y f(4). Determine para qué valores de y la ecuacién f(z) = y tiene solucién.
;,Cuando es unica?

3r+1 si r<—4
1

(b) Idem para la funcién f(x) = { Siox> -4

r+2

Ejercicio 1.30) El impuesto a la riqueza es igual al $0,50 por cada mil pesos
por encima de $100 mil y de $1 por cada mil pesos por encima de $200 mil.
Escriba el monto impuesto en funcién de la riqueza. ;Cudl es la riqueza de
alguien que paga $530 de impuesto?

1.8. Problemas varios

Problema 1.1) La funcién f eslineal y la funcién g es cuadratica. Los graficos
de ambas funciones se cortan en los puntos p = (—1,2) y ¢ = (2,0). Ademés g
se anula en x = —2. Halle las férmulas de f y g y encuentre el conjunto de los
x tales que f(x) es mayor que g(x). Haga un gréfico.

x

Problema 1.2) Se definen cosh(z) = % y senh(x) = em}e%. Pruebe

que

(a) cosh?(z) — senh?(z) = 1

(b) Los graficos de ambas funciones no se cortan.
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Problema 1.37 Un céntaro vacio con capacidad para 20 litros pesa 2550
gramos.

(a) Represente la funcién que da el peso total del cdntaro en funcién de la
cantidad de agua, en litros, que contiene. Halle su férmula. ;Cudl es el
dominio?

(b) Si disponemos de 3 litros de mercurio, cuyo peso total es de 40,8 kg, repita
el item anterior sustituyendo el agua por el mercurio.

(c) Sise representan las funciones de (a) y (b) en los mismos ejes, ;qué significa
el punto de interseccién?

(d) ;Es cierto que a doble de liquido corresponde doble peso total?

Problema 1.4) Si f(n) = %7 calcule % y obtenga su valor numérico
paran =1,2 3,4y 5.



Practica 2

Numeros Reales

2.1. La recta real

Ejercicio 2.17 Represente en la recta numérica
(a) _5a _17 37 67 %7 1+%7 1- %7 _\/57 \/§+17 \/5_ 17 _\/E—'_la _\/5_1
(b) =3, -2, -1,0,1,2,3, -7, =2, T 7, 37 (3,14), (-3,14)

25 99 Mty 9
Ejercicio 2.2V Represente en la recta numérica los siguientes conjuntos (es-
cribalos como intervalos o como unién de intervalos).
(a) Todos los nimeros reales mayores que —1.
(b) Todos los nimeros reales menores o iguales que 2.

(¢) Todos los ntiimeros reales que distan del 0 menos que 3.

(d) {reR/2z—3>5} G) {zeR/1+2<3)}
() {reR/ -3 <z <3} k) {zeR/L<2}
(f) {zeR/1<2x—-3<5} (1) {xeR/|z| <3}
(g) {xeR/x(2z—3) >0} (m) {reR/|xz—2| <3}
(h) {r eR /a?—36 <0} (m) {x R/ |z +2| <3}
(i) {reR /2% -z <0} (@) {reR/ |z| >3}

Ejercicio 2.37 Represente en la recta los siguientes conjuntos

(a) [2,4]N[3,6] (¢) (—00,3)N(1,4+0) (e) (—1,3)U[3,+00)
(b) [2,4] U3, 6] (d) (-1,3)N[3,+) (f) (-1,3)U(3,5)

16
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Ejercicio 2.4) Represente en la recta los siguientes conjuntos

(a) {n€N/4<n <6} () {x =32 /neNAn <6}
(b) {neN/n<13} (@ {o =2 /nen}

2.2. Numeros irracionales

Ejercicio 2.57  Demuestre que v/3 no es racional

Ejercicio 2.6) Dados los ntimeros 3,14y
(a) Halle un ntimero racional comprendido entre ambos.

(b) Halle un nimero irracional comprendido entre ambos (ayuda: escriba su
desarrollo decimal).

2.3. Supremo e infimo

Ejercicio 2.7V Considere los siguientes conjuntos

A ={L/neN} F = {1,2,3,4}
B Z{#/”EN} G = {5;5,9; 5,99; 5,999 ...}
¢ = (07

H ={rxeR/|lxz-2|<1
b _n { / |z -2 <1}
E :{nf%/neN} I ={zeR/|z| >3}

En cada caso:
Determine si 7 es una cota superior.
Determine si 0 es una cota inferior.

)

)

) Decida si estd acotado superiormente.
) Decida si estd acotado inferiormente.
)

En caso afirmativo, encuentre el supremo y/o el infimo del conjunto. Decida
si alguno de ellos es el méximo y/o el minimo del conjunto correspondiente.



PRACTICA 2. PRACTICA 18

Ejercicio 2.87  Considere el conjunto B del conjunto anterior.
(a) Muestre que 1 es cota superior de B.
(b) Exhiba un elemento b de B que satisfaga 0,9 < b < 1.

(¢) Exhiba un elemento b de B que satisfaga 0,99 < b < 1.

Ejercicio 2.9) Considere el conjunto P = {27::21 /ne N}.

(a) Muestre que 2 es una cota superior de P.
(b) Exhiba un elemento p de P que satisfaga 1,99 < p < 2.

(¢) Muestre que si t < 2 existe un elemento p de P que satisface t < p < 2.
Deduzca entonces que sup P = 2.

Ejercicio 2.10) Muestre que existe un nimero natural n que satisface % <
0,001. En general, muestre que, cualquiera sea = positivo, existe un nimero
natural n que satisface 2 < z. Deduzca de aqui que inf {1 /n € N} =0.

Ejercicio 2.117 Sean A y B dos conjuntos de numeros reales no vacios y
acotados de modo que A C B. Ordene de menor a mayor los siguientes niimeros:

sup A, supB, infA, infB
Escriba un ejemplo donde sup A = sup B y otro donde la desigualdad es

estricta.

Ejercicio 2.127 Determine, en caso de que existan, el supremo, el infimo, el
méximo y el minimo de los siguientes conjuntos:

(a) A={zeR/a?-3z+2<0}
(b) B={y=2?-3z+2,2¢(0,2)}

(c) C={y=a2>-3z+2,zcR}
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Sucesiones

3.1.

Ejercicio 3.1V Escriba los primeros cinco

Término general

siones:

(a)

(b)

NG

an:n—|—1 (c)
2n—1
T @

términos de las siguientes suce-

_1 n+1

Cp = E__zr__
n.

d, - cos(n)
n

Ejercicio 3.2 Para cada una de las siguientes sucesiones:

I.

II.

III.

V.

V. —

1,2, 3,4, ... VI.
-1, -3, -3, -4, VIL.
1, -1, 1 -1 VIIL
bbb

1, 2, =3, 4, X

1 1 1
0,%,0 1,01 ..
1

1, -1

PRI

(a) Encuentre el término 100 y el término 200.

(b) Halle, si es posible, el término general a,

(c) Clasifiquelas en convergentes o no convergentes.

19
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3.2. La nocién de limite

Ejercicio 3.37 Halle un valor den € N a partir del cual haya certeza de que:
(a) n? — 5n — 8 sea mayor que (i) 10 (ii) 1000
(b) 2™ — 100 sea mayor que (i) 10 (ii) 1000
(c)
)

CD™ 1 9 esté entre (i) 1,9 y 2,1 (ii) 1,999 y 2,001

n+1
(d) *5" esté entre (i) —0,1y 0,1 (ii) —0,001 y 0,001
Ejercicio 3.ZT Considere la sucesién a,, = 71_’;7&}072. A partir de que el lim,, . o ay,

= 1 responda cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas, explicando
en cada caso, en qué se basa para responder.

a) Existe un n € N a partir del cual a,, > 0.

(
(

b) Existe un n € N a partir del cual a,, > 1/2.

)
)
(c) Existe un n € N a partir del cual a,, < 1.
(d) Existe un n € N para el cual a,, = 1.

)

(e) La sucesion a,, estd acotada.

Escriba las afirmaciones que correspondan, con la nomenclatura pctn.

3.3. Calculo de limites - Propiedades

Ejercicio 3.57 Calcules, si existe, el limite de las siguientes sucesiones. En
cada caso, explique las propiedades que usa para obtener su respuesta.

(a) o — —An +2n2 —3n—1 (e) o — 4n? + 3
" 5n2 4+ 4 ™7 3n2 + 4000
™3 —5 -n
b an = f R —
(b) n+3 ® Vn? —n+n
() o = Yit2 (@ 5 45871609 32 11 64
n2_1 g 73727573)974717)5)337"'

[2n? — 1 1 1 1
d n = —_— - - - ..
(d) a 32 12 (h) 1,1+2,1+2+4,
Ejercicio 3.6) Contintie con las siguientes sucesiones
(a) n?—bn+7 1’45 (c) VvnZ+n—2+n
n+3 n+1
(d) vn?4+n—2—-n
n?—5n+7 n?+5

(b) nt3  nil (e) Vn24+1—+n2—n+3
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- 202 1, 3n—1 (i) ——r
32+2 " 2n+3 vn+l-n

() V- (Vn+2—+/n)
(h) n-(vn+2—+/n) (i) Vi (Vn?+2—yn)

Ejercicio 3.77  Muestre que cada una de las siguientes situaciones constituye
una indeterminaciéon. Para ello exhiba por lo menos dos ejemplos donde los
limites sean distintos (finitos o infinitos). Suponga, cuando haga falta, condi-
ciones suficientes para que las sucesiones estén bien definidas para todo n.

(a) lim a, = +ooy lim b, = +oo (i) lim (an —b,) (i) lim ‘b‘—"

(b) lim a, =0y lim b, =0 (i) lm "% (i) lim (an)"

(c) lim a, =0y lim b, =400 (i) lUm (an-b,) (i) lm (b,)*"
n—oo n—oo n—oo n—oo

Ejercicio 3.8V Marque, en cada caso, la Uinica respuesta correcta.

(a) Silimy, e ap = 400 y by, oscila finitamente entonces lim,, ., (a, + by,)

O oscila [ tiende a maés infinito [0 es una indeterminacién

(b) Silim, o0 a, = Ly ay, > 0 entonces hay certeza de que
OL>0 OL=0 0OL>0 [ninguna de las anteriores

(c) Silim, o a, =0y lim, . b, = 400 entonces lim,, ., 7
n

O es igual a 0 O tiende a més infinito
O es una indeterminacion [ no existe

(d) Silim, o a, =0y lim, .. b, = +00 entonces lim,, . (a,)""

O es igual a 0 O tiende a més infinito
[J es una indeterminacion [0 no existe

3.4. Sucesiones monotonas - Mas propiedades

Ejercicio 3.97 Calcule, si existe, el limite de las siguientes sucesiones. Como
siempre, explique las propiedades que usa para llegar al resultado.

@ = © (3
(b) (=D" (Vn+2-+Vn) 2" 45
3n
" @ 0

@) (Yt (Vatzeve) o @) (0.99)"

(0"
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22n + an
§)) Vn?+1
3n3 4+ 2n2 41
k n
(k) n? + 2
1) Ao 41
3n+1
w o (mr2)”
5n2 + 3
(n) V21 4 5
) (n*+1)"/%"

(s)

32nt+l 4 cosn

2-9" 4+ senn

Ejercicio 3.10) Calcule el limite de las siguientes sucesiones:

W (%)

oo ()

(e) (1 + %)n

Ejercicio 3.117 Calcule, si existe, el limite de las siguientes sucesiones:

@ o

o )
@ =

(d) !

© n? 4 n!

2" + 3"

(f)

(2)

(h)

(i)

)

(f)

3
2n2 —5n\" +an
3n—1

n242

n2io
<3n2 +2n + 1> Zn+1

3n2 -5
(1 N sen2n>"
n
1 2
sen2( L
(=)
n

2
| _cosm s
5n3 +1

22n+1
(2n)!

1+2”
2 n

22
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Ejercicio 3.127 En cada caso, la sucesion a,, se encuentra sujeta a las condi-
ciones indicadas. Analice la existencia de limite y, en caso afirmativo, calcilelo.

n? 3
(a) i> 1+1 (c) 2—2—n<5—2an§1+ﬂ
a, n
2"n! (d) Sy 46> ——

3.5. Subsucesiones

Ejercicio 3.137 Dada la sucesién 1,3,5,7,7,5,3,1,1,3,5,7,..., escriba el
término general de asy,, G4y Y agn—3. Encuentre dos subsucesiones convergentes.

Ejercicio 3.14)  Usando subsucesiones, pruebe que cada una de las siguientes
sucesiones carece de limite:

(a) 0,1,2,0, 1, 2,... (£) Un si n es multiplo de 5
- 2+1/n en otro caso

(b) sen (?)

(c) cos(nm) + sen (n%r) () <1 n COS;WT) ) n

(d) (=1 a(-1)"

3n+1 .
o W et

(e) cos(nm)

Ejercicio 3.15)  Se sabe que lim,_, y oo a, = L > 0. Calcule:

(a) lim agy41 (c) lim 4t
n—-4oo n—+o0o  Qp
(b) lim (ag, — asn)
n—-+oo

3.6. Sucesiones dadas por recurrencia

Ejercicio 3.16) Considere la sucesién definida recurrentemente como
a1 =1, apny1 =2a,, n €N
(a) Calcule el cociente de D’Alembert. Concluya que la sucesién es creciente.

(b) Muestre que a,, = 2"~ 1 n > 1.
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Ejercicio 3.17)  Considere la sucesién difinida recurrentemente como

1 1
a; = 3 (pi1 = §an(1 —ap), n>1

(a) Observe que 0 < a, <1, n>1.

(b) Calcule el cociente de D’Alembert. Concluya que las sucesién es decreciente
y acotada y, por lo tanto, convergente.

(¢) Calcule lim,,—, a,

Ejercicio 3.187 Calcule, si existe, el limite de las siguientes sucesiones. Pre-
viamente, mediante el cociente de D’Alembert, determine si es posible, la mono-
tonia de ellas.

(a) a1 =1, ans1 =vVap+2, n>1

1
b =1, app1=———, n>1
() ai ; Ap41 1+1/an n >
(C) a; = 1, Ap41 = \/3an, n > 1
1 4 a+b
(d) a1 =1, apy1 = 5 | an +— |, n>1. (sug.: use 7= > Vab)

3.7. Problemas varios

Problema 3.17  Sea (a,) una sucesién definida en forma recurrente como

a 2n+1
a; =9, Intl _ + para todo n > 1.
an, 5n

(a) Pruebe que a,41 < a, para todo n.
(b) (Por qué se puede asegurar que existe lim,, oo an?
(c¢) Calcule lim,,_, o ap,.

)

(d) Si se define b, = na,, calcule lim,, .. by,.

Problema 3.27 Se invierte un capital de $1000 en acciones. El primer mes
suben el 10% respecto al precio de compra; el segundo mes, bajan el 10 %
respecto del mes anterior; el tercer mes suben el 10 % respecto del mes anterior;
y asf alternadamente, un mes suben el 10 % y al siguiente bajan el 10 %.

(a) Halle ¢, el capital que se tiene después de n meses.
(b) Calcule lim,,—, ¢y

(¢) Estudie cémo cambia la situacién si las bajas son del 9% en lugar del 10 %.
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Problema 3.3] Sea a, = n(0,95)™.

(a) Pruebe que a,, es decreciente pctn. Halle un n a partir del cual haya certeza
de que ap41 < ap.-

(b) Calcule lim,,_, an. {En qué se basa para calcularlo?

Problema 3.4) Muestre que el valor del lim,, _, (1 + % + n%)n no depende
de la constante b.

Problema 3.5) Halle en cada caso, el término general de a, y calcule, si
existe, su limite. En caso de que no exista, muéstrelo por medio de subsucesiones.

(a) 3 5 7
VIHT Va+1 Vo+1 7
1 3 2 4 3
2, =, o, 2 = 2
(b) 727 27 37 37 47
1 3 2 4 3
9, ——, o, 2 = 2
(C) ) 2a 2a 37 37 47

Problema 3.6) Sea (a) una sucesién creciente de nimeros positivos.

(a) Pruebe que la sucesién b,, = 25’“11 es siempre convergente.
n

(b) {Cudl es el valor més grande que puede tomar lim,, . b,? {En qué caso?

Problema 3.7) Calcule

3n n® + cosn
If -t —.
nl—{go(n—i-l—’_( ST )

Explique las propiedades y/o resultados que usa para obtener su respuesta.

.
Problema 3.8) Sea f : R — R definida por f(z) = { Zi ! Zi i > _1 :

Calcule el lim,,—, f(ay,) siendo a, = =2+ {Yn + 4.

Problema 3.9) Sea (ayn) una sucesién de nimeros reales no nulos tales que

3 7 ,
42 <3 L 4950,
n

Qn,

Calcule, si existe, el lim,,_, a,. Explique las propiedades y/o resultados que
usa para obtener su conclusién.

2
Problema 3.16’3‘ Calcule lim,, . a,, sabiendo que 0 < 5—3a,, < 7" (1 — z)n .

n
Explique las propiedades y/o resultados que usa para obtener su respuesta.
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Problema 3.117  Sea (x,,) una sucesién monétona creciente de la cual se

sabe que 1 < =z, < 3. Halle los posibles valores del lim,,_, (1 - i) LEn

Tn
qué propiedades basa su respuesta?

Problema 3.12) Halle los valores de a y b para que

lfm an® + 3bn* + 2\/n _4
n—oo 5t —3n+14

Problema 3.13) Se definen a,, = (=)™ - ?7’23 v by = (an)?.
(a) Pruebe por medio de subsucesiones que a,, no tiene limite.

(b) Calcule el lim,,_, by,.

2n
Problema 3.IZT Se define la sucesién a; =1, ap41 = (#) “Qp, > 1.

(a) Pruebe que existe el lim, o a,. {Cudl es su valor?

(b) La sucesién b, satisface a,, < b, < na,. Calcule lim,,_, s by,.

Problema 3.15) Se define la sucesién de ntimeros reales de la forma T =
a, Tyl = % + x,QL donde a > 0.

(a) Pruebe que (z,) es una sucesién mondtona creciente.

(b) Determine los valores de a > 0 para los cuales (z,,) es convergente.

Problema 3.16) Halle todos los valores de z para los cuales la sucesién

x2n+1

In = 8Ent1

es convergente. Para los x hallados calcule el lim,,_. o ay,.

Problema 3.17)  Considere la sucesién a, = (0,95)27+1n2,
(a) Pruebe que es decreciente para casi todo n. A partir de qué n?

(b) Calcule el lim,, o ay,.
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Limites y continuidad

4.1. Limites en el infinito

Ejercicio 417 Calcule los siguientes limites

(a) lim (27— 102° + 3) (i) lim (- Va2 +1)
b lim (2% — 2%+ Vx
(b) Jim ( Vz) () lfm ( (x—IO)(x+4)—x>
(c) lim 3L o

z—oo 204 + 222 + 1 (k) lim 15—z
(d) lim Vaitl-a o

S 15 ) I senx

| 6ot 13 r—oo T
(e) Jm = (m) lim Inx

, T +senx ) -

& e ()  Jime
() i VO () Jm e

z—oo Hr —1

() A 15; 4\{/__ (0) Am I (l>

Ejercicio 4.3y Calcule, si es posible, los limites cuando x — 400 y cuando
x — —oo de las siguientes funciones

(a) fla) =a® —a® (f) flo) =22 — 22 +3—
(b) S =vo+ta (&)  f@=Va?-2wt3+a
(c) flz)=vV1i-z (h) f()_sen:z:
I | E

E M) f@)=c
(e) flx) = 213 6) fl@)=In(2® +1)

En cada caso, grafique la funcién que represente los limites hallados.

27
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4.2. Limite en un punto

Ejercicio 437 Calcule, segin corresponda, los limites infinitos y los limites
laterales que permitan detectar asintotas horizontales y/o verticales. Haga, en
cada caso, un dibujo que refleje la informacién obtenida.

() fl)= h)  f@) =l
0 s =2 0 fa) = (%)
512
© @)= O e 2o

(z +3) (z —1)°

z+3
(d) f(z) = T2 V=%
(e) flz) =¢" (k) flx) = Nipri
) f@)=eF 52
(2) flz)=e" M fl@) = ——=—

(a) que pasa por el (1,0) y el (2,3/(2)),
(b) que pasa por el (1,0) y el (%,y(%))
que pasa por el (1,0) y el (1,1,y (1,1)).
(

)
()
(d)

)

(e) en (d), si m(h) es el valor de la pendiente obtenida, calcule el limy_.om (h).

que pasa por el

1,0
1,0
1,0
1,0) y el (14 h,y(1+ h)) en términos de h.

1

Interprete geométricamente.

Ejercicio 4.3Y En cada una de las siguientes funciones calcule, ademas del
limite que se indica, los limites cuando x — 400 y cuando x — —oo. Represente
graficamente los limites obtenidos.

(2) wlir& ZALE; : ) P—’mQ %

(R e ®
2

© (TR w G

0 TETE e

@ (T -t g YA




PRACTICA 4. LIMITES Y CONTINUIDAD 29

(k) g (1Y
z—+4o00 \ 20+ 1
1 lim a7~
O e

(m)

(n)

, T
Iim —
r—+o0 e¥

8=

lim
r—0t X

Ejercicio 4.6 Sea f R — R una funcién tal que 2 — 22 < f(z) < 22,

f(z)

x2

Vx € R; calcule lim,_.q

Ejercicio 477 Calcule los siguientes limites

1
1fm 2% sen ( ~
(a) fm z“ sen (x)

z—0

(b) lim %

Tr——00 X

(c) lim sen x

4.3. Limites especiales

Ejercicio 4.87 Calcule los siguientes limites

(a) sen 3x
im

z—0 2z

(b) alcli% sen x

5
(c) lim SenoT
z—0 sen 3x

t
(d) fm ana
z—0 2%

sen(x2+x—6)
m-—=
r—2 2 4+2x—6

, 1—coszx
U
. sen(h+a)—sen(a)
(&) Lim N
1—
() I —— 2

x—0 2

> donde 2 < f(z) < 3,Vx € R

1t 8 (a+h) —cos(a)
h—0 h
., xsenx
lim ———
z—0 1 —cosx
3x + 4sen2zx

i S RS
z—0 %+ bsenx

, 2z +z?senx +sen’zx
lim 3
z—0 x sen® 4x

sen (1)

z—1 sen (37x)
,  COSX
lim —

wagm—g

1+ cos (mx)
m ————~
a—1 tan? (7x)
liy 2(77)

z—1 x—1
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Ejercicio 4.9) Calcule los siguientes limites

=2 2 42\ 7
(a) lim set 1) = (f) lim < >
ttoo \ 3z + 4 z—2= \ bz — 2
5 2 (8) lim (cosx)%
(b) l{m <1 + —> z=0
Tr— — 00 €T
, In(24+h)—1In2
(© w3yt ) Jm h
1 In(1
(d) lim (1 +senz)® (i) lim In(1 +y)
z—0 y—0 Yy
1
. 3z +2) 2 eh—1
1 . ’
@ (55) R

Ejercicio 4.107 Marque la tnica respuesta correcta.

(a) El lim,_o (522 + xsen (%))

O no existe [Desigualal [Oesigual a0 O es infinito
(b) El limy 4 oo (zsen L)

O no existe [Oesigualal [esigual a0 O es infinito

(¢) El limg— 4o (2 cos )
O no existe esigualal [Oesigual a0 O es infinito

(d) (Para qué valores de a el lim,_, 7””%‘;"”“*1 =27
U ningtin valor de a O paraa=4 [Oparaa=0 [0 paratodoa

4.4. Continuidad - Definicion y propiedades

Ejercicio 4.177 Determine los puntos de discontinuidad de las funciones
dadas a continuacién. Vea si en esos puntos la discontinuidad es evitable.

[ el sia Al
2

siz=1

/()
(b) f(z)
/(=)

_ ”fvf;?’ six > -2, x#£7
0 en otro caso
_JE-1
(c) =7
sen T
d = —
@ @)=
22
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Ejercicio 4.127 En cada caso, determine el o los valores de la constante a
para los cuales las funciones resulten continuas.

2 4ar siz<2
@ sw={ I s

& six#0
siz=0

L 0

Py six>—1
3r4+a six<-—1

{
{
{ B—a| siz<a
{
{

dr+1 six>a

msen(%) siz#0
a siz =0

Ve siz>1

z—1

ar+3 siz <1

/()
/()
(d) /(=)
f(x)
f(x)

Ejercicio 4.137 Muestre, con la ayuda de sucesiones, que la funcién f(x) =
sen (%) tiene una discontinuidad inevitable en z = 0.

Ejercicio 4147 Marque la tinica respuesta correcta.

Si f es continua en el punto z = a y f(a) > 0. Entonces hay certeza de que

4.5. Teorema de los valores intermedios

Ejercicio 4.15)  Considere la funcién continua flx) =23 -3z +1.

(a) Muestre que la ecuacién f(z) = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo
(-1,1).

(b) Encuentre un intervalo de longitud menor que 0,2 que contenga a tal solu-
cién.

Ejercicio 4.16) Considere las funciones hiperbdlicas

et +e % et — %
coshx = — Y senhx = —

Pruebe que existe algun valor de = tal que coshx — senhz = %
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Ejercicio 4.177  Pruebe que las siguientes ecuaciones tienen alguna solucién
real.

(a) 2x — 1 =cosx (d) a:4—|—1:072
(b) 2" 422 +1=0,neN (e) e —1ng
(c) Inz = -3z () 2% + 37 =2

Ejercicio 4.18Y Adapte convenientemente el teorema de Bolzano para probar
que la ecuacién

2?2+1 zt41
J,» =
x+ 2 r—3

tiene alguna solucién en el intervalo (-2,3).

0

Ejercicio 4.197 Para cada una de las siguientes funciones determine ceros y
puntos de discontinuidad. A partir de ellos, use el Teorema de Bolzano para
hallar el conjunto donde la funcién es positiva.

@ I@=SEIE-2) g g - T
T+
senx

- 24 cosx

(b) fl)=zhz (d) f(z)

4.6. Problemas varios

Problema 4.1) Sea f(z) = m%"ffl Halle los valores de a y b para los cuales

lim (f(z) — (ax+b)) =0

Tr— 400

Problema 4.2) Determine el valor de la constante a para la cual

vaxr? +4r+1-1 _

1 5

@l z

(b) h,m\/a:2—|—aa:—1—\/x3—|—ax—1_2
r—1 x—]_ B

Problema 4.37 Calcule el 1m0 (5% 4 27)1/®

Problema 4.4} ;Para qué valores de la constante a la siguiente funcién es
continua? )
) 2+4er siz<O
flz) = { 3r+a siz>0

Problema 4.5) Pruebe que la funcién In (Inz) — 10° tiene una raiz real en el
intervalo (e, +00).
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Problema 4.6) Encuentre cuatro intervalos disjuntos en cada uno de los
cuales la ecuacién 2% — 1422 + 14z — 1 = 0 tenga una raiz real.

Problema 4.7) Pruebe que las siguientes ecuaciones tienen alguna soluciéon
real.

133
50 _
(2) v Jr1—i—332—|—sen23v 70
(b) x cos (g) + 15senz = 15

Problema 4.8) (optativo) Para recorrer 400 kilémetros en un automdévil tar-
damos 4 horas, contando las eventuales paradas técnicas y sin llevar una veloci-
dad constante. Pruebe que hubo un lapso de una hora donde se recorrieron exac-
tamente 100 kilémetros (ayuda: considere la funcién g(t) = f(t+1)— f(t) siendo
f(t) los kilémetros recorridos en t horas y use argumentos de continuidad).

Problema 4.9) (optativo) Dado un cuadrildtero convexo, pruebe que se puede
trazar un segmento a partir de uno de los vértices, que divida al mismo en dos
figuras de igual drea (ayuda: use el Teorema de los Valores intermedios).

Problema 4.10) Sea f una funcién continua sobre [0,1] ytal que 0 < f(z) < 1
para todo x del intervalo. Pruebe que debe existir un nimero ¢ € (0,1) tal que
f(e) = ¢ (ayuda: considere la funcién D(xz) = f(z) — x y use el Teorema de
Bolzano).

Problema 4.1T) Sea an una sucesién de nimeros positivos tal que

lim (na,) =3
n—oo

(a) Halle el lim,, . ay,

(b) Calcule el lim,,_, %

Explique las propiedades y/o resultados que usa para obtener su respuesta.

Problema 4.12) Calcule, si existe, el lim,, (cos (l))n

n

Problema 4.13) Halle algin valor del pardmetro b de modo que la ecuaciéon
2% — 3bz + 5 = 0 tenga alguna solucién en el intervalo [0, %]
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Derivadas

5.1. Recta tangente

Ejercicio 5.1 Considere la curva y = 22 — 1. Halle la pendiente y la ecuacién
de recta

(a) que pasa por los puntos (1; 0) y (2; y(2)).
(b) que pasa por los puntos (1; 0) y (3; y(3)).
(c) v (L1 y(1,1)).
(d) tangente a la curva por el punto (1, 0).

que pasa por los puntos (1; 0)

Represente en un mismo grafico las cuatro rectas y la curva.

Ejercicio 5.27 Justifique, por medio de los cocientes incrementales, las sigu-
ientes igualdades:

(a) y=const = ¢ =0 ) y=vzr = y’:ﬁ
(b)) y=az+b = y =a (&) y=e* = gy =¢"
(c)y=2a> = o =22 (h) y=Inz = y =1

d) y=23 = y =322 (i) y=senx = gy =cosz
ey=L% = y==} () y=cosz = 1y =—senzx

Ejercicio 5.37 Halle, usando el cociente incremental, el valor de la derivada
de las funciones siguientes en los puntos que se indican. Escriba la ecuacién de
la recta tangente en esos mismos puntos.

(a) y —4r+7 en x=3 f) vy :% en =4

_ 2 B
(b)y=s7 en w=5 siz>1 en z =0
() y=vVx+12 en z=13 2x—1 siz <1 =
(d y=xz+Inz en z=1 [ a?se 1/$ o0 .
() y=52x+3 en z=0 - Gr—0 MT=

34
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Ejercicio 5.4) Considere la curva y=1t34+1

(a) Describa el haz de rectas (excluida la vertical) que pasan por el punto de
coordenadas (1,y(1)). Haga un dibujo alusivo.

(b) Calcule 3/(1) y escriba la ecuacién de la recta tangente en el punto (1,y(1)).
Marque sobre el dibujo esta recta.

Ejercicio 5.57 JEn qué punto de la grafica de la funcién f(r) = 22 — 6z + 8
la recta tangente es paralela al eje de las x?

5.2. Reglas de derivacion - Funcion derivada

Ejercicio 5.6) Usando las reglas de derivacion, halle las derivadas de las
siguientes funciones en su dominio de definicién.

(a) f(z) =2+ 2% +senw G) f@)=(@+2)(z3+1)Inx

(b) f(z) =22 cosz (k) flz) = L2t

(¢) f(z) =3senzx (1) f(z) =log, =

(d) f(x)=2xlnz (m) f(x)z%-i—%—f—%

(e) flz)=2°+1 (m) f(z) = Siseoss

(f) f(z)=e* +Inzx (@) f(z) =23z

(g) f(z) =xzsenx + e* cosx (o) f(z) = (Inz)(log, z) — (Ina)(log, =)
(h) f(z) =0z (p) f(x) =coshw = <H—

(i) f(z) =tanx (@) f(z) =senhz = em?_m

Ejercicio 5.7  Calcule por medio de la regla de la cadena, la funcién derivada
de f siendo f(z) igual a

(a) (1+2)° () 2%

(b) (1+2)? (i) 3%°n% +sen’z
(c) (1:;37)2001 (o) 1+tan T

¢ o In(5 In(3z
(f) cos(3z) @ (iJrl)z (3
(g) tan(—3x°) (1) L@

(h) 3sentw (s) sen?zx + cos? x
(i) In(z+1) (t) cosh?z —senh?z
(j) In(2+senx) () (In(z* +1))1/2
(k) 2e 1+cosac T
1) (22 + 1) (v) — cos (5)
(m) (3cos?z)™! — (cosx)~! (w) In (Va2 +1)
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Ejercicio 5.87 Calcule la derivada de la funcién f en su dominio de definicién,
siendo f(x) igual a

(a) o* (d) zv®
(b) 3% +a* , a>0 (e) (1 4 sen x)cosm
(C) (S€n3 m)lnx (f) (1 + %)LE

Ejercicio 5.9) Sean f, g y h funciones tales que f(z) = 1+ 22; ¢'(z) =
sen?(sen(1 + 3z)); g(0) = 4; h(z) = g(1 + 2z); calcule

(a) (feg)'(0) (b) (ho f)(0)

Ejercicio 5.10) Pruebe que la funcién y = Ce*® es solucién de la ecuacién
diferencial y'(x) = ky(z) donde k y C son constantes.

5.3. Funciones derivables y no derivables

Ejercicio 5.11) Para cada una de las siguientes funciones

(a) haga un gréfico de ellas;

(b) estudie la continuidad y, mediante el estudio del conciente incremental, la
derivabilidad en el punto indicado.

i) f(z) =2z -1 enw =3
(i) g(z) =23 enz =0
0 sixz <2

(iii) h(a:)—{x_2 s> 2 enx =2
. +1 siz>1

(iv) r(z)= 321 siz<l enz =1

_J xsen(L) siz#0 _
(v) s(z)= 0 G0 enz =0
. x? sen (%) six#0
(vi) t(x)—{ 0 G0 enz =0

En las funciones que resulten derivables en los puntos indicados, escriba la
ecuacion de la recta tangente.

Ejercicio 5.12) Marque la tnica respuesta correcta. Sea f : R — R la funcion

2%senz i g5 Q)
definida como f(x) = z+2 .
0 siz <0

. Entonces en £ =0

O f es continua pero no derivable.
O f es continua y derivable.
O f no es continua pero si es derivable.

O f no es continua ni derivable.
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5.4. Derivada de la funcion inversa
Ejercicio 5.1§T Sea f:R— R, f(z) = et +2e

(a) Muestre que f/(z) > 0 para todo x. Ademds note que f(0) = 5.

(b) Use el Teorema de la funcién inversa para justificar la existencia de (f~1)'(5)
y calcular su valor.

Ejercicio 5.14) Pruebe, usando el Teorema de la funcién inversa, las sigu-
ientes férmulas de las derivadas de las funciones inversas de las funciones trigonométri-
cas. En cada caso, analice la regién donde es valida la férmula.

(a) y =arcsenz =y = ﬁ (c) y = arctanz = 3 = ﬁ
(b) y = arccosx =y = _\/% (d) y = arccotz =y = %

Ejercicio 5.15) Sea fil-1,400) =R, f(z)=—2z—Va+1

(a) Muestre que f’(z) < 0 para todo z > —1. Ademds note que f(3) = —5.

(b) Use el teorema de la funcién inversa para justificar la existencia de (f~1)’(—5)
y calcular su valor.

—x

Ejercicio 5.16) Sea f:R — R, f(z) = senha = £

(a) Muestre que f’'(z) > 0 para todo z.

(b) Use el Teorema de la funcién inversa para justificar la existencia de (f~1)/(x).
Calcule (f~1)(0) = (senh™1)'(0).

5.5. Algunas aplicaciones (velocidad, razén de
cambio, diferencial)

Ejercicio 5.17) La ley de movimiento de un punto a lo largo de una recta es
s(t) = 3t — t*

(en el instante ¢t = 0 el punto se encuentra en el origen). Halle la velocidad del
movimiento del punto para los instantes t =0,t =1y t = 2.

Ejercicio 5.187 Un objeto circular va aumentando de tamano con el tiempo,
de modo que su radio r, en centimetros, viene dado por r = 3t 4+ 2 siendo t el
tiempo en minutos.

(a) ;Cuél es la velocidad de crecimiento del radio r?

(b) (Cual es la velocidad de variacién del drea?
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Ejercicio 5.19) La temperatura C' de un cuerpo, que inicialmente estaba a
90°C se enfria de acuerdo a la ley

C(t) = 20 + 70e =01t

(se estd suponiendo que la temperatura ambiente es 20°C) donde ¢ es el tiempo
en minutos.

(a) Calcule con qué velocidad se estd enfriando el cuerpo a los 5 minutos.

(b) Muestre que la velocidad de enfriamiento es proporcional a la diferencia
entre la temperatura C' y la temperatura ambiente. Mas precisamente:
C'(t) = —0,1(C(t) — 20).

(¢) Muestre que la velocidad de enfriamiento va tendiendo a 0 conforme avanza
el tiempo.

Ejercicio 5.20) Cada arista de un cubo se dilata a razén de 1 cm por segundo.
;,Cuadl es la razén de variacion del volumen cuando la longitud de cada arista es
de 10 cm? Si la razén de variacién del volumen es igual a 108 cm?/seg, ;cudl es
la longitud de la arista?

Ejercicio 5.21) Un barco navega paralelamente a una costa recta, a una
velocidad de 12 millas por hora y a una distancia de 4 millas. ;Cudl es la
velocidad de aproximacién a un faro de la costa, en el instante en que diste
precisamente 5 millas del faro?

Ejercicio 5.22) Para y =2+ 1 halle

T

(a) Ay (Ay=ylz+h) —y(z))

(b) dy  (dy=9(x)dx, dv=Ax=nh)
(c) Ay —dy

@ W

@ @

Ejercicio 5.23) Mediante diferenciales calcule aproximadamente

(a) V25 (b) In(1,12) (¢) cos(0,5)
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5.6. Derivadas sucesivas

Ejercicio 5.24) Calcule las siguientes derivadas

(a) f(x)=senu, f(“)(m) F79(0) (d) f(z)=1In(1+2), fD(z)
(b) f(x): ’I ( )7 2001 (0) (e) f(x) — 5333 + Sx, f///(x)7 f(iv)($)’
(c) f(x) = k=, ( ) f(soo)(Q)

Ejercicio 5.25) Muestre que las funciones senx y cosx son soluciones de la
siguiente ecuacion

y' () +y(x) = 0.

Pruebe que y(x) = Acosx + Bsenx también es solucién de la ecuacion.

Ejercicio 5.26) Considere la funcién f(z) = (1+2)", con n natural. Calcule
f%*)(0) para todo valor de k.

5.7. Problemas

Problema 5.‘1-'7 Para cada una de las funciones dadas a continuacion:

(a) determine si es continua y/o derivable en los puntos indicados;

b) en los casos que resulte derivable estudie la continuidad de la funcién deriva-
q
da;

(c) en los casos en que resulte derivable, escriba la ecuacién de la recta tangente.

M) f(z){ by :iiig enz =0
o) ={ 0y GESY a3
(1) h(z) = { (@ = 1% cox ("”_il> stz 1 enx=1
0 sizx=1
(1v) r(z) = { xS/?gg; D 21 i ; 8 enz =0
Wa@={311 §rZ1  ee=

Problema 5.2) Dadas las siguientes funciones, escriba en cada caso la ecuacién
de la recta tangente en los puntos que se indican:

(a) f(x):Senz(ﬂU—ﬁ-%) enx:Oyenx:—%

(b) f(x) zvr+vr+1 enxz=0

( )Senm enz=0yenz =7

C
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Problema 5.3) Pruebe que la funcién f(z) = x|z| es derivable para todo z,
que f’(x) es continua pero que no existe f”(0).

Problema 5.4) Pruebe que la curva y = t 4 Int no tiene ninguna recta
tangente que pase por el origen.

Problema 5.5) Halle, si existen, la o las ecuaciones de las rectas tangentes a
la curvay =t + % que pasen por el punto

(a) (1, 0) (b) (0,0) (c) (0,4)

Problema 5.6) Halle, si existen, la o las ecuaciones de las rectas tangentes a
la curvay =t + % que tengan pendiente igual a —3.

Problema 5.7) La recta tangente de la funcién f en el punto de abscisa
x = —1 tiene ecuacion y = —5x + 3. Calcule la ecuacion de la recta tangente a
la funcién g(x) = f(—22 + sen(rz)) en el punto de abscisa x = 1.

1 i 5
Problema 5.8) Considere la funcién flz) = { aJ‘rzl‘):c2 Z i: z 5 - Halle

los valores de a y b para los cuales existe f'(5).

—1/z .
Problema 5.9) Considere la funcién flz) = { fti: ) zi i i 8 . Halle los

valores de a y b para que f resulte derivable.

Problema 5.107 Sea g : R — R una funcién continua en z = 0 pero no
necesariamente derivable. Pruebe que la funcién f(x) = g(x)sen 3z es derivable
en z = 0.

Problema 5.11) Suponga que se introduce un gas en un globo esférico a
la razén constante de 50cm? por segundo. Suponga que la presién del gas per-
manece constante y que el globo tiene siempre forma esférica. ; Cuél es la rapidez
con que aumenta el radio del globo cuando su longitud es de 5 ecm? (vol. globo

= %71'1“7"3).

Problema 5.12) Cierta poblacién crece de acuerdo a la ecuacién y = 1 +
0,2e%' donde t es el tiempo medido en meses e y es el ntiimero de individuos
en miles. Calcule la velocidad de crecimiento de la poblaciéon después de un afio.
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Teorema del valor medio

6.1. Teorema de Fermat, Rolle y Lagrange

Ejercicio 6.17 La funcién f(z) = 2%/3 tiene en 2 = 0 un minimo. ;Qué puede
decir sobre la aplicacién del Teorema de Fermat?

Ejercicio 6.27 Considere la funcién f del ejercicio anterior definida en el
intervalo [—1,1]. Esta funcién es continua sobre este intervalo y f(—1) = f(1).
Sin embargo, su derivada no se anula nunca. jPor qué esto no contradice el
Teorema de Rolle?

Ejercicio 6.37 Considere la parabola y = 22 — 2z y cualquier intervalo cer-
rado, por ejemplo el [—1,3]. Compruebe que el valor ¢ € (—1,3) al que hace
referencia el Teorema del Valor Medio es calculable en este caso. Haga un grafi-
co que ilustre la situacién. Compruebe que si el intervalo es el [a,b] el valor
intermedio c es calculable en términos de a y de b.

Ejercicio 6.4) Desde el piso se arroja un proyectil hacia arriba y, después
de unos minutos, cae al piso. Pruebe que en algiin momento la velocidad del
proyectil fue nula.

Ejercicio 6.5)  Un automévil pasa por dos controles camineros separados en-
tre si 10 km. Por el primero pasa a las 12:00 y por el segundo a las 12:04. La
velocidad méxima permitida en esa regién es de 120 km/h. ;Hubo infraccién al
tope de velocidad?

Ejercicio 6.6) Pruebe que para cada z > 0 existe £ entre 0 y x que satisface
senx = xcosé.

41
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6.2. Consecuencias del Teorema del Valor Medio

Ejercicio 6.77 Pruebe que si dos funciones f y g tienen la misma funcién
derivada entonces f(x) = g(z) + ¢ donde c¢ es una constante.

Ejercicio 6.87 Pruebe las siguientes identidades

1 —cos2x 2
(a) sen’z = — (c) 2arctan z = arctan (1_—22>
(b) arcsenx + arccosT = g

(ayuda: use el ejercicio anterior)

Ejercicio 6.9) Pruebe que las unicas soluciones de la ecuacién y'(x) = y(x)
son de la forma y(z) = ke® (ayuda: si u(z) es una solucién de la ecuacién estudie

la derivada de h(z) = %)

Ejercicio 6.10) Para las siguientes funciones:

(a) pruebe que son estrictamente mondtonas en el conjunto indicado.
(b) indique en cada caso si es creciente o decreciente.

(c) determine, si es posible, cudntas veces corta el gréfico el eje .

I f(z) =—-3x+sen2z, z €R VI f(x :#_2 x>0

. f(x)=e *+Inz,z>1 /) Vel o g

u f(z)=z+mz, x>0 1

v f($)=$2n+1+1‘3+33+1, VII. f(x): m—& x>0
zeR, neN

senx

v. flz)=vVe+nz, z>1 v f(z) = s %€ (0,%)

Ejercicio 6.11) Pruebe las siguientes desigualdades. Para ello estudie el signo
de la derivada de una funcién conveniente.

(a) senz <z, x>0 (e) senz > 2z, 0<z <%

b) e >1+

(b) e 2 v (f) arctanx < z, z >0

(c) n(l1+2z) <=z

(d) mz>1-21 2>1 (g) I+2)*>14ar,z2>0,a>1

Ejercicio 6.12) Considere la funcién f(x)=az+a*senlsiz#0y f(0)=0.

(a) Muestre que f'(0) =1 (estudie el cociente incremental).

(b) Muestre que en cualquier intervalo que contenga al 0, hay valores negativos
y valores positivos de la funcién.
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(¢) Determine la validez de las siguientes afirmaciones:

1. si una funcién g tiene derivada en 2z = 0 y ¢’(0) > 0 entonces g es
creciente en un intervalo abierto que contiene al cero.

2. si una funcién g tiene derivada continua en z = 0y ¢’(0) > 0 entonces g
es creciente en un intervalo abierto que contiene al cero.

6.3. Regla de L’Hospital

Ejercicio 6.137 Considere las funciones flz) =23+ 1yg(x) =22 +1
definidas en cualquier intervalo [a, b]. Muestre que el valor de £ donde se cumple
el Teorema de Cauchy es calculable en términos de a y de b.

Ejercicio 6.14) Sea R(z) una funcién con 3 derivadas continuas en z =0y
tal que R(0) = R'(0) = R"”(0) = 0. Pruebe que LICI RS—!(C) para algin ¢ entre

x
0 y z (ayuda: use el Teorema de Cauchy tres veces).

Ejercicio 6.15) Calcule los siguientes limites

, In(x+1) I —
(a) Jim 2D () ,lim e
(b) lim & ¢~ —2¢ (f) lim (Inz)(e” — 1)
x—0 T —senx a—0*
1112 T 7 sen
{ 1
© Jip, © g,
Inz
d) lim ——— { 1/2
(d) om0t tan(z + 7/2) () mlg&z I
Ejercicio 6.16) Contintie con estos limites
. 1 1 3 In* z
(2) i:“i<mxx_1) () Jtim 7 keEN
(b) lim z!/™m® (F) dim (1—27)n
r—1- z—0~
(¢) lim (Inz)(In(1 - x)) (2) h'rn+ 2"lnz,neN
r—1— z—0
(d) h'r%(x + 22yl (h) 'h’r_sr_l z"e *, neN

Ejercicio 6.177 Sea R(z) una funcién con 10 derivadas continuas en z =0y
tal que R®(0) =0, 0 < k <9, R19(0) = 1. Calcule el lfm,_o 2.

Ejercicio 6.187 Explique por qué no es correcta la siguiente aplicacion de la
Regla de L’Hospital:

o3 4at—zx—1 322422 -1 , b6x+2
111'112— =lim ——— = lim
r—1 x4 —1 r—1 2x x—1 2
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Ejercicio 6.19) Muestre por qué no se puede utilizar la Regla de L’Hospital
para calcular el limite indicado en cada caso y encuentre el limite por otros
medios.

T +senzr e* —1/z
im =———~ s , e
(2) 250 x (b) zahrfoo er —e* () xlﬁl o+ x

Ejercicio 6.20) Justifique las siguientes afirmaciones

2 1 — 1
(a) No existe el lim zsen (1/) = cos (1/x)
r—0 COS T
x%sen (1/x)

(b) lim —0
z—0 senx
(¢) lim rasenz

r—+00 T + COST

23/2Inz siz >0

0 siz<0 Marque

Ejercicio 6.217 Considere la funcién f(z) = {

la tnica afirmacién correcta.

O f no es continua ni derivable en x = 0.
0 f es continua pero no derivable en z = 0.
O f es derivable pero no continua en z = 0.

O f es continua y derivable en x = 0.

ar+3—3cosx Si T 7& 0

Ejercicio 6.227 Considere la funcién flz) = { z . De-

6 siz=0
termine el valor de a para que f resulte continua. Para el valor de a hallado
calcule, si existe, f/(0).

6.4. Problemas varios

ba?ta(l—cosz)
Problema 6.1) Considere la funcién flz) = 610—1 SL 7&8 .
six=

Encuentre los valores de a y de b para que f resulte derivable en z = 0 y
ademds sea f'(0) = —3.

Problema 6.27 Sea f : R — R una funcién con dos derivadas continuas tal

que f(0) =2, f'(0) =2, f”(0) =5. Se define g : R — R como

f62)=2 o o #0
— bx
g(:c) { 1 six <0
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Calcule, explicando las propiedades que usa en cada caso:

(a) lim g(z) (b) ¢'(0)

x—0

Problema 6.3) Considere la funcién f:]0,400) — R definida por
f(fL') — 35$+COS (2%) + 8[1} + ln ((4:1: + 1)—2)

Pruebe que f(z) # 1 Va > 0.

Problema 6.4) Considere f(z) =4yz+3lnz —2 Ve > 0.

(a) Pruebe que f es mondétona.

(b) Justifique la existencia de la funcién inversa f~!(z). Calcule (f~!)'(2) (ob-
serve que f(1) = 2).

2 —pr+p—-1

Problema 6.5 ;Para qué valores reales de p es el h’rn1 ( )2 =37
T— xr —

Problema 6.6) Sea f un funcién continua y derivable tal que f(—2) = f(5) =
0. Pruebe que existe un ¢ € (—2,5) tal que f/'(¢) = 200f(c) (ayuda: considere

g(x) = e 207 f(x)).

Problema 6.7) Seca h : [0,+00) — R una funcién estrictamente creciente.
Pruebe que 2"(*)=5 4 3z £ senz Y > 0.
Problema 6.8) Considere la funcién f R — R definida como
fz) =e* 4 2° +2
(a) Pruebe que es biyectiva y que f~1(3) =0

()
(b) Calcule ilg%a 5~ 6

Problema 6.9) Pruebe la siguiente desigualdad
S+t 422 +3>122-6, x>1
Problema 6.107 Considere la funcién f(z) = x> —3e~*/3. Pruebe que existe

¢ € 10,4;0,5] tal que f’(¢) = 0. Decida si en ¢ la funcién alcanza un méaximo o
un minimo relativo.
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Estudio de funciones

7.1. Crecimiento y decrecimiento

Ejercicio 717 Pruebe que las siguientes funciones son mondtonas en el con-
junto indicado. Indique en cada caso si son crecientes o decrecientes.

(a) f(z) =27 +72° + 4z, en R (d) f(z) =+ 323 — 222/3 en R
(b) f(z)=2—2z"% enR
(c) fx)=eY* ena >0 (e) f(x)=—23+32% -3z, en R

Ejercicio 7.27  Encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de
las siguientes funciones

(a) f(z) =In|z| (g) f(z)= -
(b) flz) = el=1" 20 s
(c) f(z) = 3526I (h) f(z) = 211
(@) f(@) = a2 N

(e) f(x) =senzx, x € [—m, 67| W) f@) x? —1
(f) f(z) =znz (i) fz) =a’e

Ejercicio 7.3 Anibal realiza un régimen de comidas para adelgazar. Ha po-
dido establecer que la cantidad de kilos que adelgaza estd en funcién del tiempo
durante el cual hace régimen segun la siguiente férmula:

24e!

- 2 6, t>0
3et +1 ’ -

k(t)

(a) Pruebe que cudnto mds tiempo persista, mds adelgazara.

(b) Pruebe que con este régimen no podréd adelgazar mds de 2 kilos.

46
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7.2. Extremos locales

Ejercicio 7.4) Decida si las siguientes funciones alcanzan un extremo local
en z = 0.

(a) f(z) =sendx (c) f(x) =cos’w

(b) f(z) =2+ 2%senx (d) f(z)=2%+3

Ejercicio 757 Estudie, utilizando unicamente la primera derivada, la exis-
tencia de extremos de las siguientes funciones.

=
—
o

(a) flz) =2 (k) flz)= e [0, 27]

(b) flw) = a* = 20" 2% 4 100

(¢) fz)=ze™™ 1) flz) = 22 _ 95

(@) flo) =322/ ~ 20 (m) fa)=avT—x

(e) f(z)=zInz (n) f(z)=z*=

(®) f(@) =zln’e (1) fla) =222 —2)?

(8) flz) =a%" (0) f(z)=a2/3(1 - x)

h T)= x° —2x six
1= o = { 22 Ao
(i) f(z) = zlnz (esta repetido) ) o

0) @) = 5 (@) f<w>={ (x-2?2 siz>1
Ejercicio 7.6) Determinar el valor de k € R tal que la funcién f(z) = ;;jfl

alcance un extremo local x = 2. ;Es un méximo o minimo local? ;En absoluto?

Ejercicio 7.7)  De la funcién f : R — R derivable en todo su dominio, se sabe
que su derivada se anula en —1, —%, Oy % Ademas se tiene que

(D) {zeR/ f/(x) >0} = (—o0, =) U (0,
() {zeR/ f'(x) <0} =(-1,-3) U (-3,

Encuentre los méaximos y los minimos locales.

)
0) U (3, +00)

7.3. Asintotas

Ejercicio 7.8V Encuentre, si las hay, las ecuaciones de las asintotas verticales,
horizontales y oblicuas (tanto para © — 400 como para z — —oo) de las
siguientes funciones. Localice en un dibujo la posicién del grafico de la funcién
con respecto a las asintotas halladas.

2?2 +3x+1 2 —3x+2

(a) f(z) = (c) flz) = G-DE+D)

r—1

(b) f(z) =2+ e"senx () f(z) = e/
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1 _senw
© fo) =t (- 1) (&) fla) ="
23— 322 +4
(f) f(x)=2x+V1+22 (h) f@) = —5——
Ejercicio 7.9) Pruebe que la recta y = —x + % es la tnica asintota de la

funcion

flz) = (22" — $3)1/3

Ejercicio 7.10) Encuentre los valores de a v b tales que la recta y = 2x + 7

z . 3 2
resulte una asintota oblicua de f(x) = %

para £ — —o0

7.4. Concavidad y convexidad

Ejercicio 7.11)  Determine los intervalos de concavidad y convexidad y local-
ice los puntos de inflexién de las siguientes funciones

(a) f(z) =2+ 323 + 22 — 12 (d) f(x)=ae™™
(b) f(z) = lf—zg (e) f(z) = (2a2® — x3)1/3, a > 0 fijo
(©) fla) =" (f) /() = s Ina

Ejercicio 7.127  Considere la funcién f(z) = &%, a > 0. Pruebe que f
alcanza dos extremos locales y tiene tres puntos de inflexion. Muestre que las
abscisas de estos cinco puntos sobre el eje de las x son equidistantes. ;Ddénde es
concava?

7.5. Construccion de curvas

Ejercicio 7.137 Para cada unas de las siguientes funciones:

L. f(z)=2?3(1-2) _ B sz <0
2. f(i) = zenzx ' 10. f{w) = { 3z —1x3 siz>0
3. f(x):x5—5x—|—2 11. f(l‘)z 3z +11
4. f(z) = (14 z + 22%)e” (@ +23)(x +1)
|z -3 12. f(z) = xze™®
5 @) = 13. f(z) = In(z? — 1)
6. f(x) =+vz —2—5In(z —2) 14. f(x) = 4z — 5x*/>
7. f(z) =z —3(x — 5)%/3 At
8. f(x)=23nx 15. f(z) = (x —1)2
9. f(z) = zln?z 16. f(z) = rel/z

(a) Halle el dominio de f y de su funcién derivada f’.

(b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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(c) Halle los extremos locales. Determine cudles de ellos son absolutos.

(d) Escriba la ecuacién de las asintotas.

f

(g) Con la informacién obtenida, construya un grafico aproximado.

)
)
(e) Determine, si la cuenta lo permite, los intervalos de concavidad.
(f) Halle los puntos de inflexién.

)

Ejercicio 7.14)  Sea f :]0,4] — R continua y derivable, tal que el grafico de
la funcién derivada y = f/(z) es el que se ve en la figura.

y=['(z)
(a) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(b) Determine extremos locales y puntos de inflexién.

(c¢) Si f(0) =1, haga un gréfico aproximado de y = f(z).

Ejercicio 7.15) Dibuje, si es posible, el grafico de una funcién f : R — R que
satisfaga las siguientes condiciones.

1. Es continua en R.

2. No es derivable en x = 3.

3. f(2) =3, f(-2)=5
4

h’rf () =2, lim,; o f(z) = +00

5. f'(z) > 0six >3, f es decreciente en (—o0,2)
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7.6. Cantidad de soluciones de una ecuacion

Ejercicio 7 .16)  Determine la cantidad de soluciones que tienen las siguientes
ecuaciones.

3

(a) 2"+ 325+ 22 +1=0 (e) x =7
D et 1 (x—1)
(b) e*=1-z (f) zel/® =1
(c) xe*xzzé (g) f(xz) =2 siendo
8z :
_ P six <0
(d) 4o — 5245 =2 f(x)_{fia:—xg siz >0

7.7. Continuidad en intervalos cerrados

Ejercicio 7 177 Para cada una de las siguientes funciones indique si esta aco-
tada superiormente y/o inferiormente. Decida si alcanza su maximo y/o su mini-
mo.

(a) a(x) =3x+1, [-1,3] (e) i(x) =22, [-3,4)
(b) f(z)=2?-1, [-1,1] (f) j(z) = lni’ (0,2]
1 x
C T) = , 12,5
(©) g() x;l 2.5 () k(x) = —1+1x2’ (—00, +00)
(d) h(z) = 1 [0,2], z #1 (h) t(x) =sen(2z), [0,7]

Ejercicio 7.18)  Considere las siguientes afirmaciones.

I. Una funcién continua en [a, b] siempre estd acotada.
II. Una funcién continua en (a,b] siempre alcanza su méaximo.
ITI. Una funcién continua en [a, b] siempre alcanza su minimo.

IV. Una funcién continua en (a,b) nunca esta acotada.
Marque la unica respuesta correcta

O Todas las afirmaciones son verdaderas.
O I y III. son verdaderas, II. y IV. son falsas.
O Sélo I. es verdadera.

O Todas las afirmaciones son falsas.

7.8. Problemas de optimizacion

Problema 7.1) Se quiere ahorrar el maximo de material al hacer un tanque
recto de base cuadrada y sin tapa, de manera tal que el volumen sea de 32 m3.
Halle las dimensiones del tanque. Haga lo mismo pero ahora con tapa.
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Problema 7.2) Con una limina cuadrada de un metro se quiere construir
una caja sin tapa. Para ello se recortan unos cuadrados de los vértices. Calcule
el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea méaximo. Si
la altura de la caja no puede pasar de 20 cm, jcudl es la medida del lado del
cuadrado que debemos recortar?

Problema 7.3 En la fabricacién de latas de conserva, se quiere minimizar
el uso de hojalata. Supuesto que se ha prefijado el volumen V', halle la relacion
entre el didmetro D de la base y la altura H de la lata que producen el menor
gasto de hojalata.

Problema 7.4) Determine las dimensiones de un rectangulo de drea 169 cm?
que tengan la diagonal de menor longitud.

Problema 7.5) Por el punto (2,1) pasan rectas que determinan tridngulos al
cortarse con los semiejes positivos. Entre estas rectas, halle la que genera un
triangulo de area minima.

Problema 7.6) Entre todos los tridngulos inscriptos en una semicircunferen-
cia de 10 em de didmetro, halle el de drea méaxima.

Problema 7.7) Entre todos los tridngulos isosceles de perimetro 30, halle el
de drea minima.

Problema 7.8) Pruche que entre todos los nimeros positivos x e y que sat-
isfacen 2 + y? = r?, la suma es maxima cuando z = v.

Problema 7.9)  Si de un disco metalico de radio R quitamos un sector circular
podemos construir en vaso cénico. Determine el sector circular que debemos
quitar para que el volumen del vaso sea méaximo.

Problema 7.10) ;,Cudl de los puntos de la recta de ecuacién az + by = 1
estd mas cerca del origen?.

Problema 7.11) Una carretera que corre de norte a sur y otra que lo hace
de este a oeste se cortan en el punto P. Un ciclista que se dirige al este con una
velocidad de 20 km/h pasa por P a las 11 de la mafiana. En el mismo momento
otro ciclista que viaja hacfa el sur con una velocidad de 40 km/h se encuentra
a 20 km al norte de P. Calcule cuando se encuentran los dos ciclistas més cerca
el uno del otro.

Problema 7.127 Un tridngulo isésceles pero no equilatero tiene su lado de-
sigual de longitud 12 em y la altura sobre dicho lado es de 5 cm. Determine los
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puntos sobre esa altura tales que la suma de sus distancias a los tres vértices
sea maxima y minima respectivamente.

Problema 7.13) Considere el recinto determinado por la grifica de y = /z,
el eje de las z y las rectas de ecuaciéon @ = 0, x = a (a fijo). Inscriba alli un
rectangulo de area méaxima. ;Hay alguno de drea minima?

Problema 7.147 Una compania de bienes raices es duena de 180 de departa-
mentos que se alquilan en su totalidad cuando el alquiler es de $310 mensuales.
La compania calcula que por cada 10 pesos de aumento en el alquiler se desocu-
pan 5 departamentos. El gasto que le ocasiona a la compania cada departamen-
to desocupado es de 30 pesos mensuales, mientras que por cada departamento
ocupado el gasto es de 20 pesos mensuales. ;Cudl es el precio del alquiler por
departamento con el que la compaififa obtendria la mayor ganancia?

Problema 7.13? Considere la curva y = ze™* , 0 < z < 400. De entre todos
los tridngulos de vértices (0,0), (2,0) vy (x,y) encuentre el de drea méxima.

7.9. Problemas varios

Problema 7.1§T Considere la ecuacién z2lnz = k con k real.

(a) ;Cudntas soluciones tiene si k = —?

(b) ;Para qué valores de k hay una sola solucién?

Problema 7.17) Determine el mayor valor de k para que la desigualdad
22Inz > k sea verdadera para todo > 0.

Problema 7.187 Considere las funciones f(z) = €e* y g(xz) = Inz. Pruebe
que existe un tnico ¢ > 0 donde los gréficos de ambas funciones tienen rectas
tangentes paralelas en el punto de abscisa © = c¢. Determine un intervalo de
longitud menor que 1 que contenga a c.

Problema 7.19)  Halle todos los valores reales de b para los cuales la ecuaciéon
2% — 32 + b = 0 tiene una sola solucién.

Problema 7.20) Pruebe la siguiente desigualdad

2 9
—8z“+1 <

?0, x>0

xre

Problema 7.21)  Considere el arco de parébola definido por {(z,y) eR? J y =
3(xr —2)?, 2 <z <5} yel punto P = (5,0). Se traza desde P una recta que
interseca a la curva en el punto ). Halle las coordenadas de ) para que el
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tridngulo rectangulo limitado por dicha recta, el eje de las x y la recta vertical
que para por () tenga drea maxima.

Problema 7.22) Una funcién f satisface la siguiente ecuacién diferencial
zof”(x) + 3x(f' ()’ =1—e", z€R

(a) Pruebe que si f tiene un extremo en xg # 0 entonces es un minimo.

(b) {Qué pasa si zg = 0 es un punto critico?

Problema 7.237 Considere la funcién f(z) = > (2? — Tz + 1). Encuentre
todos los puntos para los cuales la pendiente de la recta tangente a la curva
y = f(z) resulte minima.

Problema 7.24) Para cada n € N considere la funcién fn(x) = 2¥/" — 2. Sea
x,, € [0,1] el punto donde f alcanza su méximo absoluto en el intervalo [0,1].
Calcule, si existe, lim,,— oo Tpn ¥ UMy 100 fr(20).

2
Problema 7.25) Considere la funcién f(z) = e=—1. Haga un grifico aproxi-
mado senalando su dominio, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, maxi-
mos y minimos locales y asintotas. Determine los valores de ¢ para los cuales la
ecuacién f(z) = c tiene una unica solucién.

Problema 7.26) De la funcién f se sabe que su derivada f'(z) = (22 —
1)1‘26581”5.

(a) Encuentre los extremos locales de f.
(b)
()

;,Cudl es la cantidad maxima de ceros que puede tener f7

Si se define h(z) = f(2? + 1), encuentre los extremos locales de h.

Problema 7.27) Halle todos los a € R tales que ax? — Inz = 0 tenga exac-
tamente dos soluciones.

Problema 7.2§T Pruebe que 2™ Inx + 1 > 0 cualquiera sea el n € N.

Problema 7.29) Se dispone de un alambre de un metro de largo para con-
struir un cuadrado y un aro. jDoénde se debe cortar el alambre para que la suma
de las areas de las dos figuras sea

(a) maxima? (b) minima?

Problema 7.30) Paracadaz € [0,1), larecta tangente a la curvay = /1 — x
forma con los ejes coordenados un tridngulo. Halle el de menor area. ; Existe un
tridngulo de drea méaxima?
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Problema 7.31) Un banista que se encuentra nadando a 60 metros de una
costa recta pide auxilio al guardavidas que se encuentra en la orilla a 100 metros
del banista. El guardavidas en tierra corre a una velocidad de 3,2 metros por
segundo y en el agua nada a 1,1 metros por segundo. ;En qué punto de la playa
le conviene arrojarse al agua para llegar al banista en el menor tiempo posible?
;Cuanto mas tarda si se arrojara directamente al agua? ;Y si corre por la costa
hasta quedar enfrente del banista?

Problema 7.32) Pruebe que In?(3z) < 3z, si x> 3

Problema 7.33) Considere la funcién polinémica f(z) = 2 — 322 + 1. En-
cuentre dos intervalos cerrados sin puntos en comun tales que f tenga una tnica
raiz en cada uno de ellos.

Problema 7.34) La lata de una gaseosa tiene una capacidad de 354 cm3. Si
el costo del material de la tapa es el doble que el del resto de la lata, jcémo
deben ser las dimensiones de la lata para que el costo del material sea minimo?
(Suponga que la lata es un cilindro).



Practica 8

Teorema de Taylor

8.1. Polinomio de Taylor

Encuentre un poli-

Ejercicio 8.1) Considere la funcién f f(z) = In(z+1).
= f'(0), P"(0) = f"(0),

nomio P(z) de grado 3 tal que P(0) = f(0), P'(0)
P (0) = f(0).

Ejercicio 8.2) Calcule el polinomio de Taylor de las siguientes funciones,
hasta el orden indicado alrededor de xq

(a) f(z) = , orden 5, g =0 (e) f(z) =Inx, orden 4, zg =1
(b) f(z) =senz, orden 4, g =0 (f) f(xz) = +/x, orden 3, g =4
(¢) f(z) =senz, orden 5, zg =0 (g) f(xz) =€, orden 10, 29 =0
(d) f(x) =coszx, orden 5, o =0 (h) f(z) = (1+ )% orden 6, 29 = 0

Ejercicio 8.3V Compruebe que el polinomio de Taylor de orden n de la funcién

flx) =¢€" es
372 333 "
'+—+—+ +—'
n

P(z)=1+ o

1!

Ejercicio 8.4) Obtenga el polinomio de Taylor de orden n de las siguientes
funciones alrededor de = = 0.

(a) f(z) =135 (e) f(z) = =

(b) f(z) =cosx (f) f(z) =coshzx
(¢) f(x) =senzx (g) f(z) = arctanz
(d) flz)=e"" (h) f(z) =In(1+ )

55
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Ejercicio 8.5) Considere el polinomio ¢(z) = z* — 823 — 422 4 3z — 2.

(a) Halle los polinomios de Taylor de ¢ en x = 0 de érdenes 0 a 6.

(b) Haga lo mismo, sin hacer célculos, para q¢(z) = 220 + 2 + 23 + 22 + 2 + 1.

Ejercicio 8.6) Considere el polinomio de p(z) = (1 4 x)™, con n natural.

(a) Obtenga el polinomio de orden n en x = 0.

(b) A partir de (a), deduzca la férmula del binomio de Newton.

n _ n n1.0 n n—131 n n—212 n O1n
(a+b)" = <O)a b +<1)a b +<2)a b° + +(n>a b

SR

k=0

Donde (Z) = (n—nikl)'k' Ayuda: (a+b)“ — g (1 4 g)n

Ejercicio 8.7 Siel polinomio de Taylor de f de orden 5 en = = 2 es
P(z)=(z—2)°+3(x—2)*+3(x—-2)* -8
calcule

(a) fH(2)y fD(2).
(b) ;Puede conocer el valor de () (2)?

(c) ;Cuanto vale f(6)(2) si el polinomio es de orden 7?

Ejercicio 8.87 Siel polinomio de Taylor de f de orden 2 en z =5 es

P(z) =3 — (x — 5) 4+ 9(z — 5)*

2
f(52)
2

1—
(1 +2%)f(x)

(a) Halle el polinomio de Taylor de orden 2 en z = 1 de g(x) =
(b) Halle el polinomio de Taylor de orden 2 en x =5 de h(z) =

Ejercicio 8.9Y Los polinomios de Taylor de orden 4 en x = 2 de las funciones
f y g son, respectivamente

Px) = —2+3(x—-2)-3@x—-2>2+(@x-2)?° y
Qr) = 5+12(x—2)+ (v —2)* = 7(z —2)*

Halle el polinomio de Taylor de orden 2 de t(z) = f(z)g(z) vy s(z) = L)
T =2.

I
Q
bX
5
&

@

B
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8.2. Expresion del resto

Ejercicio 8.10) Considere la funcién del primer ejercicio, f(z) = In(x + 1),
y sea P(z) el polinomio de Taylor de orden 3 en & = 0. Apelando al Teorema
generalizando del Valor Medio (Teorema de Cauchy) compruebe que

/(@) ;4P(x) — F ()

para algin valor ¢ entre 0 y .

Ejercicio 8.117 Encuentre la expresion del resto en cada caso
2 3 4

, 2 ozt oz
(a) e”:1+x+§+§+E+R4(x)
1
(b) m:1+x+x2+x3+z4+:p5+R5(x)
3 45
(c) senx:xngraJng,(z)
3 b
(d) sen:c:x—a—i—a—i—Rg(x)
1 1 -
(e) lnx:(zfl)f5(z71)2+§(x71)3+R3(:c)
3 5 7
() arctanx:x—%—i—%—%—&—Rg(x)

Ejercicio 8.127 Considere la funcién f(z) = cosx.

(a) Obtenga el polinomio de Py(x) de Taylor de orden 4 en = = 0.

(b) Escriba la expresién de R4(3).

(¢) Usando la calculadora encuentre el valor de f(3) — Pa(
)

(d) Teniendo en cuenta que [senc| < 1, pruebe que |Rq(
Compare con (c).

8.3. Problemas de aproximacion

Ejercicio 8.137 Se quiere aproximar el/3
(a) Utilizando el polinomio de Taylor de orden 5 en x = 0, pruebe que el error

. 1
cometido es menor que 174960 °

(b) ¢De qué grado hay que tomar el polinomio de Taylor para que el error que
se cometa al usar dicho polinomio sea menor que 1078?

(Ayuda: para las estimaciones, use que e es menor que 3).

Ejercicio 8.14) Utilice el polinomio de Taylor de orden 4 en x = 0 para
aproximar el valor sen (0,25) y dar una cota para el error que se ha cometido al
tomar esa aproximacion.
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Ejercicio 8.15) Considere la funcién f(z) =zInz.
(a) Halle el polinomio P de orden 3 de f en z = 1. Escriba la expresién del
resto.

(b) Estime, acotando el resto, el error que se comete al calcular f(1,5) por
medio de P(1,5).

Ejercicio 8.16) ;Cuantos términos es suficiente tomar en el desarrollo de
Taylor en z = 0 de f(x) = e® para obtener un polinomio que aproxime a
dicha funcién en todo el intervalo [—1,1] con un error menor que 10~4? Use el
polinomio hallado para hallar las tres primeras cifras decimales del nimero e?

Ejercicio 8.17) Considere la funcién f(z) = In(1+x). ;De qué grado hay
que tomar el polinomio de Taylor en = 0 para poder calcular In(1,5) con un
error menor de 0,0017

Ejercicio 8.187 Para qué valores de z la diferencia entre

(a) coszy1— é—? + % es menor que 5-107°7

(b) senx y & es menor que 1073?

8.4. Problemas varios

Problema 8.1) Hallar los valores de a y b de modo que el polinomio de Taylor
de orden 2 de f(z) = aln (1 + bx) en z = 0 sea P(z) = 2z + 322

Problema 8.27 Considere la funcién f(z) =1—sen (Z%).

(a) Calcule el polinomio de Taylor de orden 2 de f en & = 0.

(b) Pruebe que si R(x) es la expresién del resto en = 0 y si |#| < 5 entonces
™
Bl < 5
Problema 8.37 Considere la funcién f(z) =1+ 3z +senx.
(a) Escriba el polinomio de Taylor en = 0 de orden 4 de f.

(b) Calcule, estimando el resto, el error que se comete al calcular f (%) con

Problema 8.4) Calcule aproximadamente /16,5 utilizando el polinomio de
Taylor de orden 2 en © = 0 de la funcién f(z) = /16 + z. Estime, acotando el
resto, el error que se comete.

Problema 8.57 Determine un intervalo que contenga al origen, donde el poli-
nomio de Taylor de orden 6 aproxime a senz con un error menor que 1074
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Problema 8.6) Calcule el polinomio de Taylor de orden 2 en z = 0 de f(z) =
V1 + x. Estime el error que se comete al calcular los valores de la funcién por
medio del polinomio hallado cuando f% <z <l

Problema 8.7) Determine los valores de a y b para que el polinomio de
Taylor de f(z) = In(1+ z) + az?® + br en x = 0 empiece con la potencia de x
de exponente lo més grande posible.

Problema 8.8) Considere la funcién f(z) = sen (2z).

(a) Halle el polinomio de Taylor de orden n de la funcién en z = 7.

(b) Si R, (x) es el resto, halle la expresién de R, (%) Calcule el lim,,_, o R, (%)

Problema 8.9) Considere la funcién f(z) = ze®~2

(a) Calcule el polinomio de Taylor de orden n en = = 2.

n

(b) Si R,(x) es la expresién del resto, pruebe que (’VIT+13)' <R,(3) <
(c) Calcule el lim,,_, o R,(3).

Problema 8.10) La funcién f(z) = Vazx + 1 tiene como polinomio de Taylor
deorden 2 en z =0a P(z) =1+ 5z — %xQ. Halle los valores de a y de n.

Problema 8.11) La funcién f satisface la ecuacion diferencial

(52 + 1) f'(2) + f(2) = 1, F(0) = 2.

Encuentre el polinomio de Taylor de orden 5 en x = 0.

Problema 8.12) Considere la funcién f(z) =senz? + cos x.

(a) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en z = 7

(b) Pruebe que el error que se comete al calcular f (2?“) con el polinomio es

3
menor que % .

Problema 8.13) Considere la funcién f(x) =senx — 0, 3x.

(a) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en z = 7.

(b) Use el polinomio obtenido en (a) para hallar una solucién aproximada de

f(z)=0.
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Integrales

9.1. La funcion area — Propiedades de la integral

Ejercicio 9.17 EI espacio recorrido por un mévil, a partir del instante ¢t = 0,
viene dado por e(t) = 3t.

(a) Haga un gréfico de las funciones espacio recorrido y velocidad del mévil.

(b) Complete la siguiente tabla.
tiempo transcurrido () 112345 ]6]...]t
espacio transcurrido

drea bajo la curva velocidad (de 0 a t)

(c¢) El espacio recorrido por otro mévil a partir del instante ¢ = 0, viene dado
por s(t) =t + 1t*. Repita los incisos (a) y (b) para este caso.

Ejercicio 9.2} Halle, en cada caso, la funcién area bajo la curva entre 0 y x.
Compruebe que A'(z) = f(z).

N Wb
N W
N Wb

(a) 1 2 3 4 (b)\1234 (c) 1 2 3 4

Ejercicio 9.37 Se sabe que las funciones f y g son integrables y que

(a) fi; (3f(x) — 4g(x)) dz = 23, fi;g(x)d:z: =Ty fis f(z)dz = 12; calcule
f14 f(z)dx.
(b) ff 2f(z)dx =5, ffg(x)dx = 7; calcule ff (f(z) + 2g(x)) da.

60
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9.2. Teorema fundamental del calculo — Regla
de Barrow

Ejercicio 9.4) Sea f : [0,6] — R una funcién continua. Se define A(z) =
Jy f(t)dt. El gréfico de A(z) es el siguiente:

a) Calcule f06 f(t)dt.

b) ;Cudnto vale f(3)?

(c) Halle el conjunto donde f es positiva.
(d) Pruebe que [} |f(t)|dt =2 [ f(t)dL.

(
(

Ejercicio 9.57 Calcule las derivadas de las siguientes funciones.

(a) A(z) = /1 "t

2x
senu
b) B(x) = d 0
(b) B(x) / o >

N
(©) C(x) :/ I+ 8dt, x>0
0
@ )= [

2+y3

tan x
(e) E(x) = / arctan zdz, x € <_ﬁ7 Z)
2 272

Ejercicio 9.6) Considere las funciones

1, si0<t<2 it si0<t<2
f(t)_{?,, siz<t<a 7 g(t)_{z si0<t<2

(a) La funcién f no es continua; jlo es F(z) = [ f(t)dt?

(b) La funcién g no es derivable; jlo es G(z) = [, g(t)dt?
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Ejercicio 9.7 Sabiendo que
(a) la funcién continua f satisface foz f(t)dt = 22(1 + z), calcule f(2).

(b) la funcién continua g satisface f0m2 g(t)dt = 2%(1 + z), x > 0, calcule g(2).

Ejercicio 9.8Y Calcule las siguientes integrales, usando la Regla de Barrow y
las propiedades de linealidad de la integral.

(a) f03 3(z — 2)dx (c) fjﬁ(senx — cosx)dx
(b) J2,(a® + 2w)dw (d) fo' @VE+ {z)da

Ejercicio 9.9Y
(a) Compruebe que la segunda derivada de foz(a: — ) f(t)dt es f(x).

(b) Compruebe que la tercera derivada de [ #f(t)dt es f(x).

(¢) Generalice.

Ejercicio 9.10) Usando el Teorema Fundamental del Calculo, compruebe las
siguientes igualdades y calcule, en cada una de ellas, el valor de K

T g 2
— Z\V3r B+ K
(a)/o s avertet

¥ cost 1
b ————dt==-In|3+2 K
(b) /0 2sent + 3 2 nl3+2senw|+

(c) /9«’ r dt = —° +larctanx+K
o (1422 2(2241) 2

9.3. Integracion numérica

Ejercicio 9.11) Estime la integral de la funcién f(z) = 1 en el intervalo
[1, 2] usando la férmula de los trapecios partiendo el intervalo en diez intervalos
de igual longitud. Calcule el error cometido con esta aproximacién. Repita el
calculo usando la férmula de Simpson. Estime el error en este caso y compare
los resultados.

9.4. Primitivas

Ejercicio 9.127 Halle en cada caso, una funcién g(z) que satisfaga

(a) ¢'(x) =2 (e) ¢'(x) = cosz
(b) ¢'(z) == (f) ¢'(z) =2°

(c) ¢'(z) =senw (g) ¢'(z) =z +a°
(d) ¢'(z) =e” (h) ¢'(z) =3z + 2



PRACTICA 9. INTEGRALES 63

Ejercicio 9.137 Encuentre en cada caso, la funcién G(x) que satisface
(a) G'(z) =62+4+1, G(1) =

(b) G"(z) =6x=1,G'(1) =3, G(0) =

(¢) G (z) =z +senz, G'(0) =G (0) =G(0)=5

Ejercicio 9.12)  Un mévil se desplaza por un camino. Se sabe que la acel-
eracién en el instante ¢ viene dada por a(t) = t(t — 100)km/h?. Si en el instante
inicial t = 0 el mévil se encuentra en la posicién sy y parte a una velocidad de
30km/s, {cudl es la posicién s(t), 0 < ¢ < 1007

9.5. Calculo de primitivas — Métodos de susti-
tucion y de integracion por partes

Ejercicio 9.157 Calcule las siguientes integrales

(a) /4:c6dx (c) /sen(x — 1)dx
b) /0 | VE (32 +VE) da (@ / e

Ejercicio 9.16) Usando el método de sustitucién, calcule las siguientes inte-
grales.

(a) / (32 +1)2dz () / 1femdx
0 [ 5t O
c) /J%dgc (m) /a5$dx

(d) / tan(2x)dx (n) / 23

e 3%y (n) / v/ (14 cosz)3senz dx
0

/1 4z d
/ x dx

7et do © | 75

w/2
sen z cos?(x)dx (p) / cos t dt
0

® |
[ @ [ VT

1

0

cos x T dxr

N B

o/
/ e dx (s) /(1 —l—lnx)de

Vi em x

sent x
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0 [ V@t Ol

24 2z + a2
el‘
W [ et N [
1+e? (A) x2+2$+2dx
\/ 2

(v) /(:I: —1)Va?2 -2z dx (B) xi—de
Va3 +3z+1

sen(y/x

\(f\x/_)dx (C) /sen(cosz)senx dx

P (x4 1)dx VT
, VT 213 o [ o

(w)

(x)

Ejercicio 9.177 Marque con una cruz la tnica respuesta correcta. Dada la
funcién continua f ponemos A = f; f(z)dz y B = f811 f (%) dt, entonces es
cierto que

0 A=3B 03A=108

O0A=B [J ninguna de las anteriores

Ejercicio 9.187 Aplique la integracién por partes para calcular
(a) /xlna: dx () %dm

(b) /jlnmdm (2) /Oﬂx3cosxdx

(c) /xsenx dx (h) /xg'e%dx

(d) /xemdx (i) /arc cosx dx

(e) /arctana: dx §) /OTr e® senx dx

Ejercicio 9.19)  Si llamamos I, = fol x™e*dx pruebe la férmula de reduccion

In=e—nl,
Ejercicio 9.20) Demuestre las siguientes férmulas de reduccién
(a) I, = /z" senz do = —a" cosz + ndp_1
(b) J, = /x" cosx dr =z"senxz — nl,_1

Ejercicio 9.217 La funcién f tiene derivada continua y satisface f(—m) = 3
y f:/rz f(z)senx dx = 4. Calcule f:/f f(z) coszx dx.
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9.6. Fracciones simples

Ejercicio 9.227 Halle las primitivas de las siguientes funciones racionales

4 1
@) f0 = e © 1) = mrer
b = 5r 2 (f) f(flf)*jji3
()f(x)_(x+2)(:z:—2)(x+3) a4l
2r+1 _M
(C) f(x):—x2_4 (g) f(x)_xg(x+1)2
. ot 41
(d) f(x):Tg_l (h) f(x)_xz(x_l)z

9.7. Problemas varios

Problema 9.17 La funcién f satisface f(z) = 5xf'(z). Si f02 f®)dt = 12,
calcule f(2).

Problema 9.2) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 3 en x = 0 de
f(@) =[5 (1+t)*In(1 + t)dt.

Problema 9.37 Encuentre una primitiva g de la funcién f (x) = ﬁ% que
satisfaga ¢g(0) = —31n4.

Problema 9.4) Halle una funcién f:(0,400) — R derivable que satisfaga la
ecuacién integral (z + 3)f(z) =22 + 1+ [ f(t)dt y f(1) = 1.

Problema 9.5) Halle una funcién continua g tal que 1+ folnm g(eh)dt = z2 +
Inz, z > 0.

1 1/z
dt
Problema 9.6) Pruebe que / —_— = / ——siz > 0.
. L+t2 1 142

Problema 9.7) Considere la funcién flz) = { 8z

(a) Calcule fel,s f(x)dz.
(b) Determine el valor de k > 0 para el cual fek,3 f(x)dx = 35.

Problema 9.8) Si I, = fol %dt pruebe que

nl, = \/5—(71—1)[“,27 sin>2
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Problema 9.9) La funcién f es continua. Se define

1 I3+3
Gw) =~z +/ VIF 200 dt.
0

Pruebe que G es estrictamente creciente.

Problema 9.107 La funcién f tiene tres derivadas continuas y vale f(0) = 2,
f(0) =3, f"(0) =4, |f” ()| < § Va. Si se aproxima f00’5 f(t)dt por f00’5 P(t)dt,
donde P es el polinomio de Taylor de orden 2 en x = 0, calcule el error que se
comete.

Problema 9.1T) Pruebe que

P41 1"
I, = /x"ln”(x)dac _ @@ on o e
p+1 p+1
. . " dx .
Problema 9.12) ,Para qué valores de p el lim — s finito?

n—oo [; @

Problema 9.13)  Se define la funcién Gamma como
t o)
I'(n) = lim " e dx :/ 2" te "dx, n>0.
0

t—o00 0

(a) Calcule T'(1) y T'(2).
(b) Pruebe que I'(n + 1) = nI'(n). Deduzca que I'(n) = (n — 1)L
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Aplicaciones de la integral

10.1. Area entre curvas

Ejercicio 10.17  Calcule el 4rea de la regién comprendida entre las curvas

(a) y=+x, y=2-2, =0

Yy =z, y=2-=x

y=x, y=x2+1, =0 x=3
=23 — 122, y=a2?

=—2+lnz, y=0, =1, z=e

=z, y=z—1°

en(2z), ejex

Y

Y

Y

y=01-vz)’, cex, cey
y=s

y=2a%—52%2+6x, ejex
Y

Inx, ejex, x=e¢€

Ejercicio 10.27 Determine ¢ > 1 de modo que el area de la regién limitada
por las curvas y = e2(#=5) = ¢=2(#=5) y ]a recta de la ecuacién y = ¢ sea igual
al.

Ejercicio 10.37  El 4rea de la regién limitadas por las rectas y = azx, y = a°

y la curva y = 22 es igual a -%. Calcule el valor de a.
a8

Ejercicio 10.4) Determine el 4rea de la regién limitada por la curva y = %,
x > 0, y las dos rectas que unen el origen de coordenadas con los puntos de la

curva (2,1) y (3,2), respectivamente.

67
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Ejercicio 10.57 Marque la tnica respuesta correcta.
El area de la regién del plano limitada por y = x — 2, x = 4, el eje x y el eje
y se obtiene calculando

O f04(z —2)dx O f04(2 —x)dx
O foz(a: —2)dz + f24(2 —x)dx O f02(2 —x)dz + f;(az —2)dz

10.2. Ecuaciones diferenciales
Ejercicio 10.6) Halle y = f(x) que satisfaga la siguiente ecuacién con condi-

ciones iniciales f'(z) + 2z f(x) =0, f(0) = 3.

Ejercicio 10.7)  Encuentre todas las funciones f que satisfacen f'@®)+af(t) =
0, a > 0. Estudie el comportamiento para t — oo.

Ejercicio 10.8) De entre todas las funciones f que satisfacen la ecuacién
diferencial f'(x)f(x) = 2 + z, encuentre la que cumpla f(1) = 3.

Ejercicio 10.9) Encuentre todas las soluciones de la ecuacién J;/((;)) = xe”.

Ejercicio 10.10) Los dtomos de elementos radiactivos son inestables. En un
intervalo de tiempo dado, una fraccién fija de los atomos se escinde espontanea-
mente para formar un nuevo elemento; de modo que si N(¢) denota el nimero
de dtomos existentes en el tiempo ¢ entonces N'(t), el nimero de dtomos que se
desintegra por unidad de tiempo, es proporcional a N (t); es decir,

N'(t) = —kN(t)
donde k > 0 se conoce como la constante de decaimiento de la sustancia. Si en
el instante t = 0, N(0) = Ny

(a) Calcule N(t) para t > 0.

(b) ;En qué momento habrd la mitad de 4tomos que habia inicialmente? (semivi-

da)

(¢) ¢Cémo varfa la semivida?

Ejercicio 10.177  Resuelva la siguiente ecuacion diferencial (ecuacién logisti-
ca):
y'(t) = 0,5 y(t)(100 — y(t)), y(0)=1
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10.3. Volumen de un sélido de revolucién —
Longitud de curva

b
Volumen = = / f2(z)dx

b
Longitud del arco = / V14 (f(2)da

Ejercicio 10.12} Halle el volumen del sélido de revolucién obtenido al rotar
alrededor del eje x la parabola y = 322, desde 0 hasta 3.

Ejercicio 10.13Y  Halle el volumen del sélido de revolucién obtenido al rotar

alrededor del eje x la curva y = % desde 1 hasta 4.

Ejercicio 10.147  Calcule el volumen del sélido engendrado por la curva y =
22, 0<x <2

(a) al girar alrededor del eje x.

(b) al girar alrededor del eje y.

Ejercicio 10.15) Calcule la longitud del arco de las curvas
(a) y =222, 0<z<I11.

2 Inz
(b) y="% -7%% lsz<2

10.4. Problemas varios

Problema 10.1) Encuentre el drea limitada entre las curvas y = 1-— 22,

y=1—42%y el eje x.

Problema 10.27 Calcule el 4rea limitada por las curvas y = 2° — 2z, y = 22

y las rectas verticales x = -2y x = 3.

Problema 10.37 Calcule el drea de la regién limitada entre las curvas y =
2senx y y = sen(2x) para x € [0, 7.

Problema 10.?4.7 Para cada n natural se define a,, = foﬁ/Q x sen nx dx. Calcule
lim,, o0 G-

Problema 10.5) Calcule el drea de las dos regiones determinadas por las

curvas y = r=1yax=>5 ;Cuil es la mayor?

z 1
2t ¥ = 1 3
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Problema 10.6) Calcule el drea de la regién comprendida por el eje y, la
curva y = 1 + 5z — €@ y la recta y = 5z — 2. Haga un gréfico aproximado
indicando la regién.

Problema 10.7) Considere la funcién f(z) =2v3 —2z.

(a) Determine su dominio de definicién y zonas de crecimiento y de decrec-
imiento.

(b) Calcule el drea de la regién limitada por el grafico de f y el eje x.

Problema 10.8) Calcule el 4rea de la region comprendida entre la curva

y = 23 — 2 y la recta tangente a esta curva en el punto de abscisa z = —1.

Problema 10.97 La temperatura de un cuerpo que se enfria cambia a una
tasa que es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la
temperatura ambiente. Asi, si C(t) es la temperatura del cuerpo en el tiempo ¢
v a es la temperatura ambiente a la que supondremos constante, se tiene

C'(t) = —k(C(t) — a)
en donde k£ > 0 es la constante de proporcionalidad.

(a) Halle todas las soluciones de la ecuacién en términos de k, a y la temperatura
inicial C(0).
(b) Calcule lim;_, o C(t). Ensaye alguna explicacidn fisica para el limite encon-

trado.

(¢) Si un cuerpo inicialmente estd a 26° y una hora después a 24°, jcudl es la
constante de proporcionalidad? (Suponga la temperatura ambiente de 22°).

Problema 10.10) Halle la longitud de la curva y = fom V2 —1dtentrex =1
ya=3.

Problema 10.11)  Considere la curva y = e~ ”. Para cada n natural llamamos
V,, al volumen del sélido de revolucion que se obtiene al rotar la curva alrededor
del eje x con 0 < x < n. Calcule lim,, .o, V.

Problema 10.12) Encuentre una funcién f continua en el eje real positivo,
tal que

fl@)=1+ i/lw F(t)dt.

Problema 10.13) Resuelva la ecuacién diferencial zy/ + (1-2)y=0conla
condicién inicial y(0) = 2
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Problema 10.14) El rectangulo de vértices (0, 0), (0, 1), (5, 0), (5, 1) queda

dividido en dos cuando se traza la curva y = —x2 + 3. Halle el drea de la més
grande.

Problema 10.15) Halle el 4rea comprendida entre la curva y = ze™" y las
rectas £ = 0 y el punto de abscisa donde f alcanza su méaximo absoluto.

Problema 10.16) Calcule el irea comprendida entre la curva y = Inz, la
recta tangente a la curva que pasa por el origen y el eje x.

Problema 10.17) Un sélido de revolucién esté engendrado por la rotacién
de la gréfica de y = f(x), 0 < & < a, alrededor del eje . Si para cada a > 0 el
volumen es a? + a, halle la funcién f suponiendo que es positiva.

Problema 10.18) Halle el valor de a > 0 para que el drea comprendida entre
la curva y =senz, z =0, x = a y el eje = sea %
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Series

11.1. Término general y sumas parciales

Ejercicio 11.177  Escriba el término general de las siguientes series. Escriba
también la expresién de las sumas parciales.

(a) 1 1 1 1.1 (d)1+1+1+1+1+1+
YITE3TE 7Ty 2 6 12 20 30 42
1.1 1 1
(b)1+§+§+1—5+§+~~ () 1+1+2+3+5+8+13+ -
2 4 8
(c) 1+§+§+2—7+-~ (f) In2+In(3/2)+1In(4/3)+1n(5/4) +- - -

En los casos que la serie sea geométrica o telescopica, calcule su suma.

11.2. Series geométricas y series telescopicas

Ejercicio 11.27  Calcule la suma de las siguientes series, en caso de que sean
convergentes.

- 1 = 1
® 3 g @D 2 D
X an n+1 oo
OB PE- (€ > In (1+%)
n=0 n=1
o 92n _ 1 00 3 n—1
Chaet ®>(3)
n=0 n=2

Ejercicio 11.37  Si la serie S, 25 = 35/12, jcudnto vale a > 07

am
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Ejercicio 11.47 A partir de la identidad Y - 2" = ﬁ, -1l<z<1
deduzca las siguientes férmulas

1
(a) 1—|—x2+x4+...+x2"+...:1—2, —-l<z<1

—x
(b) x+x3+z5+...+x2”+1+...:1$72, -l<z<1

—x
1
() l—a+a?—a3+a2t— .. +(-Da"+...= , —l<z<l
1+
(d) 1+2z+42® + ... +2"2" +... = ! —1<:c<1
=TT 5 5

Ejercicio 11.57
(a) A partir de que 0,999... =377, %, compruebe que 0,999...=1.

(b) Escriba el ntimero decimal 0,444... como una serie. Halle la suma de la
serie y escriba el niimero decimal como un cociente de enteros.

(c) Haga el mismo trabajo con el niimero 0,1212.. ..

11.3. Criterios de convergencia

Ejercicio 11.6) Decida si cada una de las siguientes series es convergente o
divergente. Explique qué criterio usa en cada caso para obtener su respuesta.

(0 ZWLH Q 2% W 2(71%'2)'
(b) iﬁ (® 5_0333 0 i%
(d)gm/%ﬂ <h>§13}5713)"

Ejercicio 11.77  Use el criterio integral de Cauchy para estudiar la conver-
gencia de

oo

1
< (n?+1) arctan®n
n
en?

() D
G

n=2 n=1 n=1
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Ejercicio 11.87  Use el criterio de la raiz o del cociente, segun convenga, para
determinar la convergencia o divergencia de las siguientes series

m>(1-1) XA OBhSET
n=1 n=0 ' n=1

. oo (Tl')2 o ; B 1 n

© 3 Gy GQXJQ)

Ejercicio 11.9) Determine la convergencia o divergencia de las series que
siguen. En caso de convergencia, decida si ésta es absoluta o condicional. Si usa
el criterio de Leibnitz, asegiurese de que se satisfagan todas las hipdtesis.

() 3 clntl) (@ (-

— nPtl — n + 100
CPpSE = @ St
@ > (1-1) 0 L ()

Ejercicio 11.107 Use el criterio que mas convenga en cada caso para deter-
minar la convergencia o divergencia de las siguientes series.

@Y O gt © LAV

11.4. Series de potencia

Ejercicio 11.177  Encuentre todos los valores de z € R para los cuales cada
una de las siguientes series es convergente. Indique para qué valores la conver-
gencia es absoluta y para qué valores la convergencia es condicional.

ChIE @Y o
n=1 n=0
o " X 1 \n+1 r—1)"
Op o 0y sl
o0 .’L'n+1 oo T n
© S @;@H)

non 2n+1 5,
(d) Y n"x () > n2+2xz +1
n=1

n=0
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2, Qngdntl = x—1\"
. : 4’ﬂ
CPIEES o>+ (i59)
Ejercicio 11.127  Halle el radio de convergencia de las series
2. 27p! = ()2,
n b n+3
(a) ; o (b) ,;)(27%)!36
Ejercicio 11.137  En cada una de las siguientes series
o0 o0
(—1)nam Vn+3 o,
Ly Y vy Vit
n=0 n=0
> 37 (z — 2)" =
- 2n+1
IL. _— VIIL. V —
Z T 1 Z: ( n -+ \/ﬁ) x
n=0 n=0
0 on oo 1 n?
nx
I1l. - —_ 9\
Z on IX. Z<1+n> (x—2)
n=0 n=0
= (22 +3)" >
.y Betd) x. 3 eos (") o
n=0 n=0
2. (42? + 4o 4 1) 2, pintt
V. —_— XI.
7;2 nin®n ng n?lnn
o0 o0
VI. — 4+ = )" XII. -
;<n+n2>x ;2”—1—3"
(a) Determine el radio de convergencia.
(b) Determine dénde la convergencia es absoluta y dénde condicional.
11.5. Problemas varios
— 1
Problema 11.17 Para qué valores de p > 0 la serie Z es conver-
o Inn
gente?
> 1
Problema 11.27 Para qué valores de p > 0 la serie Z ——5— €s conver-
e nln”n

gente?
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si n es impar

. y la serie
si m es par

L
Problema 11.37 Considere la sucesién an = { n
n?

alternada > - (—1)""a,.

(a) Explique por qué no se puede aplicar el criterio de Leibnitz en esta seria
alternada.

(b) Pruebe que la serie es absolutamente convergente.

Problema 11.4) Estudie la convergencia de las series

(a) i/ol/” Ve dx (b) g/ﬂnﬂ e Vo

1+ 22

n=1

Problema 11.5) La sucesién de términos positivos a,, satisface agﬁ <b (1 — %

Jes convergente la serie 07 | a,?

(14+a)"
n

Problema 11.6) ;Para qué valores de a la serie Y~
radio de convergencia igual a 27

(x — 2)™ tiene

Problema 11.7) Encuentre todos los valores reales de x para los cuales las
siguientes series son convergentes. Indique cuando la convergencia es absoluta y
cuando es condicional.

- (2n)? 3n+1
W ey
(b) Z 4"(3x — 1)""!. Para los 2 hallados encuentre el valor de la suma.
n=0
o0 1 n+l
(C) (Tl + ) 3n
(2n)"
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Programa

Analisis matematico C.B.C. para Ciencias Exactas e Ingenieria.

Unidad T) Ntimeros reales — funciones
Numeros reales. Propiedades basicas. Representacién sobre la recta. Supremo e
infimo. Funciones. Definicién. Funciones reales. Dominio e imagen. Grafico. Fun-
ciones elementales algebraicas y trascendentes. Composicién. Funcién inversa.
Representacion de curvas en forma paramétrica.

Spiegel: (1); Ayres-Mendelson: (1-6)

Unidad 2V Sucesiones
Sucesiones. Nocion de limite. Propiedades. Sucesiones mondétonas. El nimero e.
Otros limites especiales. Introduccién a las series numeéricas.

Spiegel: sucesiones (3), series (11); Ayres-Mendelson: sucesiones (53), series (54-58)

Unidad 37 Limite y continuidad
Nocién de limite funcional. Célculo de limites. Algebra de limites. Limites lat-
erales. Limites infinitos y en infinito. Asintotas. Continuidad. Propiedades. Fun-
ciones continuas en intervalos cerrados. Aplicaciones al cdlculo de ceros de fun-
ciones. Ejemplos de métodos numéricos elementales.

Spiegel: (2); Ayres-Mendelson: (7-8)

7
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Unidad 47 Derivadas

Nocién de tangente a una curva. Velocidad. Definiciéon de derivada. Derivada
de funciones elementales. Reglas de derivacién. Regla de la cadena. El Teo-
rema del Valor Medio y sus aplicaciones. Regla de L’Hospital. Aproximacién
lineal. Diferencial. Estudio de funciones: crecimiento y decrecimiento, extremos,
concavidad, convexidad, puntos de inflexién. Trazado de curvas. Problemas de
maximos y minimos. Polinomio de Taylor y Mac Laurin. Aproximacién de fun-
ciones. Estudio del error. Aplicaciones al célculo de ceros de funciones: método
de Newton-Raphson.

Spiegel: (4); Ayres-Mendelson: (9-19) y (26-29)

Unidad 57 Integrales
Particiones. Integral superior e inferior. Integral definida. Propiedades. Célcu-
lo aproximado de integrales. El Teorema Fundamental del Célculo. Regla de
Barrow. Calculo de primitivas. Los métodos de sustitucién y de integracién por
partes. Aplicaciones al cdlculo de dreas, volimenes de revolucién y longitud de
curvas.

Spiegel: (5); Ayres-Mendelson: (30-31, 34, 37-42, 47)
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