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PROLOGO DEL AUTOR

La mayoria de los textos sobre Célculo Diferencial e Integral caen en una de estas
dos categorias: la de aquellos que buscan transmitir al lector pericia en las opera-
ciones propias del Célculo (paso al limite, derivacién, integracién) y la de aquellos
que ponen el acento en el rigor de las deducciones y en los aspectos conceptuales.
Ha sido mi intencién conseguir con este libro inducir en el lector la mencionada

Date: 08 de junio de 2001.

Key words and phrases. Célculo, Sucesiones numeéricas, Series numéricas.

Trabajo realizado por los alumnos (Olga Scagnetti, Pamela Llop, Maria Ferndndez, Diego Ri-
naldi, Ernesto Diez, Vanina Presutti, Mauricio Ramseyer, Lucrecia Martinez, Maria Saccavino,
Patricia Cettour) del Taller de Informética de la Licenciatura en Matemdtica Aplicada, Departa-
mento de Matemadtica, FIQ, Universidad Nacional del Litoral, primer semestre de 2001.
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2 RICARDO J. NORIEGA

pericia, sin sacrificar para ello lo que es, sin duda, uno de los aspectos distintivos
de la matematica: la demostracién frente al argumento, el razonamiento frente al
pseudorazonamiento. Desde luego, ello implica un doble trabajo tanto para el que
escribe como para el que estudia, pero es un trabajo que tiene en el mejor entendi-
miento del tema su recompensa, tanto para el que esté interesado en las aplicaciones
del Céalculo como para el que desee introducirse en las matemaéticas superiores.

Este libro estd basado en los cursos que he dado en los 1iltimos anos en la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires, cursos que
plantean la doble necesidad mencionada, ya que son tomados por matematicos asi
como por estudiantes de otras ciencias, para los cuales el Calculo es méas una futura
herramienta que un objeto de estudio en si mismo.

Existe un excelente método para no aprender nunca matematicas, y es el de
esquivar las dificultades cada vez que ellas aparezcan. Por eso le aconsejo al lector
que entre de lleno en ellas y que no olvide nunca la importancia que en el estudio de
las matemadticas tiene el “mirar fijo”: si algo no se entiende bien, o no se entiende
para nada, detenerse en ese parrafo y pensar intensamente mientras se lo relee una
y otra vez, permite siempre llegar a un punto critico en donde la cosa se hace clara,
y en donde lo que ya no se entiende es porque antes no se entendia. Porqué y cémo
sucede esto, es uno mas de tantos misterios, pero que sucede, sucede. Y sobre todo,
no desanimarse por los tropiezos; si no los hubiera, entonces no estaria aprendiendo
nada con esta lectura.

He hecho abundante uso al escribir este libro de las excelentes notas del Dr.
Enzo Gentile y del Lic. Fernando Carugno basadas en cursos anteriores de Calculo
dictados en la Facultad de Ciencias Exactas, y quiero agradecerles sinceramente
su impensada colaboracion. Particularmente el ejemplo del curso dado por el Dr.
Gentile me ha hecho ver la posibilidad de tomar el toro por las astas y tratar la
potencia de exponente real con todo detalle y rigor al comienzo del libro, sin esperar
para ello a tener la nocién de integral.

Hay maés personas a quienes quiero agradecer. Al Dr. Norberto Fava, por la
cantidad de consejos y observaciones sobre como y qué escribir en este libro. Al In-
geniero Roque Scarfiello, por su constante hincapié en las necesidades de los lectores
no matematicos que ha influido en el contenido y lenguaje de varios capitulos. Al
Dr. Manuel Balanzat, por haberme facilitado generosamente los manuscritos de su
propio texto sobre el tema, pronto a ser publicado. Al Prof. Juan Carlos Dalmasso,
y a través de él a la gente del Centro de Investigacién y Acciéon Educativa, CINAE,
por haberme dado la oportunidad de escribir este libro. A Maria Angélica Tancredi
y a Silvia Lopez, por haber convertido en copias legibles mis confusos manuscritos.
Y a mi mujer, sin cuyo estimulo constante jamés hubiera completado esta tarea.

Buenos Aires, abril de 1979



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 3
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PLAN DE LA OBRA

Médulo 1
Capitulo 1: Los ntimeros reales
Moédulo 2
Capitulo 2: Funciones y su representacion grafica
Capitulo 3: Limite de sucesiones
Capitulo 4: Series numéricas
Médulo 3
Capitulo 5: Geometria analitica plana
Capitulo 6: Limite de funciones y continuidad
Capitulo 7: Derivadas
Médulo 4
Capitulo 8: Integral definida
Capitulo 9: Célculo de primitivas
Capitulo 10: Convergencia uniforme y series de potencias

3. LIMITE DE SUCESIONES

3.1. Definicién de limite de una sucesién. Aunque en el Capitulo 1* hemos
ya hablado algo sobre sucesiones, volvemos aqui a recordar el concepto. Habiamos
dicho que una sucesién (de nimeros reales) consistia en asignarle a cada ndmero
natural n, un nimero real que indicamos a,. De esta manera, al numero 1 se le
asigna un numero real a;, al nimero 2 un numero real as, etc. De esta manera,
una sucesién queda en la formas:

al, a2, A3y ..., Qp, ...

Por ejemplo, si a cada ntimero natural n se le asigna su cuadrado, n?, tenemos
la sucesién dada por a,, = n?, o sea:

1,4,9,16,25,...,n% ...

1Noriega, R.J., Cdlculo Diferencial e Integral, Ed. Docencia (1979) Buenos Aires
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y si a cada ntmero natural n se le asigna su inverso multiplicativo, %, tenemos la
sucesién dada por a, = +, o sea:
n

1

PRI

1
n

)

W=
ot =

1
737

N | =

)

Con la terminologia del Capitulo 2, es facil dar una definicién precisa del concepto
de “sucesion”:

Definicién 3.1. Una sucesién (de niimeros reales) es una funcién a: N — R

Para concordar con la notaciéon anterior, quedaremos de acuerdo en escribir, para

cada sucesién a: N — R
an = a(n)

Hay que distinguir entre la sucesion misma y el conjunto de valores que ella
toma. Este ultimo conjunto puede incluso ser finito; por ejemplo, consideremos la
sucesién:

-1,1,-1,1,...,—-1,1,...
o sea, a, = a(n) = (—1)". En este caso, el conjunto de valores que toma la sucesién
se reduce a un conjunto de dos elementos: el 1 y el —1. Por eso no se suele indicar
una sucesién como {a,: n € N} (en este caso seria {a,: n € N} = {1,—1}) sino en
la forma (an)nen 0 también (an)n>1.

Si se representan los diversos valores a,, para una sucesién dada, sobre una
recta, se puede tener una idea del comportamiento que ésta tiene. Consideremos
por ejempo la sucesién a,, = 1/n, es decir:

1111 1
LR

Representando los primeros términos en una recta obtenemos el gréfico repre-

sentado en la figura 1 siguiente:

FIGURA 1. Primeros términos de la sucesién 1/n

Geométricamente parece claro que a medida que vamos tomando valores suce-
sivos de a,, nos vamos acercando al 0. En efecto, ay estd mas cerca de 0 que a;,
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a3 estd mas cerca de 0 que as, etc. Pero esta ultima afirmacién no lo dice todo
sobre ese acercamiento. Porque también es cierto, por ejemplo, que as esta mas
cerca de —1 que ap, que as estd mas cerca de —1 que aqo, etc. y evidentemente el
acercamiento a 0 de esta sucesién tiene una caracteristica que no tiene, por ejemplo,
su acercamiento a —I.

( Cudl es esa caracteristica? Pues la de que esta sucesion llega a estar tan cerca
de 0 como se quiera. En cambio no vale eso si cambiamos 0 por —1, esta sucesién
no llega a estar tan cerca de —1 como se quiera, su distancia a —1 es, como se puede
ver en la figura, siempre mayor que 1. ;Cémo podemos poner en términos precisos
la afirmacién: “una sucesién (a,)n, > 1, llega a estar tan cerca del niimero ¢ como
se quiera”? La distancia entre a,, y £ estd medida por |a,, —¥¢| (Pardgrafo 1.12), por
lo tanto lo que queremos decir es que |a,, — £| llega a ser tan chico como se quiera.

En otras palabras: si nos dan un ntmero positivo cualquiera, digamos €, no
importa cudn chico sea, podemos conseguir que |a,, — | sea menor que £ con tal
de avanzar lo suficiente en la sucesion, es decir, con tal de tomar n grande. Y méds
aun: si tomamos n més grande todavia, entonces también seguird siendo |a, — ¢|
menor que € (pues ese médulo debe ser més pequeno a medida que n aumenta).
Toda esta charla se puede poner ahora en términos precisos:

Definicién 3.2. Se dice que una sucesién (a,), > 1 tiene limite ¢, o converge a ¢,
o se acerca a f
(en simbolos,  lim a, =¥)

n—oo

si tiene la siguiente propiedad:

“Cualquiera sea el niimero real € > 0, hay un nimero
natural ng tal que, para n > ng, es |a, — {] < &”.

(1)

Ya que, inspirados en un ejemplo, dimos la definicién general de limite de una
sucesion, seria bueno ver que ese ejemplo se ajusta a la definicién.

Consideremos entonces nuevamente el ejemplo a,, = 1/n; afirmamos que, en el
sentido de la Definicién 3.2, es

lim — =0
n—oo n

Hay que probar entonces que esta sucesion tiene efectivamente la propiedad 1 .

Sea pues € un namero real positivo cualquiera. Tenemos que encontrar un natural
ng con la propiedad de que, si n > ng, sea \% —0] <e, osea \%| <e

Como 1/n es positivo, esta tltima desigualdad equivale a 1/n < €.

Aqui hacemos lo que serd el punto clave en los ejemplos: despejar n de esa
desigualdad. Por supuesto, eso es muy facil: resulta n > % . Cuando se llega a
despejar n, uno puede asegurarse de que el resto seguird bien. Tomamos como nyg
un nuimero natural cualquiera que cumpla ng > % (existe por Arquimedianidad
(;Porqué?)). Entonces, si n > ng

‘1_0|:|l|:l<i<i:€

n n n ng 1fe
Esto demuestra que la sucesién a,, = % satisface la propiedad 1 cuando ¢ = 0 y,
por lo tanto, lim,,_, % =0.

Veamos varios ejemplos mas que aclaren la Definicién 3.2 y su uso.

hasta aqui se realiza-
ron correcciones me-
nores y se activé la
referencia a la pro-
piedad



referencia agregada

6 RICARDO J. NORIEGA

Ejemplo 3.3. Consideremos la sucesién dada por a,, = n% Afirmamos que

Sea £ un ntumero real positivo cualquiera. Tenemos que encontrar un natural ng
con la propiedad de que, si n > ng, sea |- L0l <e. Como | —-0| = \7,2| = # la
desigualdad |—| < € es equivalente a la demgualdad 7 < E.

Nuevamente despejamos n de esta desigualdad: pasando de miembro resulta ser

% < n?, es decir n? > %, 0 sean > \/g Al llegar a este punto, como lo haremos

siempre, elegimos un nimero natural ng > \/g (con lo cual serd % < ¢). Entonces,
9]
sin > ng
—0l=]— | = — <¢
2
”0
lo que prueba lo aﬁrmado.

Ejemplo 3.4. Consideremos la sucesién dada por a,, = Afirmamos que

n2 4+n"

lim 5 =0
n—oo % +n

Sea ¢ > 0 arbitrario. Queremos encontrar un no € N tal que, si n > ny,
\ﬁ — 0] < e. Esta desigualdad es equivalente a n2 — < &, pero ahora despejar n
de la desigualdad se ha vuelto un poco més complicado.

En vista de ello, apelamos a la siguiente, y evidente, acotacién

1 1

n24+n n

y entonces, en lugar de despejar n de n271+n < ¢, lo despejamos de % < g, con lo que

resulta ser n > é Elegimos ahora un nimero natural ng > é (con lo cual % <e)
y todo va a andar bien. En efecto, si n > ng

1 1 1 1
s — 0=

n‘+n

lo que prueba lo afirmado.

Ejemplo 3.5. Consideremos la sucesién dada por a, =

1
im ——
n—oo 2n2 — 3n

1 .
nZ_3n Aﬁrmamos que

Sea € > 0 arbitrario y busquemos ng € N tal que, si n > ny, |2nzi 0] <e.

Desde luego, |5z — 0] = |53 5-|, pero para sacar las barras de médulo
de aqui, hay que tener un poco de cuidado. Para que sea positivo el término en
cuestién, debe ser 2n2 — 3n > 0, o sea 2n2 > 3n de donde, simplificando n, 2n > 3
0 sean > % Entonces todos los razonamientos que ahora vengan seran vélidos si
n > 3/2; como n es natural, eso es lo mismo que pedir n > 1. Por lo tanto, sea
cual sea el ng que elijamos al final del proceso, va a tener que ser mayor que 1.

Sigamos. Con esa precaucion, resulta ser |2n2£3n\ = 2n2£3n, y nuevamente

despejar n de |m| < € resulta complicado. Nos gustaria entonces hacer una
acotacion como la del Ejemplo 3.4, pero ya no es tan facil. Porque no es cierto que
355= < 705 (es mayor en reahdad) ni que 35— < 1-3n. El objetivo, desde
luego, es dejar en el denominador una sola poten(:la de n; para ello pensamos lo
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siguiente: si fuese 2n? > 4n, entonces seria 2n% — 3n > 4n — 3n = n, y por lo tanto

ﬁ_gn < % Pero que valga 2n? > 4n es equivalente a 2n > 4, o0 sea a n > 2.

Entonces, sea cual sea el ng que elijamos al final, va a tener que ser mayor que

2.
_ 1
2n2—3n

pejando n de % < g resulta n > % Guiados por los ejemplos anteriores, elegiriamos
ng > é, pero si recordamos que debe ser también mayor que 2, elegimos ng € N tal
que

Con esta precaucién (que incluye a la anterior), resulta ser: < % y des-

1
ng > max{2, -}
€

(el segundo miembro indica el mayor entre los niimeros 2 y é) Eligiendo ng de esa
manera, resulta ng > 2 y ademéas ng > % Ahora todo va a ir bien; si n >> ny,
sera, :

1 0\ - | 1
2n? — 3n  '2n2—3n

m(yaquen2n0>1)

1
< m(yaqnen2n0>2)
1 1 1
n no z
= ¢

y nuestra afirmacién queda demostrada.

. . <2 _ 1
Ejemplo 3.6. Consideremos la sucesién dada por a,, = P S s

Afirmamos que

=0

1
i
nlﬂrgon3—3n2+2n—4

Este ejemplo es muy similar en su tratamiento al anterior, asi que lo hacemos mas
brevemente. Observemos que para n > 4 es, multiplicando por n?, n3 > 4n? y por
lo tanto n® — 3n? +2n — 4 > 4n? —3n2 +2n — 4 =n? +2n — 4.
Por otra parte, n?2 +2n — 4 > 2n — 4 y despejar n de < € es facil (resulta
149
2

_1
2n—4
n> =<

= 5 +2). Entonces eligiendo ng € N tal que
> {4 ! +2}
ng > max{4, —
0 " 2

debe resultar la desigualdad buscada. En efecto, si n > ng

1 0‘—| 1
n3—3n?2+2n—4 n

n3—3n2+2n74|_

hasta aqui toneladas
de comas y puntos
separados de su an-
tecedente y pegados
al consecuente

ecuacion corregida
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(va que al ser n > 4, el denominador es > 0)

1 1

= <

n3—3n24+2n—4  4n?2 —3n24+2n—14
B 1 _ 1
T n242n—4 " 2n—4
N 1 _ 1
T 29 —4  2(3+2)—4
B 1
- 2

Z+4—-4

1

:1—:

/6 £

lo cual prueba nuestra afirmacién.

Ejemplo 3.7. A esta altura, el lector debe estar sospechando que todos los limites

. ., 2
valen 0. Consideremos la sucesiéon dada por a,, = % Afirmamos que

Con?42n+1
lim ————— =1
n—oonZ —3n — 2
Sea € > 0 un numero arbitrario. Es

on+ 3
n2 —3n—2

n2+2n+1
A N |
n2 —3n—2

n?+2n+1—(n?—3n-—2)
n?—3n—2

o

Queremos conseguir que esto sea menor que € tomando n grande. La idea que nos
va a guiar es dejar solamente potencias cuadradas de n en el denominador y n sin
elevar (o elevado a la 1) en el numerador, de manera que lo que obtengamos sea del
tipo é“;g = % (despejar n de % < € es fécil).

Primero trataremos de quitar las barras de médulo en el tercer miembro de la
ecuacién 2. Para eso observamos que el denominador es positivo, pues al estar n
elevado al cuadrado, es siempre mayor que 3n + 2 que son negativos. No hace falta
tomar n muy grande: sin >4, n?2—-3n—-2>4n—-3n—-2=n—-2>4-2=2>0,
luego, si al elegir ng tomamos la precaucién de que sea mayor que 4, podemos
olvidarnos de las barras de médulo.

Queremos dejar potencias cuadradas de n en el denominador; para ello observa-
mos que, para n grande, es n? —3n—2 > n? — %nQ — %n2, en efecto es —3n > —%n2
si y sélo si 3n < £n?, oseasiysdlosi9<n. Yes —2>—1n?siysdlosi6<n?
lo cual se consigue seguro si n > 3.

En definitiva, para n > 9 podemos decir que n? —3n—2 > n? — 3n2 — %n? Pero
entonces, al elegir ng, debemos tener la precaucion de que sea mayor que 9. En ese

caso quedaria

1

on + 3 on + 3 on + 3
n? —3n—2 n?—=3n—-2 " n2—1in2-in?
om+3  15m+9

%nQ - n2
15n+9n  24n 24
< - = =
n? n?2 n
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y despejar n de % < € es facil: sera n > %. Llegado a este punto, como elegimos
ng € (N) tal que:
24
ng > max{9, —}
€

(con lo cual serd ng > 9y ng > %) Sin > ng, entonces

n?+2n —1 5n 4 3
— -1 = _—
n? —3n—2 n? —3n—2
5 3
:#L(yaquenZno>9>4)
m+3 15n+9
<n2_%n2_%n2: 5 (vaque n > ng > 9)
15n+9n 24 24 24
=——=—< —< 5 =¢
n? n " ng %

g

que era lo que habiamos afirmado.

Observacion 3.8. En todos estos ejemplos, el lector habrd notado que, con la defini-
cién de limite, sélo podemos comprobar, hasta ahora, que determinado ntimero es
efectivamente el limite de cierta sucesion, pero que no tenemos manera de averiguar
cual es ese limite. Para ello debemos ver, lo haremos en el préximo paragrafo, en
algunas propiedades de la nocién de limite, propiedades que nos facilitaran poste-
riormente el calculo afectivo de dichos limites.

Observacion 3.9. En los cinco ejemplos que hemos dado, hay una mecdnica de
procedimientos que es oportuno resaltar aqui. En primer término, el procedimiento
acotacion, tan importante en el Andlisis Matematico que hay quienes dicen que
“hacer An4lisis es acotar”; acotar bien desde luego.

El caso tipico de acotacién es el que hemos visto: queremos mostrar que una
cierta expresién se puede hacer menor que €; para ello mostramos que esa expresién
es, a su vez, menor que otra, y que esta otra se puede hacer menor que € (con mayor
razén entonces la expresién original).

Acotar bien, es aqui, conseguir esta otra expresion de manera que sea mas facil
de ver que se puede hacer menor que ¢ (en el ejemplo 3.4, es mds facil ver que %
se puede hacer menor que ¢ que verlo directamente para ﬁ; en el ejemplo 3.7,
es mas facil ver que Q—f se puede hacer menor que € que verlo directamente para

2
n-42n+1
e 1], ete).

La pericia en la acotacién se consigue peleandose con los ejercicios (ahora vienen
algunos), tratando de imitar en ellos los ejemplos

Observacion 3.10. Se habra observado en los ejemplos que, una vez elegido el ng, la
cosa se vuelve mas o menos automatica, ya que hay que repetir acotaciones hechas
anteriormente. Eso hace que mucha gente, en la practica, considere terminado el
ejercicio con la eleccién de ng. Desde un punto de vista 16gico no es asi, a partir
de la eleccién del ng se demuestra, en realidad, que el limite es el nimero indicado.
Pero no se puede negar que la verdadera dificultad, en cada ejemplo, estriba en
llegar a la adecuada eleccion del ng, por lo cual la mencionada actitud no deja de
tener su fundamento (lo que viene después, insistimos, es mds o menos automético).

Ejercicio 3.11. Probar que la sucesion constante, a, = a para todo n € N, tiene
limite a.

referencia agregada
referencia agregada
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el ambiente “solu”
Solucion: Dado € > 0. Si tomamos a,, = a para todon € Ny ¢ = a; a la izquierda deberia ir afuera del
de la desigualdad |ay, — £| < € tenemos que |a, — ¢| = |a — a| = 0 que es menor que ambiente “ejer”
cualquier € positivo, para todo n € N, con n > 1, por lo tanto, el limite es ¢ = a.

Ejercicio 3.12. Probar que silim,, . a, = a, entonces lim,,_,« |a,| = |a| (usar
ejercicio 4.c del pardgrafo 1.12)

. Esta bien? Solucidn: Sea € > 0, buscamos un § > 0, tal que si 0 < |a, — a|] < §, entonces
llan|—|a|] < e, puesto que ||a, —|a|| < |a, —a| (desigualdad del tridngulo, podemos
escoger un § = ¢, entonces si 0 < |a, — a| < €, entonces ||a,| — |a|| < &, luego
limp—oolan| = |al.

en este ejercicio hay Ejercicio 3.13. Probar las siguientes afirmaciones:

que pensar como po- (i) limy, 0o ﬁ = 0 Solucién: cuando n — o0, /n — oo, por lo tanto ﬁ —0
ner las soluciones s\ 1 .
(ii) limy,— o m = 0 Soluciéon: Como n — oo, vn+1 — 00, como

un numero dividido por otro que tiende a infinito, tiende a 0, entonces

1
Trrvs 0
OtraDe la desigualdad \/n < v/n + 1 se obtiene que 2v/n < /n++v/n+1

de modo que

1 1
<
Vn+1l+yn o 2yn

pero

1
<s:>2f> =n>

Qf 422
de modo (gue)rlz)asta tomar ng(e) = [E]
(iii) lim L —
O
(iv) limp oo “52e— =0
(v) limy oo g =1 Solucmn S=(m)/r 4l A=
(Vl) hmn%oo 4212 - Z Solucién: 4212 = (i?)/(% -+ %) 45’»% — %
(vii) hgn’nbﬂoo —2tS =0 Solucién: 283 = (24 4 3)/(%; — 24 — 3
+ =0
1-0-0
oy s _ » B B )
(viii) h?%—n}o %23_7% = 0 Solucién: % = (S3r 4L (A _sn 4y,
+ =0
1-0—0
(ix) limp— oo 3"%# = 3 Solucién: %ﬁ” = (%24_% _ n%)/(%z+n%) _
34040 _ 3

1+0
2n%—3n4l _ 2 : <
(x) limy, oo 322+722f1 = % Solucién:

L) _, 2=0+40 _

2 2 P a2
B = (- B b

n? 3+0+0 — 3 , ) )
; 2 1 . _ 3 14
(xi) limp oo 372550 — = 3 Solucién: 50— = (I + )/ — 57 —
T 140 _ 1
nz) = 3905 = 3
i) 1 n = 0 Solucién: n _ n n3/2 1 0 =0
(xii) limp— oo w3231 olucion: 757 = (n3/2)/(n3/2 + n3/2) — 10 —
oy 1 2/34 1 L p2/34q n2/3 n3/4 4
(xiii) limp—oo Ta7zy = 0 Solucién: Tommy = (Tom + n3/4)/(n3/4 + =)

(7 + m2) /(L4 52) = 5 =0

2 4 5
snSani2n? — () Solucién:
n3+4+n3 45n n3+n3 +5n

n?/3 | 5 2 1 1 5 04040
A +i):(n7/3+n11/5+ 1/2)/(1+ 7/3+W_’11010:0

5 2 n4 :
3n3+n5+2n2 = (2 /34 n /5+2n /2)/(%;4_

n3

(xiv) limp— 00

n3 n3
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. on3/4ynl/2 coonB/4ppnl/2 op3/4 nl/2 34y
(xv) lim, e =—=7— = 2 Solucién: ="—7x = (B0 +200)/ (%)
241
27T, 240 _ 9 ) )
2 2 2 5 9
1) li n”~—3n [ LS n°—3n _(n®
(XVI) hmn—>oo n7/2—6n3+3n2—2n—1 3 SOluClOn. T 643 —an—1 — (7717/2

3n"/2\ 072 end 3n? 2n 1y _(_1 1 1
ni/2 )/(n7/2 T nT/2 + ni/2 T pi2 T n7/2) - (n3/2 - 3)/(1 T ni/2 + n3/2
o
ns/2 il 1-0+0-0-0
Ejercicio 3.14. Probar que:

lim (Vn+1—+n)=0

n—oo

Ejercicio 3.15. En el ejercicio 3.13, partes 1, 3 y 6, elegir un ng correspondiente
a:

1 1 2
e=— £=— £=——
10’ 100’ 1037
respectivamente
Ejercicio 3.16. (1) Sea (an)n>1 una sucesién convergente con limite £. Pro-
bar que si: (by)n>1 estd definida por b, = ant1 (o sea, ‘b1, ba,...”7 es

“as, as,...”) entonces:

lim b, =¢

n—oo
Solucién: Por la hipdtesis se tiene que Ve > 0, Ing(e) tal que Vn > ng vale
lan, — ¢| < e. Consideremos ahora la sucesion (bp)n>1 y sea € > 0 dado.
Como n > nyg = |a, — £| < € se tiene entonces que ¥Yn > ng: |b, — 4] =
lant1 —£| < ey, en consecuencia, { es el limite de la sucesion (by)p>1.

(ii) Mds generalmente, si p € (N), (an)n>1 €s convergente con limite £ y

(bn)n>1 estd definida por:

bp = anip
entonces:
lim b, =¢
n—oo
(iii) Si(an)n>1 es convergente con limite £ y definimos (by,)n > 1 de la siguiente
manera:
b1 = cualquier cosa
by = cualquier cosa
b, = cualquier cosa
by = ax para k > p
entonces
lim b, =¢
n—oo

(o sea, cambiar de cualquier forma los primeros p términos de una su-
cesion convergente, no cambia su convergencia ni el valor de su limite)
(Sugerencia: al elegir ng, tener la precaucion de que sea mayor que p).

Ejercicio 3.17. Probar que la sucesidn dada por a, = (—1)" no es convergente.
(Sugerencia: probar primero que no converge a ningin nimero c¢ distinto de 1 o de
—1 y después probar que no converge ni a1 ni a —1).
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3.2. Algunas propiedades del limite. Vamos a estudiar ahora algunas propieda-
des relacionadas con la nocién de limite, propiedades que nos resultaran de utilidad
en el calculo de limites. La primera de ellas es un tanto obvia: nos dice que una
sucesion convergente no puede tener dos limites distintos.

Proposicién 3.18. Sea (ay,)n>1 una sucesion tal que

lim a, =4

n—oo
Y
lim an = £2
n—oo
para ciertos numeros reales {1 y 2. Entonces:
b =1

Demostracion. La demostracion resultard como consecuencia del ejercicio 2b del
pardgrafo 1.9, que a su vez es una consecuencia de la Arquimedianidad (Proposicién
1.26) (;Porqué?).

Sea € un numero cualquiera mayor que cero. Por definicién de limite y por la
hipétesis de esta Proposicién existe ng € N tal que, sin > ng, entonces |a, —£1] < 5.
Anélogamente, existen ng € N tal que, si n > ng, entonces |a,, — f2| < 5.

Sea n un nimero natural cualquiera mayor que nj y que nj. Entonces:

|01 — Lo| = [l1 — an + an — Lo| <[l — an| + |an — lo| = |an — 1] + |a, — £2]
E € ”
<§+§:5(yaquen2n0yn2no)

En consecuencia, resulta que el ntimero ¢ —£s|, que es > 0, es menor que cualquier

numero positivo . Luego, por el mencionado ejercicio, debe ser |¢; — ¢o| = 0, de
donde ¢1 — 5 =0, o sea {1 = {s. [l

Hay otra demostracion de esta Proposicion que es mas ilustrativa: supongamos
que no es cierta la igualdad ¢; — £5. Entonces uno de los dos es menor que el otro,
digamos {1 < {5. Llamemos:

by — 1y
E =
2

Por definicién de limite, existe n{, € N tal que, para n > ng, es |a, — {1] < e.

Andlogamente, existe nj € N tal que, para n > n{, es |a, — l3| < e. Sean € N
tal que n > ny y n > ny. Entonces es |a, — {1| < &, 0 sea

—e<ap—t <e¢

de donde

lh—e<ap<fti+e
Como ¢ = 62561 resulta

by — ¥4 by — £

ly — 2 1<an<€1—|— 22 !

0 sea: oy .

1 — 42 1 2

n 3

Por otra parte, al ser |a, — 2| < € es
—e<ap—ly<e

o sea:
by —e<a, <ly+e
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FIGURA 2. Entornos de £1 y {5

y, recordando que € = %

by — 1 ly — ¢
52—2 1<an<52+221
de donde:
by + £ 30y — £
2+ 41 a, 2 1 (4)
2 2
Ahora bien, 3 y 4 son incompatibles: por 3 sabemos que, en particular a, <
Li+Lo

=522y por 4 que % < an. Estas desigualdades no pueden ser ambas ciertas,
con lo que llegamos a una contradicciéon. Nuestro punto de partida fue negar la
igualdad ¢; = #5, luego debe ser 1 = /5.

Para la siguiente propiedad, necesitamos primero una definicién: una sucesién
(@n)n>1 se dice acotada si existen nimeros reales My y Ms tales que My < a,, < Mo
para todo n € N (ver figura 3).

Por ejemplo, la sucesién dada por a,, = % es acotada, ya que 0 < % < 1 para todo
n € N. En cambio, la sucesién dada por a,, = n no es acotada, ya que cualquiera
sea My € R, existe n € N tal que My < n (Arquimedianidad).

Proposicion 3.19. Toda sucesion convergente es acotada.
Demostracion. Sea (a,)n>1 una sucesién convergente y sea ¢ su limite

lim a,, =/

n—oo
Esto significa, de acuerdo a la Definicién 3.2, que cualquiera sea ¢ > 0 existe
no € N tal que, para n > ng, es |a, — | < . Esta desigualdad es equivalente a:
—e<ay,—{<e,osea:
l—e<ap<fl+e
Como, por definiciéon de limite, esto vale para cualquier € > 0, entonces en
particular debe valer, por ejemplo, para ¢ = 1. Es decir, debe existir un ng € N tal
que, para n > ng:
f—1<a,</l+1

referencias

das

agrega-
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F1curaA 3. Intervalo [M;, Ms)

FIGURA 4. Intervalo [{ —¢,¢ + €]

Esto podria hacer pensar que ya tenemos el My y el My buscados (£ —1y £+1
respectivamente), pero hay que recordar que esa desigualdad vale solamente para
n > ng. De todas maneras, aquellos a, para los cuales puede no valer son, en

numero, finitos (ai,as,...,an,—1), con lo cual la situacién se remedia facilmente.
Sean:

H1 = min{al,ag, N .,ano_l} (1uego H1 S ai, H1 S az, ..., H1 S ano_l)

H2 = max{al,ag, .. .,ano_l} (luego aq S HQ, as S HQ, ceey Qpg—1 S HQ)

y sean:

My =min(¢ — 1, Hy) (luego My < /¢ —1, M; < Hy)
My = max(¢ + 1, Hs) (luego £+ 1 < Ma, Hy < M)

Entonces resulta M7 < a, < M, para todo n € N. En efecto, si n € N, o bien
es n < ng o bien es n > ng. En el primer caso serd a, < Hys < Ms, y en el segundo
caso, a, < f+ 1< M,; andlogamente resulta M; < a.,. O
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Como corolario inmediato, la sucesién dada por a, =n (o sea, 1,2,3,4,...,n,...)
no es convergente ya que como vimos antes, no es acotada.

La reciproca de esta Proposicién (que seria: toda sucesién acotada es convergen-
te) no es cierta.

Por ejemplo, la sucesion dada por a, = (—1)" (o sea, —1,1,—1,1,...) es clara-
mente acotada pero no es convergente.

La siguiente propiedad es muy sencilla de probar y resultard muy util mas ade-
lante

Proposicién 3.20. Sea (a,)n>1 una sucesion convergente con limite £

(i) Si € > b para un cierto b € R, entonces existe ng € N tal que, para n > ng,

es an, > b.
(ii) Si € < b para un cierto b € R, entonces existe ng € N tal que, para n > ng
esap <b
Demostracion. (i) Como lim, . a, = ¢, dado € > 0 se puede encontrar

ngp € N tal que, para n > ng, |a, —I| < e. Como esto vale para todo ¢ > 0,
en particular vale parae =/ —b

F1GUuRrA 5. Intervalo [b, 20 — b]

Luego existe ng € N tal que, para n > ng, |a, — 1] <1 —b, o sea
—(l-b)<ap,—L<l-D
de donde:
L—(l=b)<ap<l+(L=0D)
y por lo tanto:
b<a, <20 —b paran > ng

(ver la figura 5)
En particular, b < a,, para n > ng
(ii) Igual que 1, tomando € =b — £

he extirpado tonela-
das de ‘2’ y espacio
en blanco

notar el cambio aqui
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La reciproca de esta Proposicién (si a,, > b para todo n > ng, entonces £ > b,
etc.) no es cierta. Por ejemplo, la sucesién dada por a,, = % verifica a,, > 0 para
todo n, y sin embargo su limite no es mayor que 0 (es igual a 0). De todas formas
es casi cierta.

Corolario 3.21. Sea (an)n>1 una sucesion convergente con limite £.

(i) Sia, > b para todo n > ng, entonces £ > b
(ii) Si a, < b para todo n > ng, entonces £ < b

Demostracion. (i) Si no fuese ¢ > b, serfa £ < b. Luego, por 3.20, existirfa
un ny tal que, para n > nj, a, < b. Si nj = max(ng,ny), entonces para
n > ng resulta simultdneamente a,, > by a, < b, absurdo.
(ii) De la misma forma.
O

La siguiente propiedad es bastante obvia: si una sucesion esta metida entre dos
sucesiones que tienen el mismo limite, entonces dicha sucesién también tiene ese
limite. Con ma&s precisién:

Proposicién 3.22. Sean (ap)n>1 ¥ (bn)n>1 dos sucesiones convergentes con el
mismo limite { y sea (cp)n>1 una sucesion tal que:

an < ¢, <b, para todon € N
Entonces (cn)n>1 €s convergente y su limite también es L.

Demostracidn. Seae > 0 cualquiera; existe n(, € N tal que, paran > ny, |a,—I| < ¢,
y existe njy € N tal que, para n > ng, |b, — | < . Entonces, para n > ng =
max(ng,ng) valen las dos desigualdades.

Sea entonces n > ng. Sera

b—cp<l—ap<|l—ap|=la,— ¥ <e

en— < by — < |bp—l] <e

En definitiva es ¢,, — ¢ < ey £ — ¢, < € para n > ng. La desigualdad £ — ¢, < &
es equivalente a —e < ¢, — £. Luego, para n > ng

—e<c,—fl<e

o sea
len — 4 < e
U

Antes de enunciar y demostrar otras propiedades, consideraremos la siguiente
situacién: supongamos tener dos sucesiones (an)n>1 ¥ (bn)n>1. Para cadan € N
podemos sumar los términos correspondientes, a, y b,, y obtener asi a, + by;
esto nos da una nueva sucesién que serd (a, + bp)n>1. Andlogamente podemos
multiplicarlos y obtener otra sucesién (anbn)n>1, ¥ si b, # 0 para todo n € N,
podemos construir la sucesién (§*),>1.

Si las sucesiones (ay)n>1 ¥ (bn)n>1 son convergentes con limites ¢1 y {5 respecti-
vamente, queremos averiguar que sucederd con las tres sucesiones recién definidas:
si serdn convergentes y, en caso afirmativo, a que limite. Las respuestas, que ahora
pasamos a dar, resultan bastante naturales.
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Proposicién 3.23. Sean (an)n>1 ¥ (bn)n>1 Sucesiones convergentes. Entonces:

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—oo
Demostracion. Sean £ = lim,, .o ap, fo == lim,, . b, Sea € > 0 arbitrario; como
es
|an, + by — (61 + L) = |an — €1+ by — bo| < |ag, — 1] + |by — Lo ()

entonces para que resulte |a, 4b, — (1 +£2)| < ¢ bastarfa con que fuese |a, —{1| < §
¥ |bn — f2] < 5. 7’Podemos conseguir eso? Desde luego; la definicién de limite nos
dice que podemos hacer |a,, — ¢1] menor que cualquier niimero positivo con tal de
tomar n grande. Y § es un niimero positivo. Lo propio vale para |b,, — £3[; un poco
de precisién y terminamos la demostracién:

Por ser lim,, .o a, = £1, existe ny € N tal que, para n > ng, es |a, — £ < §

Por ser lim,, o0 @y, = {2, existe nj € N tal que, para n > ny, es |b, — £ < §.

Sea entonces ng = max(ng,ng). Sin > ng, serd n > nj y n > ng; luego
serd |a, — £1] < 5y |bn — £2| < 5. Por lo tanto, por la desigualdad 5 , serd
lan 4 by — (£1 + £2)| < § + § =€, y la proposicién queda probada. O

Para pasar al producto, hacemos primero una observacién: si (b,),>1 €s una
sucesién para la cual existe un numero M tal que |b,| < M para todo n € N,
entonces (b,),>1 es acotada; en efecto, es —M < b, < M para todo n € N.
Reciprocamente, si la sucesién es acotada, entonces existe el tal nimero M con esa
propiedad. Pues al ser acotada, existen ntimeros M; y M5 con la propiedad de que
My <b, < Ms. Sea M = max{| M|, |Ma|}; entonces

—M < —|M| < My <b, <My < |My| <M
(justificar cada desigualdad) o sea —M < b,, < M para todo n € N. Luego, el ser

(bn)n>1 acotada es equivalente a la existencia de un M € R tal que |b,,| < M para
todo n € N.

Proposicién 3.24. Sean (a,) (bn)n>1 sucesiones convergentes.

n>1Y
lim (apb,) = (lim a,)( lim b,)

Demostracion. Sean {1 = lim,, . an, lo = lim, . by, O

3.3. Limites infinitos.
Definicién 3.25. Se dice que una sucesién (ap)n>1 tiende a +oo, y se escribe

lim a, = +o0 (6)
n—oo
si, cualquiera que sea el nimero real M > 0, existe un ng € N tal que, para n > ng
es

a, > M (7)

Proposicién 3.26. Sea (an)n>1 una sucesion acotada y sea (by)n>1 una sucesion
tal que lim,,_, b, = c0. Entonces

(i) limy,— oo (an + by) = 00

aqui hay una errata
en el libro
aqui hay otra errata
en el libro

agregada la referen-
cia

justificar cada desi-
gualdad

MBF, =, los [/,
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(i) limy oo @2 =0

Proposicién 3.27. Sea (a,)n>1 una sucesion tal que existe ny, con la propiedad
de que |a,| > r > 0 para todo n > ng (v fijo) y sea (by)n>1 una sucesién tal que
lim,,_, o by, = 00. Entonces:

lim (apby,) = 0o

n—oo
Demostracion. Sea M > 0 arbitrario; como b, tiende a infinito, existe ng tal que,
para n > n{, vale que |b,| > % Si ng = max(ng,ny ), entonces para n > ng sera:

M
lanbn| = |an]|bn| > r—- = M
lo que prueba la proposicién. O

Si (ap)n>1 es convergente con limite a, entonces en particular es acotada y esta
en las condiciones de la proposicién 3.26. Si a # 0, entonces |a|] > 0 y, por la
proposicién 3.20, parte 1 y el ejercicio 3.12 del pardgrafo 3.1, (a,)n>1 estd en las
condiciones de la Proposicién 3.27. Luego valen las tres conclusiones establecidas
en esas dos proposiciones, lo cual se suele indicar de la siguiente manera:

a+ 00 =00
ajoo =0
aco =00 (sia#0)

Estas tres desigualdades son ficiles de recordar (porque son naturales), pero hay
que tener cuidado en recordar también lo que en realidad quieren decir: a4+ oo = oo
significa que si una sucesion tiene limite a y otra tiene limite oo, entonces la sucesién
suma tiene limite infinito; andlogamente para las otras dos. Teniendo en cuenta
estas precauciones, su uso estd permitido (y hasta recomendado)

Con las propiedades vistas hasta ahora, podemos comenzar a encarar el problema,
del célculo de limites. Hasta ahora lo que sabemos es demostrar que determinado
numero es efectivamente el limite de una cierta sucesién, pero si sélo nos dan la
sucesién, no sabemos como encontrar su limite (supuesto que exista).

Consideremos algunos de los ejemplos dados luego de la definicién 3.2 de limite.

La sucesion dada por a, = ﬁ tiene un limite que se calcula facilmente; es:

1
an: =

2n2 -3 9o2pn-— 32

n

3=

(dividiendo numerador y determinador por n)

Pero % tiene limite 0 3.26 parte ?77; analogamente _73 tiene limite 0. Entonces
2n? — % tiene limite oo por??. Luego a, tiene limite 0 por Proposicién 77 (es el
caso < = 0).

El ejemplo ?? la sucesién dada por a, = % también tiene un limite facil
de calcular. Dividiendo numerador y denominador por n? resulta:
n?+2n+1 1+2+ %
an = = 3 3
n?-3n—-2 1-3_- 32
n n
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Por Proposicién ??; 2, XL, =2 y 2 tienen limite 0. Ahora aplicamos las Pro-
' n? ne? n n

posiciones ?? y ?? para concluir que
+o2)  liml4lim2 4lim, 14040

—2Z) liml+lm=2+lim=F 14040

. lim(1 +
lim a, = v
n2 nZ

n—0o0 lim(1 —

3 w|3 v

Un error usual en que el alumno suele caer, al estudiar estos temas por primera
vez, es creer que es distinto calcular un limite que demostrar que el nimero que
resulte es efectivamente el limite de la sucesién dada. Nada de eso: en los dos
ejemplos que hemos visto recién hemos demostrado que el limite de ﬁ es 0y
(1+7+75)
(1-3-%)

n

hemos demostrado que el limite de es 1 (las demostraciones se apoyaron

en las Proposiciones 7?7, 77 y 3.26).

Ejercicio 3.28. Demostrar que si (an)n>1 €s una sucesion tal que |a,| > r > 0
para todo n € N (r fijo) y (bn)n>1 es tal que b, # 0 para todo n € N pero
lim,, .o by, = 0, entonces lim, . (a,/bn) = 00 (0 sea, § = 0o sia # 0 como regla
mnemotécnica)

Ejercicio 3.29. Probar las siguientes afirmaciones:

(1) (an)n>1 acotada, lim,,_.o by, = +00 = lim, oo (ayn + by) = +00

(ii) (an)n>1 acotada, lim,_,oo by, = —c0 = lim,, o0 (an + by) = +00
(iil) limp— o0 Gp, = 400, limy 00 by = 400 = limy o0 (an + bn) = +00
(iv) limy,— oo Gp = —00, limy 00 by = —00 = limy,—oo(an + by) = —00
(v) limy,— 00 @y = 400, limy 00 by = —00 = limy, o (apby,) = —00

Ejercicio 3.30. Mostrar, dando un contraejemplo en cada caso, que las afirmacio-
nes son falsas:
(i) limy— oo @, = 00, limy, oo by, = 00 = lim,—oo(an + by) = 0o Solucidn:
limy, o0 (an + bp) = limy, o0 (an) + limy,— 00 (by,) = 00 + 00 = 0
(i) limp—eo an = @, im0 by = 00 = lim,_o0(anb,) = oo Solucidn:
limy, o0 (@nby) = limy, o0 (ap). limy, 00 (by) = a.00 = 0o

hay que dar un con-
traejemplo

aqui

Ejercicio 3.31. (i) Probar que silim, b, =00 ya, > b .
. jemplo
entonces lim,,_, o a, = 00
(ii) Probar que si lim, o b, = —0c0 y a, < b, para todo n € N entonces
lim,, oo Gy, = —00
(iii) Probar que silim, o0 ayp, = a > 0 ylim, o b, = 00 entonces limy, o (anby) =
0
(iv) Probar que silim, o, a, = a < 0 ylim,,_, b, = 00 entonces lim,,_, (anby,) =
—00
Ejercicio 3.32. Calcular los siguientes limites:
6 1
(i) limp— oo 322467=1 Solucion: limy, o S05E6n=L — Jim,,_ oip a2 — 3040 _
N—00 2n2—6n—7 ’ N—00 2n2—6n—7 ~ n—oo g8 T 7 24040 T
3
2 6 1
S\ T 2n34+6n—1 ST 2n346n—1_ _ 1 Mt
(ii) limy,— o Tirrgns Solucion: limy, o 77505 = iMoo L =
n n
lim,, oo 21%2 =00
2 1
SN T 4n’42n+1 4n42n+1 . 4+2+-5 .
(i) limy, oo % Solucién: lim,,_, oo % = lim, 00 n-:-i% =1lim, o = =

n

0

también hay

para todo n € N que dar un contrae-
n
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Ejercicio 3.33. Sean f y g funciones polinomicas de grado h y k respectivamente
(ver pardgrafo 2.3). Para cada natural n estdn definidos f(n) y g(n).
Probar:

(i) limy oo 28 =0 si h < k

(i) limpy_oo £ =00 si h > k

g(n)
¢ Cuanto vale lim,, _, o % sith=k?

3.4. Algunos limites importantes. En el Pardgrafo 3.2, dadas dos sucesiones
(an)n>1 Y (bn)n>1, habfamos estudiado el comportamiento de las sucesiones (a, +
bn)n>1, (bn)n>1 ¥, si b, # 0 para todo n, (%)nzl Otra sucesién que podemos
considerar, si a,, > 0 para todon € N, es (a%ﬂ)nzl. Queremos llegar a probar que,
si a, tiene limite a > 0 y b, tiene limite b, entonces a’» tiene limite a®. Vamos a
tener que dar un largo rodeo para probar esto, cosa que empezaremos a hacer en
este pardgrafo (y terminamos de hacer en 3.7).

Nuestro primer resultado seria obvio si ya estuviese probada la mencionada pro-
piedad. Vamos a considerar la sucesién dada por a,, = ¥/a = aw. Como % — 0, si
esa propiedad fuese cierta, entonces el limite de aw deberfa ser a® = 1. Probamos
ese resultado directamente:

Lema 3.34. Sia es un numero real mayor que 0, entonces

lim {a=1

n—oo
Demostracion. Supongamos primero a > 1; recordemos la desigualdad de Bernoulli
(Proposicién 1.12) que dice que si h > —1, entonces para todo natural n vale:
(I+h)">1+nh

. 1 , . . ”»
Consideremos el caso h = a» — 1; como la raiz n-sima es siempre positiva,
entonces este h es mayor que —1, por lo cual resulta:

(1+ (a® —1))" > 1+n(aw —1)
o sea:
a>1+ n(a% -1
de donde podemos despejar

—1
a%—1<a

n
Como a > 1, entonces an > 1, luego aw —1 > 0. Entonces es

1
0O<an—1<?

n
La sucesién a la derecha tiende claramente a 0 y la sucesién de la izquierda es
constantemente 0, luego tambien tiende a 0. Entonces la sucesiéon con el mismo
limite, debe también tener ese limite (por Proposicién 3.22), es decir:
. 1
lim (a™ —1)=0
n—oo
1 1 ., . . .
Como a=» = (aw — 1) + 1 y la sucesién constantemente igual a 1 tiene limite 1,
entonces una aplicaciéon de la Proposicién 7?7 nos muestra que lima» =0+ 1= 1.
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1

Supongamos ahora a < 1 (y siempre a > 0). Entonces ; > 1, con lo cual

’\1/% — 1, 0 sea ”%/E — 1. Aplicando la Proposicién 7?7 concluimos que {/a = — nif
a

debe tender a % =1
Por dltimo, si a = 1 el Lema es trivial. O

Probamos ahora un resultado que no es tan natural como el anterior:

Proposicion 3.35.

lim ¢/n=1

n—oo

Demostracion. Aplicamos nuevamente la desigualdad de Bernoulli (si h > —1, (1+
h)™ > 1+ nh para todo n # N). Tomando h = n27 — 1 resulta:

(1+ (n2 —1))" > 1+ (n?7 — 1)

de donde: )
Vn>1+n(nz —1)

o0 sea )
1 — 1-—
nﬂ—lg\/ﬁ 1: Jn

n Vn

Aqui aplicamos la proposicion ?? (el miembro de la derecha tiende claramente a
0) para concluir que

lim (nﬁ -1)=0

de donde
1
lim (n2n) =1
Ahora bien, /n = ( %/n)? = (n27)2, luego /n debe tender, por la Proposicién
?7?,a (1)(1) = 1, lo cual prueba la Proposicién O

De acuerdo con esto y por 3.9, ¥/n? = ¢/n.n = /n/n = (/n)?y mis general-
mente V/nk = ({/n)* tiene limite 1. Es posible probar més todavia (ver ejercicio 2
de este paragrafo).

Estudiemos ahora la sucesién dada por a, = r" donde r es un numero real
cualquiera.

En primer término consideremos el caso r > 1; en ese caso serd = 1 + h con
h > 0 y por lo tanto, por la desigualdad de Bernoulli:

r"=(14+h)">1+nh

Es muy facil ver que lim,,_,o.(1 + nh) = +oo . Luego por el ejercicio 4.a del
paragrafo anterior lim,, ., r"™ = +00.

En segundo término, consideremos el caso r < —1. Aqui serd |r| = —r > 1,
luego lim, o |7|™ = +00, 0 sea lim, . [r"| = 400, de donde lim, o ™ = o0
(recordar definicién 77?).

En tercer término, consideremos el caso |r| < 1y r # 0. Entonces |r"| = W y
como 1/|r| > 1, el denominador tiende a +o0o. Luego |r"| tiende a 0, lo cual implica
inmediatamente, a partir de la Definicién 3.2 de limite, que lim, ., 7™ = 0.

Los casos r = 0 y r = 1 son triviales (tienen limites 0 y 1 respectivamente)
y el caso r = —1 corresponde a la sucesiéon —1,1,—1,1,..., que sabemos no es
convergente. En resumen:
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0 si|r| <1
. " +00 sir>1
lim »" = .
n—00 00 sir<-—1
no existe sir= -1
Ejercicio 3.36. (1) Sea (an)n>1 una sucesion acotada de términos positivos

y tal que existe r > 0 para el que a, > r para todo n € N. Probar que
lim,, oo Van = 1

(ii) Dar un ejemplo de una sucesion (a,)n>1 acotada de términos positivos
para la cual no sea cierto limy, oo /a, = 1.

Ejercicio 3.37. Probar
(i) limp—oo V02 +n =1;
(ii) limy,— o VN2 —n=1;
(iii) lim, oo V303 +2n2 +2n+1=1;
(iv) lim, oo /313 —4n2 +6n —3 = 1;
(v) limp oo ¥/ f(n) =1; si f es polinomial y el coeficiente de mayor grado es
positivo.

Ejercicio 3.38. Calcular
(1) lim, . /37 + 2;
(i) limy, oo V3™ —2;
(iil) limp,_ oo ¥/(1/2)™ + 3;
(iv) lim, o /3™ +27;
(v) limy, 0o ¥a™ + b (0 <a<b);

Ejercicio 3.39. (1) Sea (an)n>1 una sucesion de términos positivos tal que
limy, 00 aZII = 0, probar que lim,_,o {/a, = 0 (Sugerencia: dado e > 0
resultard 0 < an < an,e™ ™ para un cierto ng).

An41

(ii) Sea (an)n > 1 una sucesion de términos positivos tal que lim,, o, =2+ =
N

€ >0, probar que lim, .o {/an, = (. (Sugerencia: serd ({ — 3€)" "™ ay,, <
an < (L+ 3e)""™a,, para un cierto ng)
(iii) Aplicar los puntos 1 y 2 para calcular los siguientes limites:
(i) limy—oo ¥/n ;
(if) limp oo r";
(iii) lim ¥/n!;
(iv) limy,— e /37 4 27;
(v) limp oo Vam +0b7, (0<a<b);
Ejercicio 3.40. Sea (an)n>1 una sucesion convergente con limite a. Probar que:
(i) limy, o0 a? = 400 sia > 1
(i) lim, oo all = —00 sia < —1
(iii) limp oo apy =0 silal <1

Ejercicio 3.41. Sea (a,)n>1 una sucesion de términos positivos tales que lim,, oo ay, =
0. Probar que {a, : n € N} tiene un mdzimo.

An41

an

Ejercicio 3.42. Sea a, =2+ (—1)". Probar que lim,,_,o, /a, =1, pero que
no tiene limite (luego la reciproca del problema 4.b. no es cierta).
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Ejercicio 3.43. Sea (a,)n>1 una sucesidn tal que a, # 0 y lim,_ %
- n
|¢| < 1. Probar que lim,_ . a, = 0. Deducir nuevamente que lim,,_,o, ™ = 0 para
|r] < 1.

=/ con

3.5. Un criterio de convergencia.

Definicién 3.44. Una sucesién (a,,),>1 se dice creciente si es an4+1 > a,, para todo
n € N, y se dice decreciente si a,+1 < a, para todo n € N. En cualquiera de los
casos la sucesién se dice mondétona.

Si una sucesién (a,),>1 €s creciente, entonces cada vez que sea m > m serd
Gy, > Q. En efecto, si n > m, entonces n = m+p, con p € N. Luego a,, = @ppyp >
Amtp—1 2 Qmgp—2 = -+ - 2 Qg1 = Gy (Para evitar los puntos suspensivos en este
razonamiento, ver ejercicio 1 de este pardgrafo).

Andlogamente si (a,)n>1 es decreciente, entonces cada vez que sea n > m serd
an < a,,. En realidad seria méas apropiado decir que la sucesién es creciente si
ant+1 > apn, para todo n € N (pues entonces resultarfa que, a medida que crece n
crece ay ), pero la costumbre es reservar ese nombre para las que cumplen a,11 > a,
para todo n € N y llamar estrictamente crecientes a las que cumplen a,+1 > a,
para todo n € N.

Andlogamente, se las llama estrictamente decrecientes cuando cumplen a,,41 <
an para todo n € N. Desde luego que toda sucesion estrictamente creciente es
autométicamente creciente (an,41 > an, implica a,41 > a,) y toda sucesién estricta-
mente decreciente es autométicamente decreciente (a,+1 < a, implica (ap+1 < ay).

Lo bueno de las sucesiones mondétonas es que siempre tienen limite. Mas preci-
samente:

Proposicién 3.45. Sea (a,)n>1 una sucesion mondtona. Entonces:

(1) Si(an)a>1 es acotada, entonces (an)n>1 €s convergente.

(ii) S¢ (an)n>1 no es acotada, entonces lim, oo an, = 00. En caso de ser
creciente, lim, . a, = +00 y en caso de ser decreciente, lim, . a, =
—00
Demostracion. (i) Consideremos el conjunto

A={a,: neN} (8)

o sea, A es el conjunto de todos los valores que toma la sucesién. Como
esta es acotada, existird un ndmero real M tal que |a,| < M para todo
n € N. Esto significa que —M < a, < M, o sea, en términos de A, el
conjunto A es acotado superior e inferiormente.
Sabemos que la sucesiéon es monotona, lo cual significa que o bien es
crececiente o bien es decreciente. Veamos que en ambos casos tiene limite.
Sea (an)n>1 creciente, sabemos que existe

a=supA

(9)
Por la Proposicion 1.22, cualquiera sea € > 0 existe un elemento de A,
digamos an,, tal que a — € < a,,. Pero entonces, para n > ng:

G—e<ap, <ap,<a<a+e (10)

O sea

a—e<ap<a+te (11)
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en donde, siempre para n > ng
lan, —al <e (12)

lo cual prueba que: lim,,_, . a, = a.
Sea ahora (a,),>1 decreciente, sabemos que existe

a' =inf A (13)

Por ejercicio 4 del pardgrafo 1.8, cualquiera sea € > 0 existe un elemento
de A, digamos a,,, tal que a,; < a’ +e. Luego, para n > nj

a/—£<a’§an§an6<a'+5 (14)
0 sea
ad—e<ad+e (15)
de donde, siempre para n > ny
la, —a|] < e (16)

lo cual prueba, ya que ¢ era cualquiera, que lim,, ., a,, = a’

(ii) Supongamos ahora que la sucesién es creciente y no acotada. Al ser cre-
ciente la sucesién, entonces necesariamente estd acotada inferiormente (por
ejemplo, por aj, ya que es a1 < as < az < ...); luego, si la suponemos no
acotada, querra decir que no estd acotada superiormente. En otras pala-
bras, cualquiera sea el nimero M > 0, existird un término de la sucesién,

digamos an,, tal que a,, > M. Pero entonces, para n > ng
Qp > Qpy > M (17)

Recordando la definicién 3.25 vemos que esto significa que: lim,, . a,, =
+00.

Por tltimo, si (a,)n>1 es decreciente y no acotada, entonces (—ay)n>1
es creciente (al ser a, 41 < a, €s —an+1 > —a,) y no acotada. Luego, por
lo que acabamos de ver, lim, o (—a,) = +00 o sea, por Definicién ??
lim,,— o0 Gy, = —00.

O

Veamos un ejemplo de aplicacién de esta Proposicion. Consideremos la sucesién

V2,V2+V2,0/2+ V24 V2, ..., o sea, la sucesién definida inductivamente por:

{ ay = \/§
A1 =V2+a,

Afirmamos que esta sucesion es acotada. En efecto, es claramente 0 < a,, para
todo n € N y ademas es a, < 2 para todo n € N como lo prueba el siguiente
argumento, por induccién: es a; < 2, pues si fuese a; > 2 serfa v2 > 2 o sea
elevado al cuadrado, 2 > 4, absurdo; y supuesto a,, < 2, resulta a1 =2+ a, <

V2+2=+4=2
También es creciente; en efecto, si fuese a,+1 < a, para algin n € N, entonces

serfa /2 + a, < a, osea 2+a, < a2, de donde a2 —a,, —2 > 0; de aqui obtenemos,

por completacién de cuadrados, (a, — %)2 - i —2>0,0sea (a, — %)2 > %.
Luego |a, — %| > %, lo cual implica a, — % > % 6 a, — % < —%. La primera

desigualdad lleva a a,, > % + % = 2, que sabemos que no puede ser, y la segunda a

an < % — % = —1, que tampoco puede ser (era 0 < a,, < 2 para todo n € N).
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La proposicién 3.45 nos dice que existe £ = lim,,_,~, a,, pero en este caso pode-
mos saber algo mas que su mera existencia: podemos saber cuanto vale. En efecto,
si en la igualdad

n+1 =V2+an (18)
tomamos limite cuando n — oo, obtenemos:
lim api1 = lim V2 + ay (19)
n—oo n—oo

Al ser limy, o0 an, = £, es limy, . ant1 = £ (ejercicio 6.a. del pardgrafo 3.1), y
es limy, 00 V2 + an, = v2 + £ (ejercicio 5 del pardgrafo 3.2 y Proposicién 7?7 ). En

definitiva:
(=V2+¢ (20)
de donde
=241 (21)
0 sea
Z—0-2=0 (22)

De aqui se deduce (usando ejercicio 2.6 del pardgrafo 2.3) que £ =2 6 £ = —1.
El segundo caso no puede ser, ya que al ser a,, > 0 para todo n € N, debe ser ¢ > 0.
Luego:

lim a, =2

n—oo
Ejercicio 3.46. Sea (a,)n>1 una sucesion creciente. Probar que sin > m, entonces
an > an (Sugerencia: considerar P, =‘“a; +n > ay para todo k € N” y usar
induccion).

Ejercicio 3.47. Probar que la unica sucesion creciente y decreciente a la vez es la
sucesion constante.

Ejercicio 3.48. Para las siguientes sucesiones, decir cudles son crecientes, cudles
estrictamente crecientes, cudles decrecientes, y cudles acotadas:
(i) ap =
(i)
(iii) an = —=2—~;
n ntl—/n’
. 1 1 1
(iv) g+ s+ + 35

n_.
n+1’
— n!.
an — npn

Ejercicio 3.49. Probar que las siguientes sucesiones son convergentes, y calcular
su limite:

(1) a1 = \/g; Up41 = \/3+ Qp
(i) a1 =V5;  anp1 =V +F an;

3.6. El nimero e. Vamos a aplicar el resultado del pardgrafo anterior al estudio de
la convergencia de una sucesion particular. Consideramos la sucesién cuyo término
general es:
1
an,=(1+-=)"
(1+-)

Afirmamos que esta sucesion es acotada y estrictamente creciente.
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Observamos primero, que, por la férmula del binomio (Teorema 1.13), es:

_ ln_l n_n n lkn—k_

o=t 2 = G =3 ()t =
k=0
& n> 1 = n! 1 | n!
> ﬁ:Zl_lik:ij_l
pors <k; n pors Elln —k)!n = kln (n—k)!
Ahora bien, por definicién de factorial, n! = n(n —1)...32.1y (n — k)! =

(n—k)(n—k—1)...3.2.1. Luego debe ser:

n! Cnn—1)...(n—(k—1)n—k)n—k—1)...21

(n—k)! B (n—k)(n—k—-1)...2.1
=nn-1)...(n—(k—1))

con lo cual
n! :n(n—l)...(n—(k—l)):n(n—l)...(n—(k—l))
ak(n —k)! nk nn...n
:%”?”2?..”‘%‘” :(1_%)(1_%)...(1_’:1)

En definitiva:

| —

) (23)

n

an:(l—&—%)":i:

k=0

(1_%)...(1_

=

Con esto es facil ver que la sucesién es estrictamente creciente.

En efecto:
an—i_l_zz_:tli!(l_nil)(l_nil)'“(l_fz—&_-i)
kzi;)kl!(l_n—l&-l)'”( _7]z+1)+(n41—1)!(1_n—1|-1>"'( _%)
>§;(1_nil)...u_Z;ipgéu_i)u_i)...u_’“;1):@"

También con ayuda de 23 probamos ahora que la sucesién es acotada.

Es claro que es acotada inferiormente por 2, ya que a1 = 2y a1 < a, para
todo n € N (esto dltimo por ser estrictamente creciente). Para ver que es acotada
superiormente, notemos que todos los factores entre paréntesis en 23 son menores

que 1 (y mayores que cero). Luego:

"1 "1
k=0 k=1
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Pero k! =123...k=23...k>22...2=2% — 1 para todo k € N. Luego:

n n—1
1 1
n<1 =1 —

1I\n _ 1
=1+ (21)71 (ejercicio 5.b, de paragrafo 1.4)
I_
Ly 1
:1+£ﬁj4,:1+2u—45w)<1+21:3

2

ya sabemos entonces que la sucesién a, = (1 + 1)" es acotada y estrictamente
creciente. La proposiciéon 3.45 nos dice que entonces esa sucesién tiene limite.
Dicho limite se suele indicar con la letra e
1
e= lim (1+—=)"
n—oo n
y todo lo que podemos hasta ahora saber de él es que 2 < e < 3.
Este nimero es de gran importancia y va a aprecer repetidamente a lo largo de
este libro.

Nota 3.50. En la demostracion de la convergencia de la sucesion dada por a, =
1+ %)” hemos hecho uso de los puntos suspensivos. Mientras uno use puntos
suspensivos como notacién (por ejemplo, indicar Y ;_, a; como aj + as + ... +
an), nada hay que objetar. Pero cuando se usan en un razonamiento y dejan
de ser una notacién, entonces el razonamiento es, desde un punto de vista muy
formal, objetable. ;Por qué los hemos usado entonces? (por ejemplo, para ver
que (nfi'k), =nn-1)...(n — (k—1)) 6 que k! > 2¥ —1). Hay dos motivos
importantes: el primero es que las veces que los hemos usado, y las que los vamos
a usar, el razonamiento puede reemplazarse por un razonamiento inductivo (por
ejemplo, que k > 2¥ — 1 para k € N se prueba asi: para k = 1 vale la igualdad, y
si suponemos que k! > 2% — 1, entonces (k + 1)! = (k + 1).k! > 2.k! > 2.2F71 =
2k = 2(k_1)_1). Y el segundo es que el principio de induccién es una herramienta
potente para probar resultados. .. si sabemos previamente cudl es ese resultado. Es
decir, con induccién nomas no vamos a poder conjeturar un cierto resultado, sélo
podremos probar que es cierto una vez conjeturado. En cambio el uso de puntos
suspensivos puede permitir esas conjeturas. Hay un ejemplo elemental relacionado
con una conocida anécdota: cuando C.F.Gauss(1777-1855), el més famoso de los
matematicos de todas las épocas (se lo ha llamado el principe de las matemdticas;
no importa que usted no lo conozca, los mateméticos suelen no ser famosos), cuando
Gauss, deciamos, tenia 8 anos, su maestro, cansado de atender su clase, les dijo a
los alumnos que sumasen todos los nimeros del 1 al 100, confiado en tenerlos en
silencio una buena hora. A los pocos minutos, el nino Gauss le entrega un papel
con el resultado: 5050. Su razonamiento habia sido muy sencillo: para calcular
14+42+43+...498+99+ 100 observemos que 14 100 da 101, que 2+ 99 también da
101, 3498 también da 101, etc. Luego estamos sumando 101 cincuenta veces, con lo
cudl el resultado debera ser (50)(101) = 5050. Exactamente el mismo razonamiento
muestraque 1 +2+3+4+...+n= w Pero si estamos armados solamente con
el principio de induccién, esperaremos eternamente para sumar 1 +2 4+ ...+ n si
nadie conjetura (a la manera de Gauss) el resultado. Conclusién: hay que aprender
a ragonar con los puntos suspensivos; si quiere, el resultado que asi obtenga podra

debe interpretarse el
texto: errata
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referencia probarlo formalmente por induccién (Ver ejercicio 1 de este pardgrafo). De ahora
en adelante, entonces, usaremos varias veces este tipo de razonamientos, y el lector
(alumno o docente) muy escrupuloso podra convertir ese razonamiento un tanto
ambiguo, en uno inductivo, y por lo tanto, mas preciso.

Una vez sabido que lim,, (1 + %)” = e, se puede probar un resultado més

general: si(a,)n > 1 es una sucesion tal que lim, . a, = 00, entonces

lim (1 4+ )% — e
n—oo A,

Para probar esto necesitamos usar un nuevo concepto. Para cada a,,, llamaremos
parte entera de ay, e indicaremos |a, |, al mayor nimero entero m que verifique la
desigualdad m < a,; asi|2] =0, [2] =4, -] = —5, etc. (también se la llama
caracteristica de a, ). Observamos que la existencia de la parte entera de cualquier
numero es una consecuencia de la Propiedad de Completitud (pardgrafo 1.8) y que
resulta

lan] <an < |an]+1

De esta tltima doble desigualdad se deduce inmediatamente que si lim,, oo @, =
+00, entonces lim,, o | an | = +00, que silim,,_, o a, = —00, entonces lim,, . [an| =
—00.

Supongamos primero lim,, . a, = +00. A partir de un cierto nq, serd a, > 0;
luego 1 + i > 1 y entonces, siendo |a,| < a, < |an] + 1, serd por Proposicién
1.35:

1 ) lan]+1

LanJ

1 1
= Hleal 1 _~ \lanl < (1 ) < (]
) < ) < (1 ) < (e

O sea:

(1+

1 an i an = lan]+1
+7LanJ+1) <(1+an) <(1+LanJ) (24)

Estudiaremos los limites de las sucesiones que estan en los extremos de esta doble

desigualdad.

En primer término, observemos que es:

1
lan]| +1

(1

1

lan] — lan]+1 I e |

(1+ lan] +1

errata Como lim,, oo (1 + %)” = ¢, dado € > 0 existe ny tal que, si n > no
1
e—€<(1+g)"<e+€ (25)

y como lim(|a, ] + 1 = 400, existe ng tal que, si n > ns, entonces |a,| +1 > no.
Siendo |a, | + 1 un ntimero natural mayor que ng, serd por 25

1

) <ereGinzng

e—e<(1+

El € > 0 era cualquiera, luego lim,, (1 + Lan,lj+1)La"H1 =e.

Por otra parte, al tender |a, |+ 1 a 400, (1+ m)’l tiende a 17! = 1. En
definitiva, el primer miembro de 24, es (1+ ﬁ) lan] 41 = (14 ﬁ) Lan] (14 ﬁ) y
un razonamiento calcado del anterior prueba que su limite es e 1 = e. En definitiva,
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el primer y tercer miembro de 24 tienden al nimero e, luego lo mismo le debe
ocurrir a lo que estd en el medio (Proposicién 3.22)

1
lim (1+ —)% =e

n—oo an
Consideremos ahora el caso lim,_, a, = —0o0. Eso significa lim, . (—ay,) =
400 y entonces, llamando b,, = —a,
1 1 b, — 1 b b—nmn—-1+1
1 7(1":177717”: n 7bn: n bn: bn:
(14 o)™ = (L= ) = ()™ = (A = ()
1 b = (1 bal(q
(+bn—1) (+bn—1) (+bn—1)

y como b, —1 — 400, entonces (1 + ai)“" tiende a el = e.  Ahora el caso VP, OK—

mas general, lim,, . a,, = 0o, resulta facil combinando los dos precedentes:pues es MR, 62-65
lim,, 00 |an| = 00 y lim,—(—|a,|) = —oo y entonces, por lo que ya probamos,
dado € > 0 existen ny y no tales que

‘an‘
‘(H ) e

_‘“n‘
(1+ ﬁ) — e

Sea ng = max{nj,na} entonces para n > ng serd n > ny y n > ng, de donde

<€ paran >ng

< e paran > ng

1\
|(1+a) —e|l<e para m > ng

n

ya que a, es |a,| 6 —|a,| y en ambos casos vale la desigualdad.
Como ¢ > 0 era cualquiera, entonces

1\
n—oo aTL
br

En muchos casos de limites del tipo 1*° (o sea, a’* con a, — 1, b, — 00),
aparece el nimero e. Por ejemplo, consideremos la sucesién dada por:

ap =

(n +1 )3t
n -+ 2
Entonces resulta:

B n+ 2_1 3n+2 B . 1 3n+2 B

n = n 4+ 2 N n -+ 2 B
e 1 3(n+2-2)+2 e 1 3(n+2)—4 B
n n—+ 2 N n—+2 N

= {(1 - n—1&—2)m+2)] -~ [1 - i 2} B

y aplicando los resultados anteriores: no se usan los big et
lim a, =e 217 =¢"3 al.
n—oo

Ejercicio 3.51. (i) Probar que WLW <1 para todon e NykeN, 1<

k <n. (Induccién)
(ii) Probar que #'k)' = Hi:ol (n —1i). (Induccidn)
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(iii) Usar 2 para probar que WLIC) = H;:ll(l — L) (sin Induccion; probar
previamente, por Induccidn, que [];-y a;/ [T b =1~ (&) ).

Ejercicio 3.52. Hallar los limites de las sucesiones dadas por:

(i) ap = (1-5)"

omi1 3n—2
(iii) a, = <2n+3)

(iv) a, = (‘;Lﬁ

(V) ap = ein )
(vi) a, = (1 — %)"

.. 1 4n+1
(vii) a, = (1 + %) )
(viti) a, = (1+ 2221)

(ix) a, = (1 + %)bn

3.7. La funcidén logaritmo. Consideremos la sucesiéon f: R — R dada por:
flx) =e”

Observemos que, como toda potencia de exponente real, e* es mayor que cero
cualquiera sea x € R. Por lo tanto podemos indicar esta funciéon como: f: R — Rsq

Proposicién 3.53. La funcion f: R — R dada por f(x) = €* es biyectiva.

Demostracion. Veamos primero que es inyectiva. Como e > 1, entonces si x # 2’
digamos = < z’, entonces la proposicén 1.35 nos dice que e* < e, luego flx) <
f(@"), lo cual prueba la inyectividad. Para ver que es suryectiva, tomemos un y
cualquiera en R+, es decir y > 0. Consideremos el conjunto

A={zeR:e* <y}

Este conjunto estd acotado superiormente. En efecto, sea n € N tal que y < n.
Siz > n, entonces e >e" >2"=(1+1)">14+nl=n+1>y, luego e* >y, es
decir x ¢ A. Esto prueba que el n elegido es cota superior de A.

Este conjunto es también no vacio. Para probarlo, notemos que siendo e > 1 es
lim, o €" = oo. Luego lim,_,, e~ "™ = 0, lo cual implica que dado € > 0, existe
no tal que, si n > ng, |e”"| < e. Tomemos € = y, y sea ng el correspondiente a
este valor de . Entonces, en particular, e™™ < y, lo cual significa que —ng € A y
entonces A # (). Siendo A acotado superiormente y no vacio, existe

s=supA

Probamos ahora que e® =y, lo cual prueba la suryectividad de f ya que y > 0 era
cualquiera. Supongamos e® # y; caben entonces dos alternativas: e® < y 6 e® > y.
Descartémoslas: Si fuese e® < y llamando € = y — e® resulta ¢ > 0. Por lema 1.33,
existen ndmeros racionales r y 7’ tales que r < s < 7’ y ademds e” —e" <e. En
particular:

’
e —ef<e —ef<e=y—¢€°

O sea:

’
e’ —ef <y—é€°
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de donde deducimos e” < y. Pero esto implica que ' € A; esto no puede ser ya
que s es el supremo de A, y en particular, es cota superior de A (con lo cual, al ser
r’ € A, deberfa ser ' < s, lo que no es asf).

Si fuese e® > y, sea € = e* —y > 0. Usando nuevamente el lema 1.33, obtenemos
r, r’ racionales tales que r < x <7’y ¢” —¢" < e. Entonces:

ef—e"<e" —ef <e=e"—y
o sea:
ef—e <e’—y
de donde deducimos —e" < —y, o sea ¢” > y. Luego e” > e” para todo = € A; eso
implica que r > x para todo x € A (si fuese r < x serfa " < e® por 1.35), o sea r
es cota superior de A. Eso no puede ser porque al ser s el supremo de A, entonces

s es la menor cota superior (y entonces seria s < r, lo que no es asi). Luego debe
ser e° = y, con lo cual f es biyectiva. (Il

Al ser f biyectiva, tiene una inversa f~!. Esta inversa tiene la importancia
suficiente como para merecer un nombre:

Definicién 3.54. Si f: R — Ryq es la funcién dada por f(z) = €%, entonces su
inversa se denomina funcién logaritmo y se indica como log: R<g — R. Esto define,
para cada x > 0, un numero real log x caracterizado por la propiedad:

logr=y&e’=x
Dicho nimero, logx = log, x, se llama logaritmo natural de x.

Las proposiciones 1.42 y 1.43 tienen como consecuencias inmediatas dos propie-
dades de los logaritmos naturales:

Proposicién 3.55. (i) Siz, y son numeros reales mayores que cero, entonces
log(zy) =logx + logy
(ii) Si z es un nidmero real mayor que cero y siy € R es cualquiera:
logz¥ = ylogx

Demostracion. (i) Es elogztlosy — elogzelosy — gy Juego, por definicién de
logaritmos, log(zy) = log x + log y.
(i) Es evlos® = (elogw)y = z¥; luego, por definiciéon de logaritmos, logz¥ =
ylogz.
|

Ejercicio 3.56. Probar que si a € R, 0 < a # 1, entonces la funcion f: R — Ryg
dada por f(x) = a® es biyectiva (si a > 1, copiarse sin pudor la 3.53 poniendo a
donde aparezca e, si 0 < a < 1, usar que % > 1 y la cabeza).

Ejercicio 3.57. Indicando porlog,: Rso — R la inversa de f(x) = a® probar que:
(i) log,(zy) = log, x +log, y para x,y € Ro
(ii) log,(x¥) = ylog, x para © € Ryp, y € R
i) a® = e*18% parg x € R
) log, z = }zizi para x € Rsg yx # 1, y € Ryg
(v) Si0 <z <y, entonces log, x <log,y sia>1 (Usar 1.35)
) Si0 <z <y, entonces log, x >log,y si0<a<1 (Usar 1.39)

= €
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Ejercicio 3.58. Sean a, b numeros reales mayores que cero. Probar que cualquiera
sea x € R es:

(ab)* = a*b*
(3)" =4
b be

(calcular log(ab)*® y usar el hecho de que la funcidn log es inyectiva por el 5)

3.8. Otras propiedades del limite. Consideremos ahora una sucesion (a,)n>1
de términos positivos y que tenga limite positivo a. Podemos considerar la sucesién
(log an)n>1 y también el logaritmo natural del limite, loga. Ambas cosas son la
misma:

Proposicién 3.59. Sea (an)n>1 una sucesion de términos positivos con limite
también positivo:
a= lim (loga,) >0

n—oo

FEntonces:
a = lim (loga,) =loga

Demostracion. Seae > 0 cualquiera. Como lim,, .o a, = a, entonces lim,, ., “*
1 por ?2?. Alser ¢ > 0 es e > e = 1, luego, por 1, existe n; € N tal que, para
n > np, es %= < e°. Andlogamente, como e~ = e% < 1, por 2 existe ny tal que,

para n > ng, es %= > e~ . Si ng = max(ny,n — 2) entonces para n > ng, vale que:

e < n < e
a

Por 6 del pardgrafo anterior:

loge™ < log %L < loge®
o sea, por propiedades del logaritmo:

—e <loga, —loga < ¢
que equivale a: que equivale a

|[loga, —logal <e (paran > ng)

Como & > 0 era cualquiera, Como € > 0 era cualquiera, esto prueba que lim,,_, 1, log a,) =
loga O

Probamos ahora una desigualdad que enseguida usaremos:
Lema 3.60. Sea a un nidmero real mayor que 1. Entonces para todo x € R es
la® — 1| < al*l —1
Demostracién. Si x > 0, entonces a® > a” = 1 y entonces
la® —1]=a"—1=dal"l -1
Si x < 0, entonces —z > 0 y por lo tanto: (I

Ahora probamos un resultado que quedara incluido en la Proposiciéon més general
que se probara después.

Lema 3.61 (Provisorio). Si a es un nimero real mayor que cero y (by)n > 1 es
una sucesion convergente con limite b, entonces

lim o’ = a’

n—oo
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Demostracion. Supongamos primero a > 1 entonces:
’abn _ ab| _ |abn7b+b _ ab|

_ |abn7bab _ ab|

= |(ab"*b -1)- ab|

= |a~] |a”| (Por lema 3.60)

< (=t —1)a®

Ahora bien, cualquiera sea k € N, existe ng tal que, para n > ng
1
|bn, — b| < Z
Luego:
|abn _ ab| < (a‘bn*b‘ —1)a®
(a% —1)ab

a —

<
Ly
< (Por lema ?7)

Sea € > 0y sea k € N tal que:
(a—1)a®
€

k>

Entonces resulta para n > ng:

b, b a—1 , a—1
a'—a’< A a<(a_1)ab=€
g

; b b
y como ¢ > 0 era cualquiera, resulta que a,, — a
1

Sia =1, el Lema es trivial. Si 0 < a < 1, entonces ; > 1y por lo recién
. brn
demostrado, lim,, (%) = (%) .
Luego, por la proposicién 77

lim o’ = lim 3
n— 00 n— 00 (l) n

a

1

lo cual termina de probar el lema. O
Ahora si podemos probar nuestro resultado al final:

Proposicién 3.62. Sea (an)n > 1 una sucesion de términos positivos con limite
a >0y sea (by)n > 1 una sucesion con limite b. Entonces

lim a%” =a°
n—oo
Demostracion. Por ejercicio 2¢) del parrafo anterior: colocar la referencia
alr)L" — elog abn — eb" log an
Llamando ¢, = b, loga,, resulta, por 3.9 y 3.23 colocar las referen-

cias
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lim ¢, = lim b, lim loga, = bloga

n—oo n—oo n—oo

Entonces, por el lema Provisorio 3.61

lim eb" logan _ eb loga __ elog a® _ Clb
n—oo
0 sea:
lim afl" =ab
n—oo
que era lo que querfamos demostrar. ([l

Ejercicio 3.63. Calcular los limites de las sucesiones dadas por:

(i)
o2 +3n—1\>"
an = c5—7——
3n?2 —6n+1

3n + 4\ (VP HI-V7)
(2n + 5)

logn
n

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05 (log n)/in

0 200 400 600 800 1000

FIGURA 6. Se representa la sucesién °8™ en el dominio indicado

en el grafico. Se observa que la sucesion se acerca al origen.

Solucion: El ejercicio puede resolverse utilizando diversos argumentos. Uno de ellos
es observar que y/n > logn (Vn € N). Ver las figuras 6 y 7. Entonces:

logn +/n 1 0
_— = — =

< =
n n vn

Otra posibilidad es notar que {/n — 1.
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10 — 100, _ 1000 -
8 _ 80| - 800) -
/’/ g /’, ,//, -
5 ) ol 7 mR) 600 P
mw2)
4 0 400
logn

2 20 200 /

logn log n
0 o % 2 4 6 8 10

0 20 40 60 80 100 0 2000 4000 6000 8000 10000 x1es
1<n<100 le2 <n < led led < n < leb6

038 05 01

04 0.08

(log n)/(n"(1/2))

0.3 0.06

0.2) 0.04]
(log n)/(n"(1/2)) (log n)/(n"(1/2))

0.02
0.1
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0 20 40 60 80 100 0 2000 4000 6000 8000 10000 x1e5

1<n<100 le2 <n < led led < n < 1eb

FIGURA 7. En la primera fila se representan logn y /n y en la
segunda lc\’%l para los dominios indicados. La sucesion tiende a

cero.

Ejercicio 3.64 (Adicional). sQué puede afirmarse, a la luz del ejercicio 77, res-
pecto de la sucesion
logn

n4
para q > 0%

Ejercicio 3.65. Probar que si a > 0, entonces

lim n({/a—1)=loga

n—oo
(Usar ejercicio 2j. de 3.6) referencia,
tar
Ejercicio 3.66. Probar que si a, > 0 para todon € N y lim,,_,, a, = 0, entonces
lim loga, = —c
n—oo

Ejercicio 3.67. Probar que si lim,, .. a, = 400, entonces lim,_,, loga, = +o0

Ejercicio 3.68. Probar que si lim, .. G, = +00 y lim, .o b, = b > 0, entonces
lim,, oo af{b =400

Ejercicio 3.69. Probar que si lim, ..o a, =a > 1 y lim, .. b, = +00, entonces

lim,, oo afl" =400

comple-
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3.9. Teoremas de encaje de intervalos y de Bolzano-Weierstrass. Vamos a
demostrar un teorema del cual haremos repetido uso en el resto del libro. Primero
daremos una definicién:

Definiciéon 3.70. Un encaje de intervalos es una sucesién de intervalos cerrados
I, = [an, by] con a, < b, tal que

LODLD>...D>I1,D...

o sea tal que se verifican las siguientes condiciones:

(i)
(i)

a; <az < <ap...

by >by>...>0b,...
Llamaremos longitud del intervalo [a,, b,] al nimero b,, — a,

Teorema 3.71 (De encaje de intervalos). Sea (I,)n<1 un encaje de intervalos tal
que la longitud de I, tiende a cero cuando n — oo
Eziste entonces un unico x € R que pertenece a todos esos intervalos:

o0

m I, = {z}

n=1
Demostracion. Ya sabemos que a,, < b, para todo n € N por definicién de encaje
de intervalos. Probamos algo més: dados k,j € N, entonces es

akgbj

Para ello sea n un natural cualquiera mayor que k£ y que j. Entonces es a < a,
por la condicién i), a, < by, segin dijimos y b, < b; por la condicién ii). Por
transitividad resulta aj < b; cualesquiera sean k y j en N.

De esta manera, la sucesién (a,),>1 estd acotada superiormente por cualquier
b;; por ejemplo, por b;. Como la condicién i) dice que esta sucesién es creciente,
concluimos por Proposicion 3.45 que existe

a= lim a,
n—oo

Anélogamente, la sucesién (by,),>1 estd acotada inferiormente por cualquier ay;
por ejemplo por a;. Como la condicién ii) dice que esta sucesién es decreciente,
entonces también por 3.45 existe

b= lim b,
n—oo

Como a = sup{a,: n € N} (mirar la demostracién 3.45), a > a, para todo
n € N; andlogamente como b = inf{b,: n € N}, b < b,, para todo n € N. Ademas,
como cada ay, es cota inferior del conjunto de los b;, entonces ay < b, ya que b es
la mayor cota inferior. Pero esta ultima desigualdad, valida para todo k € N, dice
que b es cota superior del conjunto de los ay.

Luego a < b, ya que a es la menor cota superior. En definitiva resulta:

0<b—a<b,—a<b, —ayparatodon e N (26)

Como lim,,_, (b, — a,) = 0, dado € > 0 existe ng € N tal que b,, — a,, < € para
n > ng. En particular:
0<b—a<by, —an, <€



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 37

o sea:
0<b—a<ce
Como esto vale para todo ¢ > 0, entonces (Ejercicio 2.b. del parrafo 1.9) resulta
b—a=0o0seaa=0.
Sea entonces x = a = b; las desigualdades a > a, y b < b, para todo n € N
prueban que z € [ay, b,] para todo n € N, o sea:

o0
T e U 1,
n=1
Supongamos que z’ € U;:O:l I,,. Entonces si z > 2’ resulta:

0<z—2'<b,—2 <b, —a,
para todo n € N. Dado ¢ > 0 elegimos ng de modo que b, —a, < cparan >ngy
entonces en particular:
0<z—12'<by, —an, <¢
o0 sea:
0<z—-2'<e
Como esto vale cualquiera, sea € > 0, entonces nuevamente resulta:
r=ua.

lo cual prueba que la intersecciéon de todos los I,, se reduce a un punto. O

Para dar la primera aplicacién de este teorema, vamos a definir un nuevo con-
cepto. Si tenemos una sucesién (a,),>1, una subsucesién de ella consiste en elegir
algunos de los a,, y formar asi una nueva sucesién. Mds precisamente, una subsu-
cesién de (an)n>1 €s una sucesién de la forma:

Gy Ongy Qngs v vy Qpypy e - -

de manera que:
n<ng<ng<<...<nNg...
Asipor ejemplo, asg, ay, ag, - - ., Aoy, - . . €8 una subsucesion, ay, as, as, - . ., A2, 1, - - -
es otra.
Si recordamos la Definicién 77 de sucesién como una funcién a : N — R, entonces
podemos dar una definicién més precisa del concepto de subsucesion:

Definicién 3.72. Sea a : N — R una sucesién e indiquemos a, = a(n). Una
subsucesién de a es la composicién

aon:N—R (27)

de a con una funcién estrictamente creciente n: N — N. Indicaremos ny = n(k) y
entonces ay,, = Gn(y) = aon(k).

Hemos visto antes (proposicién ?7?) que toda sucesién convergente es acotada.
La reciproca de esta proposicién no es cierta, una sucesién acotada puede no ser
convergente (Ejemplo: a,, = (—1)™). Pero hay algo importante que podemos decir
respecto a la convergencia de las sucesiones acotadas:

Teorema 3.73 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada contiene una subsu-
cesion convergente.
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Demostracion. Sea (ap)p,>1 una sucesién acotada. Eso significa que existe un
numero real M > 0 tal que |a,| < M para todo n € N, o sea:

—M < a, <M paratodon € N (28)

Entonces todos los términos de la sucesién estdn dentro del intervalo cerrado
[-M, M]. Consideremos el punto medio de [—M, M], o sea el 0, y los dos in-
tervalos cerrados [—M, 0] y [0, M]. Entonces ocurre una de estas dos alternativas:
o hay infinitos valores de n para los cuales a,, € [-M,0] o hay infinitos valores de
n para los cuales a, € [0, M] (si no fuese asi, habria sélo una cantidad finita de
valores de n para los cuales a,, € [—M, M], contra lo supuesto).

En el primer caso, llamemos I; a [—M, 0] y en el segundo llamemos I; = [0, M];
si se dan las dos alternativas (por ejemplo, si la sucesién original fuese (—1)"/n,
entonces elegimos el intervalo de la izquierda Iy = [— M, 0]. Sea cual sea, llamemos
Il = [bl, Cl].

Ahora repetimos el procedimiento con I;: consideremos el punto medio de Iy, o
sea 11y los dos intervalos cerrados [by, 2E41] y [%3€1 ¢;]. Entonces ocurre una
de estas dos alternativas: o hay infinitos valores de n para los cuales a,, € [by, bl%]
o hay infinitos valores de n para los cuales a,, € [blgcl ,c1] (si no fuese asi, habria
s6lo una cantidad finita de valores de n para los cuales a,, € [b1,c1] = I, contra la
forma en que hemos elegido 7).

En el primer caso llamamos I a [b,

[bl +c1
2

quierda, Iy = [by, bl%] Sea cual sea; llamemos I = [ba, ca].

Entonces por construccién resulta [—-M, M| D I; D Iy y ademds la longitud de
I es M y la de I es M /2. Si reiteramos este procedimiento (dividiendo I por el
punto medio, etc.), obtendremos una sucesién de intervalos cerrados I,, = [by,, ¢;]
tales que

bl%] y en el segundo llamemos I a

,c1]; si se dan las dos alternativas, entonces elegimos el intervalo de la iz-

[-M,M]>5LD>L>...01,D...

y tales que la longitud de I,, es M /2"~ 1. Como M es fijo, entonces la longitud de I,,
tiende a 0 cuando n — oco. Entonces la sucesién (I,,),>1 es un encaje de intervalos
que esta en las condiciones en las cuales vale el teorema 3.71. Luego existe un tinico

x € R tal que:
o0
T E ﬂ 1,
n=1

Este x nos va a dar el limite buscado, pero todavia falta elegir la subsucesién. Para
ello hacemos lo siguiente: como hay infinitos valores de n para los cuales a,, € I3,
elegimos uno cualquiera de ellos y lo indicamos ny (por ejemplo, elegimos nq, como
el menor n tal que a,, € I1). Entonces es a,, € I;. Ahora bien, como hay infinitos
valores de n para los cuales a,, € I, entonces seguramente hay valores de n mayores
que ny que verifican a, € Is. Elegimos uno cualquiera de ellos y lo indicamos ns
(por ejemplo, elegimos ny como el menor n que verifica las condiciones a,, € o y
ny < n). Entonces es a,, € Iy y n; < na. Reiterando el procedimiento (como
hay infinitos valores de n para los cuales a,, € I3, etc.), obtenemos una sucesién
ny <ng <mng...<mng <...denimeros naturales (y por lo tanto una subsucesién
GpyyGnygy .-y 0n, - . de la original) de manera que a,, € I para todo k € N.
Afirmamos que es:

lim ap, ==«
c— OO

he realizado innu-
merables correccio-
nes de esta parte
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Para probarlo, dado € > 0 sea ng € N tal que, para n > ng, ¢, —b,, < € (recordar
que ¢, — b, = M/2"1 — 0). Entonces si k > ng resulta:

On, —T < cp—bp <e

(ya que an, € [bk,ck] por construccién y x pertenece a todos los [by, ¢,], en parti-
cular x € [bg, ¢]) v ademds

Gnp — 2> by —2x>by —cp > —¢
o sea, en definitiva: —e < a,, — = < € para k > nyg, es decir:
|an, — x| < e para k > ng
lo cual prueba la afirmacion hecha. (Il
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Observacion 3.74. Los “etc” que aparecen en la demostracion del Teorema de
Bolzano-Weierstrass pueden hacer pensar al lector que debe haber razonamiento
inductivo escondido detras de ellos. En efecto, asi ocurre: la definicién de todos los
I,, debe hacerse por induccién (supuesto definido I,,, partimos por el punto medio
y nos quedamos con aquel que contenga términos a, para infinitos valores de n,
llaméndolo I,,41) y lo propio ocurre con la definicién de los ny.De ahora en adelante
nos permitiremos estos “etc” en la confianza de que el lector ha captado la idea
de que es facil transformarlos en un razonamiento inductivo pero que ya no vale
la pena hacerlo (porque ya le debe resultar automético hacerlo; no era asi en el
Capitulo 1).

Observacion 3.75. En el paragrafo 1.8 hemos hablado sobre le representacién de R
en la recta y, aunque mencionamos la ayuda que puede prestar, pusimos el énfasis
en el hecho de que dicha representacién no iba a ser usada en ninguna demostracién.
Hasta ahora hemos cumplido, pero queremos trasladar el énfasis. La demostracién
hecha del Teorema de Bolzano-Weierstrass sélo se basa, en tultima instancia, en
las propiedades basicas de los niimeros reales listadas en el Capitulo 1. Pero el
lector puede darse cuenta de que para comprender dicha demostracién estuvo todo
el tiempo pensando en los niimeros reales como en los puntos de una recta, y la
imagen que le quedo de la idea central de la demostracién es totalmente geométrica.

Ya se empieza a ver, entonces, que el papel auxiliar de los dibujos no es un “mero”
papel auxiliar. De esto se convencera definitivamente en los préximos capitulos.
Ejercicio 3.76. Sib, = 12+22+n—3+(”71)2 YCp = 12+227++"2 e I, = [bn, cn], probar
que (In)n>1 es un encaje de intervalos cuyas longitudes tienden a cero. Hallar la
interseccion de todos ellos.

Ejercicio 3.77. (i) Dar un ejemplo de un encaje de intervalos tal que la in-
terseccion de todos ellos contenga mds de un punto.
(ii) Probar que la interseccion de todos los intervalos cerrados de un encaje de
intervalos cualquiera es un intervalo cerrado (copiarse la demostracidn de
3.71 para determinar a y b; el intervalo en cuestion es [a,b])
(iii) Dar un ejemplo de una sucesion (I,)n>1 de intervalos abiertos tales que
LiviCLyyque(o In="0

Ejercicio 3.78. Utilizando el Teorema de encaje de intervalos como hipdtesis,
probar la Propiedad de Completitud ( A acotado superiormente, A # ) = existe el
supremo de A).

no se enfatiza con
entorno matematico
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3.10. Sucesiones de Cauchy. Antes de entrar en tema, probamos un resultado
sobre subsucesiones.

Proposicién 3.79. Una sucesion (an)n>1 €s convergente con limite a si y sélo si
toda subsucesion de (an)n>1 €s convergente con limite a.

Demostracion. Supongamos primero que lim, .. a, = a y sea (an,)r>1 una sub-
sucesién de (an)n>1 Dado € > 0 existe ng tal que:

|an, —a| < € paran > ng (29)

Pero ny, > k para todo k € N (lo menos que puede valer n1 es 1; como ny < ng, lo
menos que puede valer ny es 2, etc.) Luego si k > ng entonces ng > k > ng y por
29
lan, — a] < e parak > ng
lo cual prueba que lim,,_, @y, = a.
La reciproca es trivial ya que toda sucesién es subsucesién de si misma (corres-
ponde al caso ng = k) O

Para definir sucesion convergente, lo que hicimos fue poner en términos precisos
la idea de que la sucesién se vaya acercando a un cierto nimero. Ahora ponemos
en términos precisos la siguiente idea: que los términos de la sucesién se vayan
acercando entre si. Lo hacemos de esta manera:

Definicién 3.80. Una sucesién (a,),>1 se dice que es de Cauchy si tiene la si-
guiente propiedad: Dado € > 0, existe ng € N tal que, si n > ng y m > ng:
lan —am| < e

Es natural pensar que si los términos de una sucesion se van acercando a un
cierto ndmero, entonces dichos términos se van acercando entre si (o sea, toda
sucesién convergente es de Cauchy). También es natural pensar que si los términos
de una sucesion se estan acercando entre si, entonces todos ellos se deben estar
acercando a algin nimero (o sea, toda sucesién de Cauchy es convergente). La

demostracion de estas dos afirmaciones seria el final de este pardgrafo y de este
Capitulo. Previamente necesitamos un par de resultados.

Proposiciéon 3.81. Toda sucesion de Cauchy es acotada

Demostracion. Consideremos ¢ = 1; por 3.80, si (an)n>1 es de Cauchy, existe
ng € N tal que, para n,m > ng:

lan, —am| <1
En particular debe ser, para n > ng
|an — any| <1

o0 sea:
Oy — 1 <ap, <ap, +1
Si ahora consideramos m’ = min{ay, ag, ..., an,—1}, M’ = max{aj,a2,...,an,—1}
y m = min{m/, a,, — 1}, M = max{M’, a,, + 1} entonces claramente resulta

m < a, < M paratodon € N
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Proposicién 3.82. Supongamos que (an)p>1 es una sucesion de Cauchy y que
existe una subsucesion (an, )x>1 tal que limy_,o an, = a. Entonces

lim a, =a
n—oo

Demostracion. Dado € > 0, existe ng tal que, para n,m > ng
lan — am| < e/2
y existe ny, tal que, para k > nj
lan, —al <e/2
Entonces para n > ng:
lan, — a| = |an, — an, + an, — a
< lan = an, | +[an, —al
<e/2+¢/2=¢ (tomando k > ng)

lo cual prueba lo afirmado. (I

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado anunciado:
Teorema 3.83. Una sucesion es convergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracion. Supongamos primero que (@, )n>1 s convergente con limite a. En-
tonces dado € > 0 existe ng € N tal que, para n > ng

lan, —al < e/2
Entonces, si n,m > ng

lan, —am| = |an—a+a—an| <la, —al+|a—an
= l|an, —a|+am —al| <e/2+¢e/2=¢

lo cual prueba que la sucesién dada es de Cauchy.

Supongamos ahora que (an)n>1 es de Cauchy. Entonces por Proposicién 3.81,
dicha sucesién es acotada; ahora, por el Teorema 7?7 de Bolzano-Weierstrass, esta
sucesién debe contener una subsucesién (an, )r>1 convergente. Pero entonces la
Proposicién 3.82 nos dice que (a,)n>1 €s convergente. (|

Ejercicio 3.84. Probar que una sucesion es de Cauchy si y sélo si dado € > 0
existe ng € N tal que para n > ng:

|antp — an| < € cualquiera sea p € N

Ejercicio 3.85. (i) Probar que si una sucesion es de Cauchy, entonces para
todo p € N es

lim (apqp —an) =0

n—oo

(ii) Mostrar que la reciproca de 1 no es cierta (considerar a, = logn)
(iii) Meditar sobre la diferencia entre 1 y el Ejercicio 1. colocar la referencia

Ejercicio 3.86. Demostrar que la sucesion dada por a, = (—1)" no es convergente.
MS, OK

CEN, Problemas
adicionales
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PROBLEMAS ADICIONALES

Ejercicio 3.87. Si ant2 = (apt1 + an)/2 para todo n > 1, expresar a,, en funcién
de a1 y az, y demostrar que a, — (a1 + 2a2)/3 (ver Apostol (1976, pdg.116))

Ejercicio 3.88. Sia; >0, a2 >0, ya,i2 = (an+1an)1/2 para todo n > 1, expresar
a, en funcién de a1 y az, y demostrar que a, — (a1a§)1/3

Ejercicio 3.89. Si0 <z <1y si xp41 =1 —+/1—x, para todo n > 1, probar
Tn41 l

que (z,) es una sucesion decreciente con limite 0. Probar ademds que == — 3

Ejercicio 3.90. En la figura 8 se representan algunos ejemplos correspondientes a
la familia de sucesiones T, y1 = x,(a—bx,) con diversos valores para x1. Estudiar el
comportamiento de estas sucesiones (llamadas de Verhulst) para distintas elecciones
de los pardmetros a y b.

0.7
0.6r = 1
0.5¢ ; x=x*(a—b*x) )
0.4r 1
a=1l.4
0.3/ = b=2.3 1
*.
0.2 M I o s LR |
01 e ]
P < '
0 \ \ \
0 5 10 15 20

FI1GURA 8. Sucesién de Verhulst con las constantes dadas en el
grafico. ;Cudl serd el efecto de incrementar la condicién inicial xg
por encima del valor 0.67 Notar que tienden a z,, = 0.173913.

Ejercicio 3.91. Una sucesidén (z,,) satisface Txp1 = x5 +6 paran > 1. Sixy = %
probar que la sucesion crece y hallar su limite. ;Qué ocurre si x1 = % ox,=237¢

[~}

Ejercicio 3.92. Si |a,| < 2 y |ant2 —ans1| < §la2 1 —a2| para todo n > 1, probar
que (an) converge

Ejercicio 3.93. Determinar el limite de la sucesion definida por la recursion
1 c

con el parametro ¢ > 0, y para distintos valores de 1. En el caso que la sucesion
tenga limite £, ;Cudl serd el comportamiento de la sucesion de errores e, = x, —£?
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4. SERIES NUMERICAS

4.1. Definicién de serie. Consideremos una sucesién cualquiera {a,}n>1. Para
cada n € N, sabemos lo que quiere decir la suma de los n primeros términos de esa
sucesion, suma que indicdbamos como aq +as +. ..+ a,, o también como ZZ:1 ak,
y ademds conocemos algunas propiedades de esas sumas (pardgrafo 1.4).

Lo que queremos hacer en este capitulo es dar una definicién, si se puede, de
lo que es la suma de todos los infinitos términos de dicha sucesiéon, suma que
indicaremos a1 + as + ...+ a, + ..., o también 21?;1 ay

En el paragrafo 1.4 tuvimos que argumentar bastante para mostrar la necesidad
de definir a1 +as + ...+ a, para todo n € N; aqui no hace falta argumentar mucho
para convencer al lector de la necesidad de definir 220:1 ag, ya que nadie puede
efectuar infinitas sumas. En busca de esa definicién, consideremos las siguientes
“sumas parciales”:

Slzal
Sy = ay + as
S3 =aq1 + as +as

S,=a1+ax+...+a,

Si estuviese definido Y- ; ax, entonces es razonable esperar que las sumas par-
ciales recién indicadas se le vayan acercando. Pero eso es lo mismo que pedir que la
sucesién {S,}n>1 tenga limite, lo que en general no ocurre. Por ejemplo, conside-
remos la sucesién {a,}n>1 dada por a, = (—1)"*+1. Para esta sucesién, las sumas
parciales son:

51:a1:1
S a1—|—a2:1—|—(—1):0
Ss=a1+as+az=1+(-1)+1=1

y, en general, S;,, = 1 si n es impar y S,, = 0 si n es par. Luego la sucesién de sumas
parciales es:

1,0,1,0,...
claramente no convergente. Luego no parece posible dar una definicién de Y ;2 | ay
para cualquier sucesién {a,},>1 (no parece posible definir > ;-  (—1)¥*1). Esto
nos lleva derecho a la siguiente definicién:

Definicién 4.1. Si {a,},>1 es una sucesin, si, para cada n € N, llamamos S,, =
> oh_i ak, y sila sucesion {S,},>1 es convergente, entonces llamamos suma de los
ay, desde k = 1 hasta oo a:

oo

E ar = lim S,
n—oo

k=1

(0 sea, Y 5y ar = limy, oo Y5_y ar)

Brevemente, entonces, la suma de infinitos niimeros reales es el limite de las
sumas parciales, si dicho limite existe. Pero exista o no ese limite, vamos a encontrar
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de importancia el estudio de las sucesiones de sumas parciales correspondientes a
una sucesién dada {a, }n>1.

La longitud de la expresion “sucesién de sumas parciales correspondientes a una
sucesion {ay}n>1" es un poco grande como para estar usdndola continuamente (y
deberemos hacerlo). Esto ha originado una abreviatura para esa expresién bastante
singular: en lugar de decir “la sucesiéon de sumas parciales correspondientes a la

: 2 ” : « : oo 9
sucesion {an}n>1" se dice “la serie > .~ | a;”.
De esta manera, aunque no exista > -, a (en el sentido de la definicién 4.1),
. . . o0 . . o0 k+1 ’ .
siempre existe la serie ) 0.~ ; ax (por ejemplo, no existe > .~ (—1)"*", pero si existe
. o0 .7 . 7’ 7
la serie > po  (—1)k*! es la sucesién 1,0,1,0,... de sumas parciales). Méds atin,
aunque exista Y ,_; ag, no es lo mismo que la serie ", ar (pues Y ., a; es un
ntmero, el limite de una cierta sucesién, mientras que la serie Y- | aj, es esa cierta
sucesion).

De acuerdo a lo anterior, esta claro qué quiere decir que una serie sea convergente;
como la serie, por definicién, es una sucesién (la de sumas parciales), entonces eso
querra decir que dicha sucesién es convergente.

El niicleo de este capitulo estaréd en la determinacion de criterios que nos permi-
tan decidir si una serie converge o no. Empezamos probando lo siguiente:

ez ) . I~
Proposicion 4.2. Si la serie Zk:l aj, converge, entonces
limy—ocn =0

Demostracion. Que la serie Y - | aj converja quiere decir que la sucesion (S, )n>1
de sumas parciales converge. Luego, por Teorema ??, (S,),>1 €s una sucesién de
Cauchy. Pero entonces, por el ejercicio 3 del paragrafo 77, es:

Hm (Spe1 — Sn) =0

41 .
y como Syi1— S, = Y41 @b —3}_, ap = ans1 la proposicién queda probada [
Desafortunadamente, la reciproca de la proposicion 4.2 no es cierta, no es cierto
. . o0 . ’
que si a, — 0 entonces la serie ) "~ ; aj converge. (Ver ejemplo al final del paragrafo
4.2, la “serie armonica”)
Ya estamos en condiciones de examinar un ejemplo muy importante, la llamada
serie geométrica de razén r. Esta es la serie

o0 o0
Zrk_l (también indicada Z k)
k=1 k=0
donde 7 es un ntmero real cualquiera. Veamos cual es su comportamiento segin
cudl sea el valor de 7.
Observemos que la sucesion de sumas parciales tiene, en este caso, una expresion
muy sencilla. Por el ejercicio 5.b del pardagrafo 1.4 sabemos que es, si r # 1
r*—1
r—1
(si no lo hizo antes ,hagalo ahora por induccién). Luego existe lim, oo Sy si, y
sélo si, existe lim,, Tn__ll. Pero como aqui aparece r™, recordamos lo hecho en el
pardgrafo ?7: si |r| < 1, entonces lim,_,o 7™ = 0. Por lo tanto, si |r| < 1:
.oorm—1 0—1 1
lim = =
n—oo 7 — 1 r—1 1—7r

Sp=1+r+r2. +rm 1=
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Esto prueba que, si |r| < 1, entonces la serie >_p , r* converge, y ademds pode-
mos decir a qué nimero converge:

- 1
k
Yok = 1
T T (para |r| < 1)
k=1

Afirmamos que la serie geométrica no converge para ningun otro valor de r. En
efecto, si convergiese, entonces por la proposicién 4.2, deberfa ser lim,, oo a, = 0.
Pero a,, es en este caso "', y por los resultados del pardgrafo ?? sabemos que
lim,, oo 7"~1 = 0 solamente cuando |r| < 1. Entonces, en definitiva, la serie

geométrica Y oo, r* converge (a 1) si |r| <1y no converge si [r| > 1.

Ejercicio 4.3. Probar que si la serie Y p-, ai es convergente, entonces para todo
nimero real ¢ también converge la serie Y po, cay y ademds:
o0

ank:cZak (31)
k=1

k=1

. s . . - o0 . oo
Ejercicio 4.4. Probar que si la serie y ., ap y la serie Y . by convergen, en-
tonces la serie Y, (ar + by) converge y ademds:
k=1\0k k ge 'y :

Z(%erk) :Zak+zbk (32)
k=1 k=1 k=1

Ejercicio 4.5. Probar que las siguientes series mo son convergentes:
. fo'e) n
() X (-1)
(i) S n
oo n“+2n+3
(iil) D2,y "o
. [eS) n
iv o
() oo,
Ejercicio 4.6. Probar que las siguientes series son convergentes y hallar su suma:
. e’ on
() Yooy et
.. o) (_1)n+1
(11) Zn:l 3n
.. o) (_1)71—13n+27
(i) 352, Gt
4.2. Series de términos positivos: criterios de convergencia. Nos limitare-
mos en este pardgrafo a estudiar series fo:l a, para las cuales sea a, > 0 para
todo n € N. Observemos que si a, > 0 para todo n € N, entonces las sumas
parciales son crecientes; en efecto:

n+1 n
Sn—i—l = Z Ak = Qpy1 + Zak = Gny1 + Sp > Sy
k=1 k=1

Luego, por la proposiciéon 3.45, si la sucesiéon de sumas parciales estd acotada,
entonces existe lim,_...Sy, 0 sea la serie Z;ozl ay, converge; y si la sucesién de su-
mas parciales no estd acotada, entonces lim, .S, = +00 (en este caso se dice que
la serie diverge). Estas observaciones nos suministran inmediatamente un criterio
de convergencia:

Proposicién 4.7 (Criterio de comparacién). Sean (an)n>1 ¥ (bn)n>1 dos sucesio-
nes tales que, a partir de un cierto ng

0<a, <by,
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y supongamos ademds que Y -, b, converge. Entonces Y . | a, también converge.
Demostracion. Para cada n € N, llamemos:

S, = ai+as+...+a,

S, = bi+bat...+0b,
Como, por hipétesis, S, converge, entonces S, estd acotada, es decir existe un
numero real M’ > 0 tal que

S/ < M’ paratodon €N (33)

Ahora bien, si n > ng es:

n no n
So = Da= at >,
k=1 k=1

k=no+1

no n
< Z ay + Z by (por hipotesis)
k=1 k=no+1

no n

< Z ay + Zbk(ya que cada b; > 0)
k=1 k=1
no

no
<> a+8, <Y a+ M
k=1 k=1

Llamando M" = >"}° | ax + M’, resulta:
S, < M” para todo n > ng (34)
y 81 M = max{S1,Sa,...,Sn, M”}, entonces
S, < M para todon € N (35)

Luego (Sy,)n>1 estd acotada superiormente; siendo creciente, la proposicién 3.45
. . . o0 <z
nos dice que existe limy—cS,. Luego >~ | a, también converge O

Corolario 4.8. Sean (an)n>1 ¥ (bn)n>1 dos sucesiones tales que, a partir de un
cierto ng:

0<a, <by,

y supongamos que y .., a, diverge. Entonces Y .- b, también diverge.

Demostracion. Alser b, > 0 para todon € N, entonces Y~ b, converge o diverge.

Si convergiese, entonces también lo harfa Y~ | a, por la proposicién 4.7. Ello no
’ . ’ . o0 .

es asi por hipdtesis, luego > >, b, diverge O

n=1
Corolario 4.9. Sean (an)n>1 Yy (bn)n>1 dos sucesiones de términos positivos (o
sea, ap >0, b, > 0 para todo n € N) tales que:

a
lim =2 =5>0

n—oo n
00 . . . 00
Entonces ), an converge si, y solo si, Y~ b, converge.

Demostracion. Supongamos que » -, b, converge. Como lim,, .« 7% = s, enton-
ces existe ng € N tal que, para n > ng:

an
— =

1
b, oS
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lo cual implica en particular:

a
L —s<1l=a, <by(s+1)
bn

Ahora bien, como Y, b, converge, entonces » - b,(s+ 1) también converge

(Ejercicio 1 del pardgrafo anterior). Y como 0 < a, < b,(s + 1) para n > ng,
. . <z oo .
entonces por el criterio de comparacién 4.7 resulta )~ | a,, convergente. Si ahora
o'} . b, 1 :
suponemos ) ", a, convergente, como lim, .., > = ¢ > 0, repetimos los razona-
- n

. . . 1 . oo .z
mientos anteriores cambiando b por a y s por ¢ para concluir que ) " ; a, también
es convergente ([l

El corolario ?7? resulta particularmente util para eliminar la hojarasca de los
términos generales de algunas series. Por ejemplo, consideremos la serie:

2"+ 3
Za3n+2

Para n grande, 3 se puede despreciar frente a 2 y 2 se puede despreciar frente
a 3". Pensando en eso, consideramos:

L 243

" 342
271

by = o
3n

Entonces
an 2"+ 3 3"

(13 (L
bn 2n 3t ) \1+ &
3

Como 57 y 3% tienden a cero cuando n — oo, entonces:

lim 2% =1>0

n—oo n

y siendo b, = (%)”, la serie Y~ | by, es convergente, por ser geométrica de razén

% < 1. Luego, por ??, resulta que la serie Y | a, es convergente.
Veamos ahora un criterio de gran importancia sobre convergencia de series:

Proposicién 4.10 (Criterio de D’Alembert). Sea (an)n>1 una sucesion de términos
positivos tal que:

. An 41
lim L _
n—oo (O

Entonces la serie 23;1 an es convergente si s < 1 y divergente si s > 1
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