Aplicaciones Chi-Cuadrado




Contraste de dependencia o independencia de caracteres.

Deseamos saber si dos caracteres X e Y de una poblacion son dependientes o
Independientes.

Suponemos que las modalidades que presentan cada una de las variables X e
Ni=1s1s}

FOHq Ko

Y0 N Y

Y 52 ha tomado una muestra de tamano n midiéndose dichas caracteristicas
e ¥ en cada uno de los elementos de la muestra.



Fodriamos formar la siguiente tabla de contingencia en la que aparecen las
frecuencias empiricas vy las tedricas:
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Donde:

Oij = nro. de elementos que presentan la caracteristica x,e y conjuntamente.

Cjj = nro. de elementos esperados que presenten los valores ¥, ¥ Si 1as
variables son independientes.

Para el calculo de las frecuencias tedricas podemos utilizar la siguiente formula
si las dos variables son independientes

Oy % . (total de la fila i).(total de la columna )

8 = pj.n = ——
i = Pi n n 7!

=1,2,.....kJ=1,2,.....m



Consideramos como hipdtesis nula e hipdtesis alternativa a;

Haoo A e Y son independientes.

Hi: A e ¥ no sonindependientes.

=1 oaceptamos la hipdtesis nula, podemos considerar que no  tenemos
evidencias que nos hagan suponer una dependencia entre las dos variables a

un nivel de conflanza de 1-o

Consideramos como estadistico del contraste:
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La distribucién de dicho estadistico es una  X° (k-1)m-1) grados de libertad
e caso de que las variables sean independientes a un nivel de confianza 1-c.

Se acepta Hysi 12 < 4% "D~ pEGION DE ACEPTACION)

Se rechaza Hy sit 12 = 4% D=1 pEGION CRITICA).



Ejemple E| consejo de administracion de Telefdnica desea conocer sila
apinian, ¥, de sus accionistas respecto a una posible fusidn es independiente

del numero de acciones, X, que poseen. Una muestra de 200 accionistas
proporciona la siguiente tabla:

b A favor |BEncontra | Indecisos | Total
A
Menos de 200 20 18 21 i<}
200 - 1000 93 G2 67 222
Mas de 1000 a2 Fil G2 214
Total 200 140 140 =00

O

Contrastar a un nivel de conflanza del 99 5% la independencia de las vanables
Ae



Solucion

La poblacién en estudio son los accionistas de Telefonica v deseamos wer si
existe dependencia entre el nimero de acciones vy la opinidn acerca de una
posible fusion.

=e trata de untest no paramétrico donde las hipdtesis nula v alternativa son:
Ha: # & ¥ son independientes

Hy: 3 e ¥ nosonindependientes.

El nivel de conflanza es 1-a =0,995 luego a =0,005 v el tamafo muestral
n=500.

Calculamos los valores esperados g bajo la hipdtesis nula {independencia de X
e ¥, aplicando la férmula:;

(Eoéer! de da fila 1) (fotal de la columna )

H

donde nes el tamafio de la muestra, 00,



La tabla de los valores esperados seria;

Yo A favor

A

Menos de 256
200

200-1000 58 8
has de 1000 25 6
Total 200

For elemplo ey =64dx200/200=25 6

En Indecisos
contra

19,2 19,2

GE 6 GE G

Gd 2 G4 2

150 150

e2=04x150/500="19 2

Total

Gl

222
214
200



El valor del estadistico experimental 2 vale:

12

El valor del punto critico es el valor de una chi-cuadrado con (3-11.03-1) =4
grados de libertad vy 1-c =0 955 que mirando en las tablas nos da: ¥2 poose =

14,360

2
_ (25-256)°
25,6

2
L (62-64.2)°
64,2

La regidn critica es, es decir, rechazamos H, s 32 bjf (4

Como %2 =152 es menor que 14,86 se acepta H, v podemos decir gque no

tenemos evidencias de que X e Y sean dependientes y se acepta la hipdtesis
de que la opinidn de los accionistas es independiente del numero de acciones

que poseen con un riesgo del 0.5%.

1,53




Test de homogeneidad de varias muestras. Caso: Bernoulli

=e trata de determinar si varas muestras que estudian el mismo caracter A han
sido tomadas o no de la misma poblacion, respecto de dicha caracteristica A,

Supongamos que tenemos k muestras de tamafios ny, N, Nk Slendo yw, ye,
oy o5 elementos de cada muestra que presentan una determinada
caracteristica A vy el resto no la presentan.

=1 osuponemos gue todas las muestras provienen de la misma poblacidn, la
proporcion de elementos que presentan la caracteristica A seria;

=1 suponemos gue las muestras provienen de la misma poblacidn, los walores
esperados para la caracteristica A en cada muestra serian ni o, N2 o, N=p, ...
M 2.



Fodriamos formar la siguiente tabla de contingencia en la que aparecen los
valores observados vy 105 valores esperados:

Muestras Fresentan &l Mo presentan &l Tamaho de las
caracter A caracter A muestras
Seesperancon el | Se esperan sin el
caracter A caracter A
Frimera muestra W1 M1-Y44 M
Mg .o M{1-p)
I-&sima muestra Wi Mi-Y; N
[ ﬂi“‘m
k-&sima muestra i Mk -k Mk
i . Mgt 1-p)




Consideramos como hipodtesis nula e hipdtesis alternativa a:
Hno todas las muestras provienen de la misma de la poblacidn.
Hyi: se rechaza que provengan de la misma poblacidn.

=l aceptamos la hipdtesis nula, podemos considerar que las muestras
provienen de la misma poblacidn vy las diferencias entre los valores observados
y los valores esperados son debidas al azar.

El estadistico que se utilizara sera

1k (ima o)
p(1-p) ; -1 fj

= —

La distribucion de dicho estadistico es una ¥? con k-1 grados de libertad en el
caso de no existir discrepancias entre los valores observados y los esperados a
un nivel de conflanza 1-c.



Se aceptaHysit 42 < #k-1  (REGION DE ACEPTACION)

Serechaza Hy sit ¥2» (k-1 (REGION CRITICA)

En el caso de que los elementos de [as muestras se clasifiguen en mas de dos
cateqorias, el analisis se realiza como en el caso de un test de independencia o
dependencia entre variables, donde la tabla que se obtendria seria similar a la
anterior, por filas aparecen las muestras v por columnas las distintas
cateqorias. El estadistico seria el mismo que en el caso de independencia de
variables vy los valores esperados se calcularian de igual forma vy la hipdtesis
nula sera Hg todas las distribuciones se distnbuyen homogeneaments.



Ejemplo: En un hospital se somete a examen la eficacia de cinco

medicamentos a un determinado numero de pacientes que aparece reflejado
en la siguiente tabla, determinandose si al final del tratamiento mejoran o no.

Tratamiento A B C D E [Total
Mro. de pacientes o0 (52146 |54 148 250

Facientes mejorados 1119 (& 177 |50

JExiste diferencia entre los diferentes medicamentos a un nivel de
significacion 0,057



Solucion

La poblacion son los medicamentos analizados v deseamos comprobar si
alguno de los medicamentos es mas eficaz que 105 otros, es decir, si alguno de
ellos puede considerarse gue muestra diferencias significativas respecto de los
demas.

Se trata de contrastar las hipotesis

Ha: no existen diferencias significativas entre los cinco medicamentos, es
decir, provienen de la misma poblacicn.

Hi: existen diferencias significativas en alguno de ellos.

El nivel de conflanza es 1-ce =0.95, luego c« =0 0% v el tamafo muestral n=250
=1 denominamos

Wi = numero de pacientes mejorados con el medicamento i,

ni = numero de pacientes que utilizan el medicamento .



Y suponemos que no hay diferencias significativas entre los  cinco
medicamentos, es decir, provienen de la misma poblacion (Hy clera)
tendriamos que:

¥
= - =50/250 =072

sera la proporcion de pacientes que mejoran si todas las muestras provienen
de la misma poblacidn, es decir, son homogeneas.



Calculando los valores esperados, nip, tendriamos la siguiente tabla:

Tratamiento |Facientes mejorados Facientes no mejorados | Tamafo
Facientes esperados que | Pacientes esperados sin | de
Mejoren Mejoria la muestra

A 11 34 S0
H0x0.2=10 S001-0.29=40

E 9 43 52
20 2=10 4 5211-021=41 6

C g 38 A6
A6x0.2=9 2 AG(1-0.21=36 8

O 17 37 5
S0 2=10 8 odi1-02)=43 2

E fi 41 48

A8x0.2=9 6 48(1-0.2)=)=374



El valor del estadistico es:

2 L a1y (7-9.6)
= + +
YT bza-o|T s0 43

0,8855

El valor del punto critico es el valor de una chi-cuadrado con (9-1) = 4 grados
de libertad v 0,05 que mirando en las tablas nos da: ¥2n5 4 = 9488

La region critica es, es decir, rechazamos Ha sit 42 = 37 (4) =9,488

Luego como y2=58855 es menor que 9488 aceptamos Ho, es decir, no existe
diferencia entre o5 diferentes medicamentos con un nivel de conflanza del
95%, para la mejora de los pacientes al finalizar el tratamiento.



Caso: Multinomial

Mientras que en el contraste de independencia se median dos
caracteristicas de una misma muestra, ahora se elijen k muestras
de tamanos predeterminados (y no necesariamente iguales) y se
quiere comprobar si todas ellas pueden provenir de la misma
poblacion. Es decir, el objetivo es contrastar si la variable X se
distribuye de igual manera dentro de cada muestra.

La hipotesis nula H, es entonces que las k muestras son
homogéneas y la forma de operar es la misma que la vista para el
contraste de la independencia.



Es decir se puede construir una tabla de contingencia y definir un
estadistico 2 como el dado en el test de independencia. Ahora k
es el numero de muestras y m el numero de valores posibles, o
intervalos, de la variable.

02

k m
=2 2 —
'=1'=lelj

Entonces, la hipotesis HO de homogeneidad se acepta con un
nivel de significacion a cuando

2

kK m
2.2 % ) < X, (k1) (m—1)




Ejemplo

Comparemos las notas de 4 grupos de primero en la asignatura de estadistica

Grupos
Notas Al B|C | D| og
NT-SB | 14| 5 |13 | 5 37
AP 26 | 31 [ 23 | 10 | 90
SS 20| 30 | 25 | 26 | 110
Oy, 69 | 66 | 61 | 41 | 237

Estudiar la homogeneidad de las califaciones al comparar los distintos grupos.



Solucién

Hipotesis

Ho: Existe homogeneidad en las muestras

Podemos calcular las frecuencias esperadas utilizando

Oz,04, 37 X 69

e = — = = g — 1038
02,0y, 37 X66
E12 = —ﬂ = —237 = 10.3

De tal forma que podemos anadir a la tabla las frecuencias esperadas asi
calculadas (numeros entre paréntesis):



Grupos
Notas A B C D Ox;
NT-SB | 14 (10.8) | 5 (10.3) 13 (9.5) 5 (6.4) 37
AP 26 (26.2) | 31 (25.1) | 23 (23.2) | 10 (15.6) [ 90
SS 29 (32.0) | 30 (30.6) | 25 (28.3) | 26 (19.0) | 110
oy 69 66 61 41 237

El estadistico para el contraste se calcula mediante

3 4 9
o,
Xo = E E Y _ 5 — 948.93 — 237 = [11.93.

€i4
1i=1 j=1 J

El nimero de grados de libertad es v = (k—1)(m — 1) =2 x 3 = 6. Con un nivel de significacién o = 0.05,

se acepta Ho (las muestras son homogéneas) si ¥2 < xi,p. Como xg_{}g,,ﬁ = 12.592, que es mayor que el
estadistico calculado arriba, no rechazamos Hy.



Test de bondad de ajuste.

Consideramos una poblacidn v el caracter X gque presenta las siguientes
modalidades ., ¥2,..., ¥ excluyentes con sus correspondientes probabilidades
2, k. Tenemos una muestra de tamano n oen la que observamos e
caracter Xy nos planteamos hasta qué punto esta muestra se puede
considerar como perteneciente a una poblacion con una distrbucion tedrica ya
conocida.

Independientemente de la distribucidon tedrica que consideremos siempre
existiran diferencias entre los walores tedricos esperados vy los  walores
observados. El problema esta en saber en qué medida dichos wvalores son
debidos al azar o a que los datos no se ajustan a la distnbucidon tedrca
considerada.



=i denotamos por:
= nro. de elementos de la muestra con el caracter x5,

= probabilidad tedrica de que la warable aleatoria X tome el walor x
wellficandose que

=1 tenemos una muestra de tamafo n, el nimero de elementos que cabe
esperar que tomen el valor ¥ es: & = n.p; verficandose que

Iz
>ei=n
1=1
Fodremos formar la siguiente tabla:
YVariable X e ¥ VTR b 17
Frecuencias observadas | Oy (s TRV © 7,

Frecuencias esperadas | ey = | By



Consideramos como hipdtesis nula e hipotesis alternativa a:
Hoo la distribucidn empirica se ajusta a la distribucidon tedrica considerada.

Hy: e rechaza el ajuste.

Evidentemente, si aceptamos la hipdtesis nulalaceptamos el ajuste), las
diferencias entre los valores observados vy [os walores esperados son debidas al
azar y podemos decir que no existen evidencias para rechazar dicha hipdtesis;
en otro caso diremos existen diferencias significativas para el nivel de
significacidn marcado entre ambas distribuciones, no pudiendo atribuirse las
diferencias entre las distribuciones empincas v  observadas al azar

El estadistico que se utilizara para dicho contraste sera;

k of
= E—l_ﬂ
1=1F

1

k
= 2
i=1




SeaceptaHysi¥2 < #k-1 (REGION DE ACEPTACION)

Serechaza Hy sii ¥2 = k-1 (REGION CRITICA).

A la hora de aplicarlo correctamente tenemos que realizar las siguientes
Consideraciones:

A- Las frecuencias esperadas de las distintas modalidades deben ser
SUperiores a cinco, en caso de ocurnr se deben agrupar clases contiguas en
una sola clase hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor que cinco. Esto
supone camblar la distrbucion tedrica con la consiguiente perdida de
Informacian.

E- S para obtener las frecuencias esperadas se necesitan estimar p

pardmetros entonces los grados de liberttad de la ¥2 son k-p sioson
independientes y k-p-1 51 son excluyentes las modalidades.

C - Sepuede aplicar a las distribuciones continuas como discretas,



Ejemplo . Se desea probar si el ndmero de rayos gamma emitidos por sequndo
por ciera sustancia radiactiva es una variable aleatoria que tiene la distribucion
de Foisson de parametro | =24, Utilice los siguientes datos obtenidos en 300

intervalos de segundo para probar dicha hipdtesis a un nivel de significacion
0,05.

M. derayosgamma |0 [ 1T 2 2 4 |3 |67 0mas
Walores observados |20 |48 |65 |75 |45 134 |9 4



Solucion

La poblacién en estudio son o5 rayos damma emitidos por una sustancia
radiactiva.

=& trata de contrastar las hipdtesis:
Ha: La distribucidn observada sigue una distribucion F{a=24).
Hi- La distribucion observada no sigue una distribucion Pla=24)

El nivel de confianza es 1 - o = 0,95 puesto que el nivel de significacion es « =
0,05y eltamano de la muestra n=300

El estadistico del contraste sera el definido anteriormente, para ello deberemaos
calcular los wvalores esperados bajo la hipotesis Hs.



Calculamos los valores esperados para una Foisson de parametro | =24, Se
tiene que las probabilidades de una Foisson de parametro | =2 4 son {mirando
en la tabla de |a distribucion de Poisson):

Valores de A (] 1 2 3 £ 5 § 7o
mas

Frobabilidades | 00907 02177 102613 02090 10,1254 00602 | 0,0241 | 00116

Fara hallar los walores esperados bastara con multiplicar las probabilidades por
el numero de observaciones, obteniéndose:

Valores de X ] 1 2 2 el S G |7 omas
Valores esperados | 27,21 16531 | 78,39 62,7 |37 62 1806|723 348

/7



Como se observa, existe un walor esperado menor gue 9, por [0 gue debemos
de adrupar dos clases contiguas, en este caso, 05 clases 6y 7 0 mas, con lo
cual las distribuciones quedarian:

Yalores de X [ 1 2 3 4 a B0 mas
valores esperados (2721 165371 78238 |627 (3762 11806 10,71
Yalores observados | 20 48 514 T 45 24 13

Aplicando la formula resulta que el wvalor del estadistico para dicho contraste
wale

2 2
,_ (0-2721)% L (13-1071)°

27,21 10,71 =|2r 204t




Calculamos el valor del punto critico de una chi-cuadrado con un valor de o« =
0,05 (nivel de significacién) v (7-1) grados de libertad, es decir, v%ops 5 = 12,592
mirando en las tablas

La regidn critica es: ¥¢ mayaor o igual que 12,592, as decir, el intervalo (12 592,
+Hnfinito).

Como el valor del estadistico ¥2 es mayor gue el punto critico se rechaza la
hipdtesis Hy. ¥2 =27 2047 v y5pp55= 12,592

Luego tenemos evidencias de que la distribucidon empirica no sigue una
distribucion Pia=24).

OBSERVACION: En el caso de que el ajuste sea por una distribucion normal
a5 preferible aplicar otro test mas potente: test de Kaolmogaoroy.



Ejemplo

Contrastar, con un nivel de significacién del 5%, que la duracion, en horas, de cierto tipo
de bombillas sigue una distribucion con funecion de densidad

folx) = ée_z*’fﬂ r>0,8>0

teniendo en cuenta que en una m.a.s. de 75 bombillas probadas, se han observado las
siguientes duraciones

Duracion (horas) | 0 — 200 200 — 300 300 — 400 400 — 500 500 — 600
n2 de bombillas 40 15 8 6 6




Solucidn

Primero estimaremos por el método de maxima verosimilitud
el valor del parametro 6:

7 1 - X
Lx,....x,, 0) =Hf(xl.,¢9)= P 2
i=1
l n
LnL(x,...x,,6 0)=—nlnf——">» x,
i=1
olnlL(x,..x,h 0) n 1 &
50 A2
6=y,
n i=1
O*LnL(x,...x,, 0) n 2
= 'xi
00* 0d g ; p
7 _2né

I



Duracion 0-200 200-300 300-400 400-500 500-600

# bombillas n; | 40 15 38 6 6

X 100 250 350 450 550

El valor estimado de 0 sera;

52 _ o 67
2

Ahora calculamos las probabilidades esperadas:

~ b1 - . .
D, :P(a <x<b) :j 5 e_xmdx:e—alé’ _e—ble

Por ejemplo :
1
220.67

—-0/220.67 —-200/220.67
e —e =0.59

—x/220.67
e dx =

- 200
pl:P(O<)c<200)=_“O



Duracién 0-200 200-300 300-400 400-500 500-600
# bombillas n;, | 40 15 8 6
X 100 150 350 550
D, 059 0.5 0.09 0.04

3

Aqui la probabilidad
sera de 500 a infinito.

Y a partir de ellas podemos calcular los valores esperados de las

muestras:

7>

i

n

>

I

Por ejemplo .

= np, = (40 +15 + 8+ 6 + 6) - 0.59 = 44.70



Duracion 0-200 200-300 300-400 400-500 500-600
# bombillas n, 40 15 8 6 6
X; 100 150 350 450 550

’p>

0.59 0.15 0.09 0.06 0.04

ISP
||
S

ISR

44.70 11.04 7.02 4.46 2.84




12

Duracion 0-200 200-300 300-400 400-500 500-600
# bombillas n, 40 15 8 6 6

X 100 150 350 450 550

D. 0.59 0.15 0.09 0.06 0.04

0 4470 11.04 7.02 4.46 2.84

Ei T npi |

7.30

=5.08

Y (n,—E)° (40-44.70)° . +(12—7.30)2
= E 44.70 7.30




v =5.08

Nuestro estimador chi-cuadrado vale:

El estimador se distribuye como: )(,f_l_v = }(j_l_l — Zzz

N\

Esta es la diferencia
fundamental con el caso
anterior. Al numero de
clases k hay que restarle 1
y el numero de parametros
| L S S gue previamente hemos
v N N estimado. En este caso:

Zzz,o.O5 =5.99 v=1.

,_|||'||| |||||||‘|||1'E
|||\|||||||||||\|||j:

v* =5.08 <5.99 = No podemos rechazar H,



