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[ SEMANA 9: TRANSFORMACIONES LINEALES

4.6. Teorema del Nucleo-Imagen (TNI)

El propédsito de esta seccion es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Nucleo-Imagen). Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K, T :
U — V una transformacion lineal, dimU < oo. Entonces:

dimU = dim KerT + dim ImT.

DEMOSTRACION. Daremos una demostracién constructiva de este teorema. Sea {uy, ..., u, }
una base de KerT. Completemos esta base a una base de U

6U = {ula ey Uy, Uy 41, 7un}

Probaremos que 5’ = {T(uy41), ..., T(un)} es base de ImT. Sea v € ImT es decir v € V' y
existe u € U T'(u) = v. Como [y es base de U se tendrd que

U=01Uy + ... 00Uy + Qpyp1Upyt1 + ... + UL,

de donde
v=T(u) = ap1T(up41) + -oo. + T (uy),

pues T(u1) = ... = T'(u,) = 0. Es decir v es combinacién de los elementos de §’. Probemos

ahora que son l.i., para ello consideremos
oy 1T (Upg1) + oo + @ T(uy) = 0.

Como T(ay41Ups1 + oo + @ntin) = api1T(upg1) + oo + @pupT (uy) = 0 se deduce que el
vector ay41Uy+1 + .... + a € KerT pero entonces existen escalares Ap, ..., A, tal que

Qpgp1Upgl + oo + Qpy = AUy + oo + Apuy,
o equivalentemente
AUL F eeee F AUy — Qpp1Upg] — oo — QU =0
Como los vectores uy, ..., u, son £.i. se deduce en particular que
Ayl =...=a, =0,
y por lo tanto 8’ = {T'(uy+1), ..., T(un)} es base de ImT. Pero entonces tenemos

dimU =n=v+ (n—v) =dim KerT + dim ImT.
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Es directo del TNI que: si dimU = n, y el rango de T es n se tiene dim KerT = 0, es decir
T es inyectiva. Otra aplicacion directa es

Teorema 4.4. Sea T : U — V aplicacion lineal.

1. SidimU = dimV entonces

T inyectiva < T epiyectiva < T biyectiva.

2. SidimU > dimV T no puede ser inyectiva.
3. SidimU < dimV T no puede ser epiyectiva.
4. Como conclusion de (2) y (3)

U isomorfo a V< dimU = dim V.

DEMOSTRACION. Probemos sélo (2), el resto queda de ejercicio. Del TNI se tiene que
dim U = dim KerT + dim ImT < dim V,
como dim KerT > 0 se concluye que
dim ImT < dimV,

y por lo tanto ImT es un s.e.v. estrictamente mas pequeno que V', es decir 7' no puede ser
epiyectiva.

Es importante sefialar que en (@), la implicancia = es consecuencia de (2) y (3), mientras
que <= se obtiene del hecho de que todo espacio de dimensién finita n es isomorfo a K™ (ver
ejemplo anterior a la Definicién ). O

Ejercicio 4.2: Probar quesi T : U — V es lineal y W es un subespacio de U entonces
1. T(W) es subespacio de V.
2. dimT(W) < dimU.
3. Si T es inyectiva dim T'(W) = dim W.

85

<« Ejercicio



4.7. Matriz Representante de una Transformaci 6n Lineal

Vimos anteriormente que, dado un e.v V sobre K,dimV = n, se tenia V = K". Esto
nos permite “llevar” el trabajo de cualquier espacio de dimensién finita a un espacio de
n-tuplas. Trataremos de extender esto para transformaciones lineales, reemplazando estas
(en un sentido que precisaremos) por matrices.

Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K,dimU = p,dimV = q. Sean [y =
{ur, ..., up}, fv = {v1,...,vq} bases de U y V respectivamente. Consideremos finalmente
una transformacién lineal T: U — V.

Sabemos que T queda completamente determinada por su accién sobre la base Gy

o bien,
T(u1) = a11v1 + G212 + ... + aq1q

T(u2) = G1201 + G202 + ... + Qq274

T(up) = a1pv1 + a2pt2 + ... + agpVq

Es claro que la informacién importante que define T estd contenida en las coordenadas,
(@15,a2j,...,aq5) de cada vector T'(u;), con respecto a la base Sy, en el espacio de llegada.
Esta informacion la guardamos en una matriz de ¢ filas y p columnas, denominada matriz

representante de 7', con respecto a las bases Gy y fy: Matriz representante
de T
ail @12 ... Gip Mgy, gy (T)
a21 G22 ... G2p
Mﬁuﬁv (T) = : S € MQP(IK)

Qg1 Aq2 --- Qgp

donde, ¢ =dim U, p=dimV.

En la columna j-ésima de esta matriz, aparecen las coordenadas del vector T'(u;) con res-
pecto a la base By :

alj
@24 4
A.j = : <~ T(u]) = E ;U5
. =1
Gqj

Observacién: Una pregunta interesante es: ;Qué sucede con esta matriz si cambiamos
las bases?. Esto lo responderemos en breve.
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Ejemplo:
Sea T : R* — R?, definida por
1 1 0 0
T@)=[0 11 0
0 0 1 1
T4
Consideremos 3 = By = {e1, e, €3, €4}, base canénica de R,

B =Py = {(é) , (é) , ((%))} base de IR3. Se tiene entonces:

=7 (§) = (5= () +3 () -1
tier =1 (§) - (1) 1) +o(4) o

9 0 1 1 0
— 0) — —
rien =7 (1) = (4) =0 (}) +0 (1) +1(9)
0 0 1/1 1 /1 170
0 — __ 2 1
rey=r(§)=() =53 (1)+3()
de donde:
1 1
7 10 —3
Mpy(T)=| 5 0 0 3 |€MsuR)
1 1
-5 0 1 35
Tomemos ahora, en R3, la base canénica, 3’ = {(é) ) (g) ) (%)} :
T(er) = (é) — ¢} + 0¢)y + 0c,
T(es) = (é) = 1€/ + ¢} + 0¢l
T(e3) = ((%)) = 0e} + 1€}, + 1éf
T'(es) = (g) = 0¢} + 0e}, + 1éf,
Luego,

110 0
Map(T)=10 1 1 0
01 1

jSorpresal, esta matriz representante no solo es distinta de la anterior, sino que corres-
ponde a la matriz que define T en forma natural. Concluimos entonces que: la matriz
representante depende de las bases elegidas y que la matriz representante con respecto a
las bases candnicas es la matriz asociada a T'. Esto tltimo lo podemos verificar en el caso
general:

Consideremos T4 :KP — K4

x — Az, A€ My, (K)
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Sea 3 = {e1,...,ep} la base canénica de KP y 3 = {e}, ..., e;} la base canénica de K9.

Se tiene entonces:

0
. Qa1j
a11... G1j5... Qlp
@24
Ta(e;) = Aej = : L= :
Gq1 Qgj--  Gqp a
0 q7

o bien:

q
Ta(ej) = arje] + ...+ aqje,, = g a;je;
i=1

de donde concluimos Mgg/(T4) = A.
Veamos ahora como interactuan Ty M = Mpg/(T). Sea u € U, entonces

U= QU1 + ... + Qply,

Asf las coordenadas de T'(u) con respecto a /3 son

P P
E Q5MYg, «-ny E a5Mgj,
J=1 J=1

y por lo tanto si & = (ay, ..., ;) son las coordenadas de w entonces M« son las de T'(u).
Esto permite trabajar con M en vez de T'.

Ya tenemos una matriz que representa 7', ahora deseamos “olvidarnos” de T y trabajar sélo
con un representante matricial. Para hacer esto, en algebra acostumbramos establecer una
isomorfia, en este caso, entre el espacio vectorial de todas estas matrices, Mgy, (IK), y aquél
de todas las transformaciones lineales. Para ello definamos primero este ultimo espacio.

Definicién 4.6. Sea U,V espacios vectoriales sobre K, de dimensiones dimU = p ydimV =
q respectivamente.
Definimos

LU, V)={T:U — V/T es transformacion lineal }

Es directo que Lk (U, V), dotado de las operaciones: L (U, V)

(AT)(z) = AT (z), VA e K,VT € Lk (U,V)
(T+T)(z)=T(x)+T'(z), VI,T' € Lx(U,V)

es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.
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Tenemos entonces la propiedad buscada:
ﬁIK(Ua V) = qu(]K)
En efecto, sean [y, By bases de U y V respectivamente y definamos la funcién.
v : Lk(U, V) — Mg(K)
T— QO(T) - Mﬁuﬁv (T)
Es decir, a una transformacién lineal arbitraria le asociamos su matriz representante con
respecto a las bases By y By .

1. ¢ es una transformacién lineal. Sean Sy = {u1,...,up}, By = {v1, ..., v4},
T,L S EK(U, V), A= MﬁUﬁV(T)7B = MﬁUﬁV (L)

Calculemos ¢(T + L) = Mg, 3, (T + L).

(T'+ L)(uz) = T'(uy) + L(u;) =

q q
= Z aijvi -+ Z bijvi = Z(aij -+ bz-j)vz-
i=1 i=1

i=1
Luego, la j-ésima columna de Mg, g, es el vector:
aij + by
: = Aej + Boj
agj + byj
Se concluye entonces:
a11 + bii...arj + byj...a1p + bip

SD(T+L) = MﬁUﬁV(T+L) = : : :
aql -+ bql...aqj -+ bqj...aqp -+ bqp
=A+B= MﬁUﬁv (T) + MﬁUﬁv (L) = @(T) + QD(L)
De manera analoga se prueba que
QO(AT) = MﬁUﬁv (AT)

2. ¢ es biyeccién. Sean T' € Ker(p) < ¢(T) = Mg, 3, (T) =0 € Mgp(K)
< T'(u;) =001 + ... + 0vy = 0.

e

1ajT(uj) =

P
Por otra parte, Vu € U,u = > oju;, de donde Vu € U,T(u) =
=1

J J

P
>~ ;0 =0, concluyendo T' = 0, la transformacién nula. Luego, ¢ es inyectiva. Veamos
j=1

la epiyectividad. Dada una matriz A = (a;;) € Mgp(IK), le asociamos la transformacién
q
lineal T', que a la base de U asocia: T'(u;) = Y ai;v;. Es directo que o(T') = Mg, (T) =
i=1

A, luego ¢ es epiyectiva. De (1) y (2) concluimos que ¢ es un isomorfismo.
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Directamente, de este resultado se tiene: dim Lk (U, V) = dim M,,(K) = pg = dimU dim V.
Es decir, la dimensién del espacio de transformaciones lineales es finita y corresponde al
producto de las dimensiones de U y V.

En el contexto del resultado anterior jque relacién existe entre la multiplicacién de matrices
y la composicién de funciones lineales?.

Veamos que sucede al componer dos transformaciones lineales. Sean T': U — V, L : V —
W transformaciones lineales, luego L oT : U — W es también lineal. Ahora bien, sean
dimU = p,dimV = q,dimW = r con bases Oy = {u;}}_1, By = {vi}_,, Bw = {wi}_q,
respectivamente. Supongamos ademds que Mg, g, (T') = B € My, (K),

Mg, g, (L) = A € M,(K). La pregunta es jcudl es la expresiéon de Mg, g,, (L o T)? Los

“datos” del problema son:
q
k)ZijkUj 1<k<p

)= ayw  1<j<gq

Calculemos ahora:

(LoT)(u) = L(T Z ikV;)

I
||'MQ

q T
jkL vj) Z ik Za”wz
Z Zaijbjk)wi 1<k<p

obteniendo .
Z ai;bj.. Z ai;bjp
Mﬁuﬁw (L © T) =

arjbji.. Z arjbjp

<.
ISR
i

=A-B= Mg, gy (L) - Mpyy (T)

Hemos probado que la matriz representante de la composicién de dos funciones lineales LoT,
es el producto de las matrices representantes.
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Una aplicacion inmediata de este resultado es

Ejercicio 4.3: T: U — V es una transformacién lineal y 8, 3’ son bases de U y V'
respectivamente entonces

1. T es invertible ssi Mgg/(T') es una matriz invertible.

2. Si T es invertible,
(Mpp(T)) ™" = Mgg(T™).

Esto nos permite, cuando se estudian transformaciones lineales sobre espacios vectoriales de
dimension finita, trabajar directamente en la estructura matricial correspondiente, sumando
o multiplicando matrices.

En base a lo anterior se tiene el resultado siguiente:

Teorema 4.5. Para toda matriz A € M,,(K), las propiedades siguientes son equivalentes
1. A es invertible.
2. Ty : K" - K" v— Ta(v) = Av es un isomorfismo.

3. El conjunto {Aej}"_; es base de K".

DEMOSTRACION. Demostremos primero (2)<(3). Para ello recordemos que A es la matriz
representante de T4 con respecto a las bases canénicas: Ta(e;) = Ae; = Asj.

2 = 3) Como T4 es isomorfismo, es en particular inyectiva, luego {Ta(e;)}7_; es Li <
{Aej}j—y es L en K". Como dim K™ = n, este conjunto es base.

3 = 2) Sabemos A.; = Ta(e;) para 1 < j < n, luego {A.;}_; base, es decir {Ta(e;)}j_,
es base de K", luego ImTa =< {Ta(e;j)} >=IK". Del TNI se tiene:

dim K™ =n = dim ImT + dimKerTy, luegon = n + dim KerT 4,
entonces dim KerT4 = 0 y por lo tanto KerT4 = {0}.
Ademss las dimensiones de los espacios de partida y llegada son iguales, luego T4 es iso-

morfirmo.

(1)<(2) es consecuencia del Ejercicio B3, usando el hecho de que T4 tiene a A como matriz
representante con respecto a las bases candnicas. O
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4.8. Matriz de Pasaje o de Cambio de Base

Cuando definimos la matriz representante vimos que esta dependia de las bases elegidas. De
esto surge el problema de la no unicidad de la representacion: una misma transformacioén
lineal tiene asociada mas de una matriz, dependiendo de las bases escogidas.

Sea entonces V' un espacio vectorial sobre K, dimV = n, sean 8 = {v; }i=1
y B = {v;}, dos bases de V. Claramente, los vectores de 3’ tienen una representacién
Unica en la base [3:

V] = p11v1 + P21v2 + ... + Pnitn
’Ué- = P15V1 + P2V2 + ... + PnjUn

’U;l = P1nV1 + P2nV2 + ... + DnnUn

Denominamos matriz de pasaje o de cambio de base de 5 a 3 a la matriz: Matriz de pasaje o de
cambio de base

P11 --- P1j --- Pin
P = Pgg = (pi) = L
Pn1 --- Pnj -+ Pnn

cuya columna j-ésima corresponde a las coordenadas del vector ’ug-, de la “nueva” base ',
con respecto a la “antigua” base (. Es facil ver que estd matriz es exactamente

Mpgig(idy),

es decir la matriz representante de la identidad de V, colocando como base de partida 5’ y
de llegada 3.

Por otra parte, sabemos que a un vector x € V podemos asociarle de manera biunivoca un
vector a = (ayq, ..., ) € K™, correspondiente a sus coordenadas con respecto a la base .
De manera angloga le podemos asociar o' = (o, ..., ) € K™, sus coordenadas con respecto
a la base (3.

Se tiene entonces:

n
Pero, ademds, v = > a;v;.
i=1
Como la representacion es tnica, concluimos:

n

ai:Zpija; 1<i<n
i=1

matricialmente: o = Pco’.
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Esta ecuacién establece la relacién entre las coordenadas de un mismo vector v € V con
respecto a ambas bases.

1 Es posible “despejar” o’?. S{ lo es, y esto es equivalente a probar que P es invertible. Pero
por ser la matriz representante de un isomorfismo es entonces invertible. Ademds P! es la
matriz de cambio de base de 5" a 3: Mgg (idy ).

Observacion: Cabe hacer notar que la notacién no es muy afortunada, pues la matriz
de cambio de base de 8 a 3’ es Mg (idy) es decir hay que expresar los vectores de ('
en funcién de los de (.

Estudiaremos ahora la relacion que existe entre las distintas matrices representantes de
una misma transformacién lineal. Esto lo deduciremos de la regla que tenemos para la
matriz representante de una composicién de aplicaciones lineales. Sea T : U — V lineal y

consideremos cuatro bases: ~
B, B bases de U

B, 3 bases de V.

La pregunta es jcémo se relacionan Mgg/ (T') y M5 (1)?.
Todo sale de la observaciéon
idyoT oidy =T,

y por lo tanto
M[}[},(T) = M[}[},(Zdv oT o ZdU) = Mﬁ,[},(idv)Mﬁﬁ/(T)MBﬁ(idU). (44)

Es decir la nueva matriz representante de T es la antigua multiplicada por matrices de
cambio de base. La mejor forma de recordar esto es con un diagrama

~ T ~
Uaﬂ I Vaﬂl

iy | T T idy
Uaﬂ I Vaﬂl

Recorremos este diagrama de dos maneras distintas. para obtener la férmula EE4l Notemos
que cuando hacemos el recorrido por “abajo” el orden que aparecen las matrices es reverso:
la matriz més a la derecha en B4 es la que actua primero y asi sucesivamente.

Las matrices A = Mpg (T) y B = Mpp (T) estdn relacionadas por un par de matrices
invertibles que denotaremos por P, Q:

C = PAQ.

Diremos que entonces A y C son semejantes. Como ejercicio, probar que esta es una
relacién de equivalencia. Un caso importante es cuando Q = P!, es decir

C =PAP .

En este caso especial diremos que A y C son similares. Esta también es una relacion de
equivalencia.

Se tiene que a diferencia de la semejanza no es facil saber cudndo dos matrices son similares.
Parte de este problema la estudiaremos en el préxima seccién.
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